
 
 
20 επαναληπτικά θέματα 
για τα μαθηματικά κατεύθυνσης Γ λυκείου 

 
(τεύχος 2  –  σχολικό έτος 2013-2014) 

 
 
 
Γράφουν οι μαθηματικοί: 
 
Βέρρας Οδυσσέας 

Καρύμπαλης Νώντας 

Κοτσώνης Γιώργος 

Κώνστας Χάρης 

Μπούζας Δημήτρης 

Πετρόπουλος Βασίλης 

Σκέντζος Δημήτρης 

Σκίτσας Νώντας 

Τσούκας Βαγγέλης 

Φράγκου Μαρία 

 

 

ελεύθερη διάθεση για εκπαιδευτικούς σκοπούς από: 

Μαθηματικά για το τελευταίο θρανίο! 
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ŪɏɛŬ 1ɞ  

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ () xf x x= , ɛŮ 0x>  

ȷ. ɁŬ ɛŮɚŮŰɐůŮŰŮ Űɖɜ f  ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ əŬɘ ŰŬ əɞɑɚŬ. 

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ fC  ˊɞɡ ɎɔŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ( )0,0O . 

ũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ( )1 1 0xx x -- ² ɔɘŬ əɎɗŮ 0x> . 

ȹ. ȷɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ()( ) ()( ), , ,f fa a b bA B  əŬɘ ( )0,0O  ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ 

( ),x a bÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 
1

ln 1x
x
= -. 

Ⱥ. ȰůŰɤ ( )1 2 3, , ,...., 1,2vx x x xÍ  əŬɘ v N*Í . ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

i. 3 31 1 2 2 ln lnln ln
....... 4v vx x x xx x x x

v e e e e v< + + + + < 

ii. ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )1,2ox Í  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 1 2

1 2 ....o vx xx x

o vv x x x xÖ = + + + 

 

 

 

 

ŪɏɛŬ 2ɞ  

ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ɛɘɔŬŭɘəɞɑ 
xz e x i= + Ö, ɛŮ ( ),0xÍ -¤  əŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

2 0xe x+ = (1). 

ȷ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ (1) ɏɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ɟɑɕŬ ůŰɞ ( )1,0- . 

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ əŬɛˊɨɚɖɠ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ŮɘəɧɜŮɠ Űɤɜ ɛɘɔŬŭɘəɩɜ z . 

ũ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɘɔŬŭɘəɧɠ Űɞɡ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞɡ ɡˊɞŮɟɤŰɐɛŬŰɞɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɖɜ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŬˊɧůŰŬůɖ 

Ŭˊɧ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 
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ŪɏɛŬ 3ɞ  

ȰůŰɤ ɞɘ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛŮɠ ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ,f g  ɛŮ ˊŮŭɑɞ ɞɟɘůɛɞɨ Űɞ R  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨŮɘ () 0f x¡ >  əŬɘ 

() 0g x¡ > , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ .  

ȷ. ȷɜ () ()f x dx g x dx
b b

a a
=ñ ñ , ɛŮ a b< , ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ( ),ox a bÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 

( ) ( )o of x g x= . 

ȸ. ȷɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 
()

()
() ()ln

f x
g x f x

g x

å õ¡
¡ ¡= -æ öæ ö¡ç ÷

, ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ , ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ 

ůɡɜŬɟŰɐůŮɘɠ ,f g  ŮɑɜŬɘ ɑůŮɠ. 

ũ. ȷɜ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ () ( ) ()
1

1 2 1
x

x
f t dt f x f x x e

+

= + - + - -ñ , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ , ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ: 

i. ( ) ()lim 1 2
x

f x f x
­-¤

+ - =è øê ú  

ii. ()lim 2
x

f x
­-¤

¡ =  

iii. ( )lim 1 2
x

f x
­-¤

¡ + = 

 

ŪɏɛŬ 4ɞ  

ȰůŰɤ ɖ ůɡɜŮɢɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( ): 1,g R- +¤ ­ ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ 

( )() () ( )
1

0 0 1
1 ln

x t x
tx g t g u du dt t e t t t dta

+è ø+ - = Ö + Ö -
é ùê úñ ñ ñ , ɔɘŬ  əɎɗŮ ( )1,xÍ - +¤ əŬɘ ɛŮ RaÍ . 

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ Űɨˊɞɠ Űɖɠ g  ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ Ŭ. 

ȸ. ȷɜ ()
0

0
x

g t dt²ñ , ɔɘŬ əɎɗŮ ( )1,xÍ - +¤, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ Ŭ. 

ũ. ȷɜ ɞ Űɨˊɞɠ Űɖɠ g  ŮɑɜŬɘ () ( )1 ln 1xg x e x e+= + + -, ŰɧŰŮ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ˊɟɧůɖɛɧ Űɖɠ. 

ȹ. ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ɛŮ Űɨˊɞ () ()
1

x

f x g t dt=ñ . ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )0,1xÍ  

ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ () () 0f gx x+ = 

Ⱥ. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ( ) ()( )lim 1
x

f x f x
­+¤

+ -  
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ŪɏɛŬ 5ɞ  

ȰůŰɤ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ :f R R­ , ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ R, ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

()( ) ()2

1 2
f x

f x e e+ = , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ  

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ Űɨˊɞɠ Űɖɠ ()f x . 

ȸ. ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ()g x , ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ ( )0,+¤, ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ 

() ()f x dx g x dx
b b

a a
=ñ ñ , ɛŮ 0 1a b< < <. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ( )0,1ox Í  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 

( ) 1og x = . 

ũ. ȷɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɘůɢɨŮɘ () ( ) ( )
2 2 2ln ln 1

e e
x g x g x x x x

x x

å õ
Ö + = Ö + - + +æ ö

ç ÷
, ɔɘŬ əɎɗŮ ( )0,xÍ +¤, ɜŬ 

ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ( )0,1xÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ gC  ůŰɞ ()( ),gx xA  ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ x x¡. 

 

 

 

ŪɏɛŬ 6ɞ  

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ɛŮ Űɨˊɞ () 1 xef x e-= , ɛŮ x RÍ . 

ȷ. ɁŬ ɛŮɚŮŰɐůŮŰŮ Űɖɜ f  ɤɠ ɟ́ɞɠ: 

i. Űɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ. 

ii. Űɖɜ əɡɟŰɧŰɖŰŬ əŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ əŬɛˊɐɠ. 

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ɞɟɘɕɧɜŰɘŮɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɔɟŬűɘəɐɠ ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ Űɖɠ f . 

ũ. ɁŬ ɔɟɎɣŮŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ()e  Űɖɠ fC  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ()( ), fa aM . 

ȹ. ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ȸ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ()e, Űɞɡ ũ ŮɟɤŰɐɛŬŰɞɠ, ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x x¡. ȷɜ ɞ 

ɟɡɗɛɧɠ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɖɠ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ŮɑɜŬɘ 2 /seccm , ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɟɡɗɛɧ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɖɠ 

ŰŮŰɛɖɛɏɜɖɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȸ Űɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ˊɞɡ Űɞ ɀ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

1

1,
e

ee
-å õ

A -æ ö
ç ÷

. 
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ŪɏɛŬ 7ɞ  

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ () ( )( )ln 1 1 lnf x x x x x= Ö + - + Ö, ɛŮ 0x> . 

ȷ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ f  ŮɑɜŬɘ ɔɜɖůɑɤɠ űɗɑɜɞɡůŬ ůŰɞ ( )0,+¤. 

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɨɜɞɚɞ Űɘɛɩɜ Űɖɠ f . 

ũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ 0ox >  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ ( ) 1
1 o o

x x

o ox x
+

+ =  

ȹ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ () ()
2 2

2 2

2 4

1 3

x x

x x
f t dt f t dt

+ +

+ +
>ñ ñ ,  ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ . 

 

 

 

ŪɏɛŬ 8ɞ  

ȰůŰɤ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ g  ɞɟɘůɛɏɜɖ ůŰɞ R  ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

()( ) ()
0 0 0 2

x t x x
g u du dt g t dt

å õ
= +æ ö
ç ÷

ñ ñ ñ , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ . 

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ Űɨˊɞɠ Űɖɠ ()g x  

ȸ. ȷɜ () 1 xg x e= -  əŬɘ () ()
0

x

f x g t dt=ñ  

i. ɁŬ ɛŮɚŮŰɐůŮŰŮ Űɖɜ f  ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ əŬɘ ŰŬ ŬəɟɧŰŬŰŬ. 

ii. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )0,1ox Í  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ ( )
1

2
of x =- 

iii. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ˊɚɎɔɘŮɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ fC , ŮɎɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ. 

ũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )0,1xÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ () () 1f gx x+ =- 

ȹ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ( )1 2, 0,1x xÍ  ŰɏŰɞɘŬ ɩůŰŮ () ( )1 2

1
g gx x

x
¡+ =-, ɧˊɞɡ x Űɞ x Ŭˊɧ Űɞ 

ŮɟɩŰɖɛŬ ũ. 

Ⱥ. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ɢɤɟɑɞɡ ˊɞɡ ˊŮɟɘəɚŮɑŮŰŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ,f gC C  əŬɘ Űɖɠ əŬŰŬəɧɟɡűɖɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ 1x=  
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ŪɏɛŬ 9ɞ  

ȰůŰɤ ɛɘɔŬŭɘəɞɑ Ŭɟɘɗɛɞɑ ,z w ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞˊɞɑɞɡɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

¶ 
2014 20149

3 5 1
z x

e z x
-

² + +,  ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ   (1) 

¶ 
1

w wi ik
k

- = -,  ɛŮ Rk *Í   (2) 

ȷ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 
2014 2014

9 3 5z z- = +   

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ Ůɘəɧɜɤɜ Űɞɡ z  ˊɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖ ůɢɏůɖ (1). 

ũ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ Ůɘəɧɜɤɜ Űɞɡ w  ˊɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖ ůɢɏůɖ (2). 

ȹ. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ z  əŬɘ w  ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞˊɞɑɞɡɠ ɘůɢɨŮɘ z w= . 

Ⱥ. ȰůŰɤ ɞɘ ɛɘɔŬŭɘəɞɑ 1 2,  zz  ˊɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ (1), ɛŮ 1 2z z¸ . ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

i. 1

1

16
3

3
z

z
+ =

+
 əŬɘ 2

2

16
3

3
z

z
+ =

+
 

ii. 
1 21 2

2 1 1 2

3 3

3 3

z zz z

z z z z

+ +-
= Ö

- + +
  

 

 

ŪɏɛŬ 10ɞ  

ȰůŰɤ ůɡɜŮɢɐɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ :f R R­ , ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: 

() ( ) ( )( )( )
2 2 2

2 4 2 2 4

1 1 1
2 1 4 1f x dx x x dx x f x x dx+ + + = Ö +ñ ñ ñ  

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ Űɨˊɞɠ Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ f  ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ [ ]1,2D= . 

ȸ. ȰůŰɤ () 2 1f x x= + ɛŮ x RÍ . 

i. ɁŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ 
() ()

0 0
0

f x f x
e dx e dx

a b b a- -

+ =ñ ñ ,  ɛŮ a b¸ . 

ii. ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ()( ),a f aA  Űɖɠ fC  əŬɘ ()e  ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ůŰɞ ȷ. ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ()h  ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ()e, ůŰɞ ȷ, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ y y¡ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ, ɜŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɞ ɟɡɗɛɧɠ 

ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɖɠ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ Űɞɡ ȸ ŮɑɜŬɘ ŭɘˊɚɎůɘɞɠ Ŭˊɧ Űɞ ɟɡɗɛɧ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɖɠ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖɠ Űɞɡ ȷ 

Űɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ot  əŬŰɎ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ () 1oa t = . 
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ŪɏɛŬ 11ɞ  

ȰůŰɤ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ŭɡɞ űɞɟɏɠ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ R  ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨɞɡɜ: 

¶ f¡ əɞɑɚɖ ůŰɞ R  

¶ ()( ) ()1 3f x x f¡² - , ɔɘŬ əɎɗŮ [ ]0,4xÍ  

¶ () ()1 3 0f f= = 

ȷ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ () ()1 3 0f f¡ ¡= < 

ȸ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ůɖɛŮɑɞ əŬɛˊɐɠ ( )( ),o ox f xA  ɔɘŬ Űɖ fC , ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ɖ əɚɑůɖ Űɖɠ fC  

ŮɑɜŬɘ ɗŮŰɘəɐ. 

ũ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ fC  ˊŬɟɞɡůɘɎɕŮɘ Ŭəɟɘɓɩɠ ŭɨɞ ŬəɟɧŰŬŰŬ. 

ȹ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ () 0f x =  ɏɢŮɘ Ŭəɟɘɓɩɠ ŰɟŮɘɠ ɟɑɕŮɠ, Űɘɠ 1 1x = , 2x r=  əŬɘ Űɖɜ 3 3x = , ɛŮ 

( )1,3rÍ . 

 

 

 

 

 

ŪɏɛŬ 12ɞ  

ȰůŰɤ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f , ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ ŭɘɎůŰɖɛŬ [ ]1,1- , ɛŮ f¡ ɔɜɖůɑɤɠ ŬɨɝɞɡůŬ ůŰɞ ( )1,1-  əŬɘ 

( ) ()1 1 1f f- =- =-.  

ȷ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )0,1ox Í  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ ( ) 0of x = . 

ȸ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ fC  ŭŮɜ ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ y x=  ůŰɞ ( )1,1- . 

 ũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ()f x x<  ɔɘŬ əɎɗŮ ( )1,1xÍ - . 
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ŪɏɛŬ 13ɞ  

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ () 2

ln x
f x

x
= , ɛŮ [ )1,xÍ +¤ 

ȷ. ɁŬ ɛŮɚŮŰɖɗŮɑ ɖ f  ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬ əŬɘ ŰŬ ŬəɟɧŰŬŰŬ. 

ȸ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ()
1

2 1
e

e f x dx eÖ ¢ -ñ  

ũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ fC  ˊɞɡ ɜŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ( )0, 1A -  

ȹ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )1,xÍ +¤ ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ ()
1

1

2014
f x dx

x

=ñ  

Ⱥ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɟɡɗɛɧɠ ɛŮŰŬɓɞɚɐɠ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ q ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ fC , ůŰɞ 

() ()( )( ),o ox t f x tM , ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x x¡ Űɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ ot  əŬŰɎ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɖ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ 

ɀ ŮɑɜŬɘ () 1ox t =  əŬɘ ɛŮɘɩɜŮŰŬɘ ɛŮ ɟɡɗɛɧ 
1

/sec
2

Ɏmon deV.  

 

ŪɏɛŬ 14ɞ  

ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ :f R R­ , ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: 

¶ ()
2

1
2

x
f x x²- + +, ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ  

¶ () ()
0

1
x

f t dt f x+ ²ñ , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ   

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ()e  Űɖɠ fC  ůŰɞ ()( )0, 0fA . 

ȸ. ȷɜ ɖ ()e  ŮɑɜŬɘ ɖ 1y x= + ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ 

()( ) 3

0 0

40

4
8

3lim

x u

x

t f t dt du x

x­

Ö -ñ ñ
 

ũ. ȰůŰɤ () ()
1

x

F x f t dt=ñ , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ . ȷɜ ɘůɢɨŮɘ () 0f x¡ > , ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ , ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

()( ) ()1F x x F x¡ - ²  ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ . 

ȹ. ȷɜ Űɞ ŮɛɓŬŭɧ Űɞɡ ɢɤɟɑɞɡ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ fC , Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x x¡ əŬɘ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 1x=  əŬɘ 2x=  ŮɑɜŬɘ 

2 . .t m ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ( )1,2xÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ () 2 1 0f x x- + =. 
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ŪɏɛŬ 15ɞ  

ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ( ): 0,f R+¤ ­, ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ ( )0,+¤, ɛŮ ()
1

1
2

f =  ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: 

¶ ()2 1
0x f x f

x

å õ
¡ ¡Ö - =æ ö

ç ÷
,  ɔɘŬ əɎɗŮ ( )0,xÍ +¤ 

¶ əŬɘ  
() 21 1

1 2
2

f x
f f

x x x

¡ å õ å õ
=- + -æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
,  ɔɘŬ əɎɗŮ ( )0,xÍ +¤ 

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ Űɨˊɞɠ Űɖɠ ()f x . 

ȸ. ȷɜ () 2

1

1
f x

x
=
+

, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ()2

1 1
f f x

x x

å õ
=æ ö

ç ÷
 ɔɘŬ əɎɗŮ ( )0,xÍ +¤ 

ũ. ȰůŰɤ W Űɞ ɢɤɟɑɞ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖ fC , Űɞɜ ɎɝɞɜŬ x x¡ əŬɘ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 
1

x
a
=  əŬɘ x a= , ɛŮ 

1a> . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ 
1

,ox a
a

å õ
Íæ ö
ç ÷

 ɩůŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ox x=  ɜŬ ɢɤɟɑɕŮɘ Űɞ ɢɤɟɑɞ W ůŮ ŭɨɞ ɘůɞŮɛɓŬŭɘəɎ ɢɤɟɑŬ. 

 

 

ŪɏɛŬ 16ɞ  

ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ůɡɜŮɢɐɠ ůŰɞ 2ox =  ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ 
( )

0

2
lim 3
h

f h

h­

+
=  

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ fC  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ()( )2, 2fA . 

ȸ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 
( ) ( )

0

2 2
lim 6
h

f h f h

h­

+ - -
=  

ũ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ ɧɟɘŬ: 

i. 
() ()2

22
lim

4x

f x f x

x­

-

-
 

ii. 
2 1

lim
2x

x
x f

x
hm

­+¤

å + õå õ
Öæ öæ ö

+ç ÷ç ÷
 

iii. 
()

2

2

2 8
lim
x

x x
f

f x­

å õ+ -
æ öæ ö
ç ÷
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ŪɏɛŬ 17ɞ  

ũɘŬ Űɞɡɠ ɛɘɔŬŭɘəɞɨɠ z CÍ  əŬɘ w C*Í  ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɏůŮɘɠ: 

¶ ()Re 1z l= -  əŬɘ  ()Im 1z l= -,  ɛŮ RlÍ   (1) 

¶ 

22
1

w w

w wi i

a
+ - =,  ɛŮ Ra *Í   (2) 

ȷ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ɔɟŬɛɛɩɜ ˊɎɜɤ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ɞɘ ŮɘəɧɜŮɠ Űɤɜ ɛɘɔŬŭɘəɩɜ z  əŬɘ w . 

ȸ. ȷɜ ȷ, ȸ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɧˊɞɡ z w=  ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ( )1 1,x yA  əŬɘ ( )2 2,x yB , ɛŮ1 2x x< ,  ŰɧŰŮ: 

i. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɏɜŬ ŰɞɡɚɎɢɘůŰɞɜ ( )1 2,ox x xÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɟɑɕŬ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ 

1 0x- + = 

ii. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ( )1 2,x xxÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 

2
2 1

3

a
x

+
=  

ũ. ȰůŰɤ ɞ ɛɘɔŬŭɘəɧɠ ow IÎ . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɞɡ ɛɘɔŬŭɘəɞɨ u  ɔɘŬ Űɞɜ ɞˊɞɑɞ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 

o ou w u w- = +  

ȹ. ȰůŰɤ ɞɘ ɛɘɔŬŭɘəɞɑ 1 2,w w  ɞɘ ɞˊɞɑɞɘ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖ ůɢɏůɖ (2). ȷɜ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 
2

1 2 2 1 2w w a- = +  əŬɘ 

1 2w w= , ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ 1w  ůɡɜŬɟŰɐůŮɘ Űɞɡ a. 

 

 

 

ŪɏɛŬ 18ɞ  

ȰůŰɤ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ůɡɜŮɢɐɠ ůŰɞ R, ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

() ()3 2xf x f x e x+ = + -,  ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ . 

ȷ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ f  ŮɑɜŬɘ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ R . 

ȸ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ f  ŭŮɜ ɏɢŮɘ ŬəɟɧŰŬŰŬ. 

ũ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ Ůɑŭɞɠ ɛɞɜɞŰɞɜɑŬɠ Űɖɠ f . 

ȹ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ( )0,1xÍ  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ () 0f x= . 
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ŪɏɛŬ 19ɞ 

ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ŭɡɞ űɞɟɏɠ ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ R  əŬɘ əɡɟŰɐ əŬɘ ůɡɜɎɟŰɖůɖ g  ŭɡɞ űɞɟɏɠ 

ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ ( )1,- +¤ əŬɘ əɞɑɚɖ, ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

() ()0 0 0f g= =  əŬɘ  () ()0 0 1f g¡ ¡= = 

ȷ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ůɡɜɎɟŰɖůɖ () () ()f x g x
h x e e

a
= +  ŭŮɜ ɏɢŮɘ ůɖɛŮɑŬ əŬɛˊɐɠ, ɛŮ 0a<  

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ hC  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ()( )0, 0hA  

ũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ()( )1 2h x xa² + +, ɔɘŬ əɎɗŮ 1x>- 

ȹ. ȷɜ () 2h x ² , ɔɘŬ əɎɗŮ 1x>-, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ˊŬɟŬɛɏŰɟɞɡ Ŭ 

Ⱥ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ () ( ) () ( )f x f x g x g x+ - > + -, ɔɘŬ əɎɗŮ ( )( )1,0 0,1xÍ -  

 

 

 

 

ŪɏɛŬ 20ɞ  

ȰůŰɤ ůɡɜɎɟŰɖůɖ f  ˊŬɟŬɔɤɔɑůɘɛɖ ůŰɞ R  ɛŮ f¡ ůɡɜŮɢɐ ůŰɞ R . ȷɜ ()0 0f¡ > , ()0 0f >  əŬɘ 

() ()f x f y x y- ² -, ɔɘŬ əɎɗŮ ,x y RÍ , ŰɧŰŮ:  

ȷ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

i. () 1f x¡ ², ɔɘŬ əɎɗŮ x RÍ . 

ii. ɖ Ůɝɑůɤůɖ () 2014f x =  ɏɢŮɘ Ŭəɟɘɓɩɠ ɛɑŬ ɟɑɕŬ. 

iii. ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ () )0 ,0frÍ -èê  ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ () 0f r= . 

iv. ɖ Ůɝɑůɤůɖ () ()
1

x
x f x f t dtÖ =ñ  ɏɢŮɘ Ŭəɟɘɓɩɠ ɛɑŬ ɟɑɕŬ ůŰɞ ( )0,1 . 

ȸ. ȷɜ E ŮɑɜŬɘ Űɞ ŮɛɓŬŭɧ Űɞɡ ɢɤɟɑɞɡ ˊɞɡ ˊŮɟɘəɚŮɑŮŰŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɖɠ fC , Űɖɠ ()y f a= , Űɞɡ ɎɝɞɜŬ y y¡ əŬɘ 

Űɖɠ x a= , ɛŮ RaÍ , ŰɧŰŮ ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

2

2

a
E² . 


