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ΤΑΥΤΟΤΗΤΑ ΣΕΝΑΡΙΟΥ  

 

Γνωστική Περιοχή : Ευκλείδεια Γεωµετρία  Β΄ ΕΠΑ.Λ. 

Ενότητα σχολικού εγχειριδίου : Τέµνουσες κύκλου (§ 9.7 σελ. 199) 

Θέµα :  Τέµνουσες κύκλου και δύναµη σηµείου. 

ΣΚΕΠΤΙΚΟ ΤΗΣ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ  

 

Η σχετική ενότητα έχει προγραµµατιστεί να διδαχθεί  στην τάξη µετά το πέρας 

της παρούσας παρέµβασης.  Με το σενάριο αυτό επιδιώκεται: 

α) η διαπίστωση και ο έλεγχος υποθέσεων στις τέµνουσες κύκλου, µέσω δυναµικών 

οπτικών µετασχηµατισµών (αυξοµειώσεων και µετατοπίσεων), 

β) η εισαγωγή των ιδιοτήτων των τεµνουσών ενός κύκλου µε αλγεβρικό τρόπο, 

χρησιµοποιώντας τα αντιστρόφως ανάλογα ποσά στο πλαίσιο της συµµεταβολής. 

Χρησιµοποιούµε τη Νέα Τεχνολογία για εξοικονόµηση χρόνου                            

(λόγω των αυτόµατων σχεδιαστικών και υπολογιστικών διαδικασιών που παρέχει το 

λογισµικό) και διάθεσή του σε πειραµατισµό και ερευνητική εργασία των µαθητών.     

Ετσι ο Η/Υ γίνεται εργαλείο  διερεύνησης, πειραµατισµού και ανακαλυπτικής µάθησης 

(κατά Dewey, Bruner) της σχέσης ενός σηµείου ως προς έναν κύκλο.  

ΣΕ ΠΟΙΟΥΣ ΑΠΕΥΘΥΝΕΤΑΙ 

 

Το σενάριο εντάσσεται στο αναλυτικό πρόγραµµα της Β΄ τάξης Εσπερινού 

ΕΠΑ.Λ.  και δεν έχει προηγηθεί διδασκαλία στη τάξη  αυτής της ενότητας. 

 

ΛΟΓΙΣΜΙΚΟ 
 

Το λογισµικό που χρησιµοποιείται είναι το Geogebra (Ελληνική έκδοση 3).           

Το συγκεκριµένο λογισµικό έχει το πλεονέκτηµα ότι παρέχεται ελεύθερο στο ∆ιαδίκτυο, 

οπότε  ο οποιοσδήποτε µαθητής µπορεί να το εγκαταστήσει στον προσωπικό του 

υπολογιστή, προκειµένου να έχει µια περαιτέρω κατ’ οίκον ενασχόληση µε σχετικές 

δραστηριότητες και εφαρµογές (άλλωστε, στο πλαίσιο του Νέου Σχολείου, τα νέα 

εµπλουτισµένα ψηφιακά βιβλία Μαθηµατικών συνοδεύονται από σχετικές 

µικροεφαρµογές και µικροπειράµατα σε δυναµικό υπολογιστικό περιβάλλον Geogebra, 

ως βασικό αναπαραστασιακό εργαλείο έκφρασης µαθηµατικών εννοιών).  

Ένα ακόµα κριτήριο επιλογής του συγκεκριµένου λογισµικού, είναι το γεγονός 

ότι η χρήση του δηµιουργεί ευκαιρίες εµπλοκής των µαθητών σε διαδικασίες 

αυτενεργούς κατασκευής µαθηµατικών νοηµάτων, όπως περιγράφοντα αναλυτικά 

παρακάτω. 

 

ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΒΟΗΘΗΤΙΚΑ ΜΕΣΑ ΚΑΙ ΕΡΓΑΛΕΙΑ 
Οι µαθητές θα έχουν στην διάθεσή τους 

• Ηλεκτρονικούς υπολογιστές µε java και Geogebra εγκατεστηµένα σ’ αυτούς 

• Το φύλλο εργασίας που θα συντάξει ο διδάσκων και θα έχει στόχο την 

καθοδήγηση των µαθητών  στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων 

• Το σχολικό βιβλίο (για να ανατρέχουν σε αυτό για ήδη διδαγµένες έννοιες) 

• Τετράδιο, προκειµένου να κρατούν σηµειώσεις για την πορεία της διερεύνησης 

και να καταγράφουν τα συµπεράσµατά τους. 
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Ο καθηγητής θα έχει στη διάθεση του τον πίνακα του εργαστηρίου για τυχόν 

διευκρινήσεις  προς τους µαθητές, αλλά και για να υλοποιηθεί το 12
ο
 βήµα του φύλλου 

εργασίας (απόδειξη της σχέσης  ΡΓ
2
 = ΡΑ

.
ΡΒ). 

ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

 
• Ως προς τα Μαθηµατικά, οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν: 

α) τα βασικά στοιχεία κύκλου (κέντρο, ακτίνα, χορδή, εφαπτοµένη, τέµνουσα) 

β) την έννοια του ορθογωνίου συστήµατος αξόνων και των καρτεσιανών  

συντεταγµένων 

γ) την έννοια της γραφικής απεικόνισης ενός σηµείου (x,y) σε ένα σύστηµα   

συντεταγµένων 

δ) τα αντιστρόφως ανάλογα ποσά (αµφίδροµη µετάβαση από την γραφική τους 

παράσταση στην αλγεβρική τους ερµηνεία) 

ε) το πυθαγόρειο θεώρηµα. 

• Ως προς την τεχνολογία, οι µαθητές θα πρέπει να έχουν αποκτήσει βασική 

εξοικείωση µε τους Η/Υ και µε τη χρήση του εκπαιδευτικού λογισµικού 

Geogebra (το δεύτερο έχει πρόσφατα επιτευχθεί µε τη σχετική παρέµβαση στην 

τάξη «Γνωριµία µε το πρόγραµµα  Geogebra»). 

ΧΡΟΝΟΣ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ 

 
Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες. 

 

ΧΩΡΟΣ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ 

 
Το σενάριο  διεξάγεται εξ’ ολοκλήρου στο Εργαστήριο Πληροφορικής                                   

(η επιλογή από τον διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε 

αποκλειστική χρήση βιντεοπροβολέα θα ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της 

προστιθέµενης αξίας). 

 

ΓΝΩΣΤΙΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ 

Μετά την ολοκλήρωση όλων των δραστηριοτήτων του σεναρίου αναµένεται οι 

µαθητές να είναι σε θέση:  

α) Να παρατηρήσουν και να συµπεράνουν τη σταθερότητα της ποσότητας ΡΑ
.
ΡΒ,  

καθώς και την ανεξαρτησία της τιµής της από τη θέση της σχετικής τέµνουσας. 

Ειδικότερα, στην περίπτωση όπου η µία τέµνουσα γίνεται εφαπτοµένη του κύκλου, 

αναµένουµε από τους µαθητές να διαπιστώσουν τη οριακή σχέση  ΡΓ
2 

= ΡΑ
.
ΡΒ. 

   β) Να γνωρίσουν τη µαθηµατική απόδειξη της παραπάνω σχέσης.  

   γ) Να συσχετίσουν το πρόσηµο της παράστασης δ
2
-R

2
 µε τη θέση του σηµείου Ρ ως προς   

   τον κύκλο (Ο,R).  
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ΚΟΙΝΩΝΙΚΗ ΕΝΟΡΧΗΣΤΡΩΣΗ ΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 
Ο µαθητής µπορεί να αποδώσει περισσότερο στο πλαίσιο της οµάδας ή κάτω από 

την υποστηρικτική καθοδήγηση ενός ενήλικα, παρ’ ότι µόνος του (Vygotsky,1978).       

Οι µαθητές, λοιπόν, (συν)εργάζονται σε οµάδες δύο ατόµων ανά Η/Υ και 

καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας ασχολούνται µε τις δραστηριότητες που τους έχουν 

ανατεθεί. Αναλαµβάνουν µέσα στην οµάδα ο καθένας διακριτούς ρόλους  (ανάγνωση 

φύλλου εργασίας, πληκτρολόγηση, τήρηση σηµειώσεων), ρόλοι οι οποίοι είναι δυνατόν 

να εναλλάσσονται, ώστε να επωφελούνται όλα τα µέλη της οµάδας. Συζητούν µεταξύ 

τους για το πρόβληµα, πειραµατίζονται µε τα διαθέσιµα υπολογιστικά εργαλεία του 

δυναµικού λογισµικού, συµβουλεύονται το σχολικό τους βιβλίο, κάνουν υποθέσεις, τις 

ελέγχουν και διατυπώνουν συµπεράσµατα. Κάθε οµάδα εργάζεται ανεξάρτητα από τις 

άλλες. Οι µαθητές διατυπώνουν πρώτα την άποψή τους στο φύλλο εργασίας, µετά γίνεται 

συζήτηση επί  όλων των απόψεων και στο τέλος γράφεται το αποτέλεσµα ή η λύση του 

προβλήµατος στον πίνακα και σε κάθε φύλλο εργασίας χωριστά.    

Ο καθηγητής αναλαµβάνει το ρόλο του βοηθού και του συντονιστή των 

προσπαθειών των µαθητών,  διευκολύνοντας την επιχειρηµατολογία, κάνοντας ανοιχτές 

ερωτήσεις κατάλληλες που ενθαρρύνουν τον πειραµατισµό, αφήνοντας στους µαθητές 

την πρωτοβουλία των κινήσεων και περιθώρια για συζήτηση και ανταλλαγή απόψεων 

(σε αυτό βέβαια βοηθάει και ο µικρός σχετικά αριθµός µαθητών που πρόκειται να 

συµµετάσχει στη συγκεκριµένη δραστηριότητα). Ετσι, προκαλεί συζητήσεις µε όλη την 

τάξη, όταν θεωρεί ότι τα συµπεράσµατα κάποιων οµάδων θα είναι χρήσιµα για τη 

διερεύνηση και των υπολοίπων. Ακόµα κι αν τα ανοικτά ζητήµατα δεν αντιµετωπιστούν, 

σίγουρα θα δώσουν αφορµή για επικοινωνία µεταξύ των µελών της τάξης. Ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών και τους ενθαρρύνει να εφευρίσκουν και να δοκιµάζουν 

διάφορες στρατηγικές επίλυσης. Χρησιµοποιεί τα λάθη των µαθητών για αναστοχασµό 

και ανατροφοδότηση. Όταν απευθύνεται σε όλη την τάξη κάνει χρήση του πίνακα του 

εργαστηρίου (ή ενός βιντεοπροβολέα εάν υπάρχει). Ο κύριος ρόλος του ως συνερευνητή 

των µαθητών και εξυπηρετητή της γνώσης τους είναι ενεργός, καθόλη τη διάρκεια της 

διδακτικής διαδικασίας (Hoyles & Noss, 1992). 

 

ΠΡΟΣΤΙΘΕΜΕΝΗ ΑΞΙΑ - ΚΑΙΝΟΤΟΜΙΑ 

 
 Ο κατακερµατισµός της ύλης σε βιβλία, κεφάλαια και παραγράφους, δηµιουργεί 

την αντίληψη ότι τα Μαθηµατικά αποτελούν ένα σύνολο διακριτών και ασύνδετων 

εννοιών, οι οποίες εφαρµόζονται σε πολύ συγκεκριµένα προβλήµατα και ασκήσεις.                 

Μια καινοτοµία του συγκεκριµένου σεναρίου είναι ότι δύο φαινοµενικά ξένες περιοχές 

των µαθηµατικών (τέµνουσες κύκλου και η συνάρτηση της υπερβολής) θα συσχετιστούν 

και θα συνδεθούν, µέσα από τις δυνατότητες που παρέχει η Τεχνολογία. Η όλη 

δραστηριότητα καταργεί τα στεγανά µεταξύ Άλγεβρας και Γεωµετρίας, αναδεικνύοντας 

ένα ενιαίο πλαίσιο µαθηµατικής δράσης. 

 Στα παραδοσιακά αδρανή περιβάλλοντα, ο µαθητής µπορεί να πραγµατοποιήσει 

ενέργειες, οι οποίες, όµως, δε συνδέονται µε κάποια ελέγξιµα αποτελέσµατα                

(=έλλειψη διάδρασης) και, επιπλέον, βρίσκονται σε απόσταση από τις µαθηµατικές τους 

σηµασίες (Noss,Healy,Hoyles,1997). Η βασική προστιθέµενη αξία του σεναρίου είναι η 

επιδίωξη της αλλαγής της αντιµετώπισης των Μαθηµατικών από τους µαθητές και της 

διαδικασίας προσέγγισής τους. Ξεφεύγουν από τον τυπικό µαθηµατικό φορµαλισµό και 

τη διεξαγωγή τυπικών δραστηριοτήτων που (για τους µαθητές) στερούνται νοήµατος 

(meaningless routines). Παύουν να είναι παθητικοί δέκτες µη αµφισβητήσιµων και 
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δασκαλοκεντρικά παρεχόµενων γνώσεων και πληροφοριών, µετέχοντας άµεσα στη 

µαθησιακή διαδικασία, µετατρέποντας την σε «δραστήρια» (Clements,1989). 

Αξιοποιείται  η  φυσική τάση του εφήβου για διερεύνηση και δηµιουργικότητα, ενώ 

σταδιακά αντιλαµβάνονται, µέσω της Τεχνολογίας, ότι τα Μαθηµατικά αποτελούν 

αντικείµενο διερεύνησης που θα καταλήξει σε επιστηµονική τεκµηρίωση και όχι απλή 

παράθεση  έτοιµων γνώσεων (Von Glasersfeld,1987). 

Οι µαθητές του Εσπερινού Επαγγελµατικού Λυκείου έχουν αρκετά γνωστικά 

κενά στα µαθήµατα που διδάσκονται (γεγονός  που  ενισχύει  τη  χαµηλή  αυτοεκτίµησή 

τους). Κατά συνέπεια το γεγονός ότι θα διδαχθούν στο Εργαστήριο Πληροφορικής ένα 

µάθηµα γενικής παιδείας µε χρήση ενός λογισµικού δυναµικής Γεωµετρίας αποτελεί από 

µόνο του µια καινοτοµία. 

Το συγκεκριµένο θέµα διδάσκεται κάθε σχολική χρονιά στην τάξη µε τον 

παραδοσιακό τρόπο, ως απλή παρουσίαση των εννοιών από τον διδάσκοντα. 

Παρατηρήθηκαν προβλήµατα κατανόησης ως προς τη σταθερότητα της ποσότητας 

ΡΑ
.
ΡΒ, λόγω της στατικής παρουσίασής της. ∆εν υπήρχε δυνατότητα περαιτέρω 

επεξεργασίας και διερεύνησης του συµπεράσµατος, για διαφορετικές θέσεις της 

τέµνουσας ΡΑΒ. Αυτή η περιορισµένη διδακτική εµβέλεια αίρεται µε τη χρήση του 

λογισµικού, όπου περιορίζεται η ανάπτυξη µεγάλης αλγεβρικής µεθοδολογίας και η 

ενασχόληση του µαθητή µε χρονοβόρα αφηρηµένη µαθηµατική διερεύνηση. Η συνεχής 

ψηφιακή ανατροφοδότηση των ενεργειών του µαθητή, µε ιδιαίτερα µεγάλη ταχύτητα 

απόκρισης από το λογισµικό υψηλής αλληλεπίδρασης, έχει ως αποτέλεσµα τον 

αναστοχασµό και την αφαιρετική σκέψη του  µαθητή για κάθε ενέργεια που κάνει. 

Ειδικότερα, παρέχεται η δυνατότητα κατασκευής πολλαπλών συνδεδεµένων 

αναπαραστάσεων της ίδιας έννοιας και δυναµικού χειρισµού των µαθηµατικών 

αντικειµένων, µέσω της άµεσης διαχείρισης τους και των οπτικών µετασχηµατισµών 

τους.  Οι µαθητές έχουν τη δυνατότητα να πειραµατιστούν, διερευνώντας δυναµικά στο 

αλληλεπιδρασιακό µαθησιακό περιβάλλον του λογισµικού, τη σχέση του σηµείου Ρ ως 

προς τον κύκλο, µε ιδιαίτερη ακρίβεια στις µετρήσεις και τις κατασκευές τους, 

αυξοµειώνοντας µεταβλητές, µετατοπίζοντας αντικείµενα και ελέγχοντας άµεσα τις 

υποθέσεις και τις δράσεις τους, έναντι της µετωπικής παραδοσιακής διδασκαλίας 

(πίνακας, τετράδιο). Ετσι, το λογισµικό είναι επαναχρησιµοποιήσιµο, δίνοντας τη 

δυνατότητα στους χρήστες πραγµατοποίησης αυτοέλεγχου και αξιολόγησης των 

συµπερασµάτων τους (µε την έµµεση βοήθεια-καθοδήγηση του διδάσκοντα) και 

κατάληξης σε ένα ορθότερο συµπέρασµα από το αρχικό.  

Πλέον η διατύπωση του εποπτικού ορισµού της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο 

(
2 2

( , )

P

R Rδ
Ο

∆ = − ) προκύπτει µε φυσικό τρόπο, ως λογικό αποτέλεσµα υπολογιστικών 

πειραµατισµών, ενδιάµεσων οπτικοποιήσεων και ελέγχου υποθέσεων. Ετσι, η 

βασικότερη καινοτοµία της χρήσης του λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας, είναι η έννοια 

της συµµεταβολής  µεταξύ της θέσης του σηµείου Ρ και της αντίστοιχης απεικόνισης 

του διατεταγµένου ζεύγους (ΡΑ,ΡΒ). Οι µαθητές εκφράζουν τη συµµεταβολή δύο 

ποσοτήτων ως εξάρτηση των τιµών της µιας από τις τιµές της άλλης και την περιγράφουν 

από το γράφηµα αυτών. Αυτή η  συνεχής και αµφίδροµη επεξεργασία είναι που εισάγει 

µε αλγεβρικό τρόπο το περιεχόµενο της έκφρασης ΡΑ
.
ΡΒ=σταθερό. Κατά συνέπεια, ίδια 

έννοια εισάγεται µε διαφορετικές αναπαραστάσεις, αναδεικνύοντας πολλαπλές πτυχές 

της και παρέχοντας το πλεονέκτηµα της συνειδητοποίησης των κοινών ιδιοτήτων της 

(Janvier,1987), καθώς και της έκφρασης των ατοµικών και ενδοατοµικών διαφορών των 

µαθητών στη µάθηση (Dyfour,Janvier,Bednarz 1987). 

Με την οµαδοσυνεργατική µάθηση επιτυγχάνεται η κοινωνικοποίηση κάθε 

µαθητή στην τάξη, καθώς και η εµπλοκή του στη διαδικασία λύσης, σταδιακής 
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ανακάλυψης και διαπίστωσης της γνώσης. Η εργασία σε οµάδες απαιτεί από τους 

συµµετέχοντες να αναπτύξουν δεξιότητες αυτοκαθοδηγούµενης µάθησης και 

αυτοεκτίµησης των ενεργειών τους. Καθίσταται έτσι δυνατή η ενεργή νοητική 

συµµετοχή του µαθητή στη µαθησιακή διαδικασία, ο οποίος παύει να είναι ένας 

παθητικός δέκτης πληροφοριών
.
 αντίθετα ενεργοποιείται, ώστε να δοµήσει ο ίδιος 

σταδιακά τη νέα του (λειτουργική) γνώση στο πνεύµα του κονστρουκτιβισµού. 

Τέλος, ο εκπαιδευτικός που θα εντάξει στην διδασκαλία του το προτεινόµενο 

σενάριο θα έχει την ευκαιρία να δοκιµάσει σύγχρονες διδακτικές και παιδαγωγικές 

µεθόδους, οι οποίες θα συµβάλουν στη βελτίωση της στάσης του απέναντι στην 

καθηµερινή σχολική διαδικασία. 

ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ ΣΕΝΑΡΙΟΥ-ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ  

 

Α) Προετοιµασία: 

 
Ο καθηγητής έχει δηµιουργήσει από πριν φύλλο εργασίας για τους µαθητές, 

καθώς και τα απαραίτητα δύο αρχεία του λογισµικού (τα οποία θα είναι συµβατά µε τα 

φύλλα εργασίας). Θα πρέπει να έχει εγκατασταθεί από πριν σε κάθε υπολογιστή το 

λογισµικό και να έχει ενεργοποιηθεί, ούτως ώστε να αρχίσει το µάθηµα χωρίς 

καθυστερήσεις.  

 

Β) Πορεία διεξαγωγής σεναρίου: 
 

1
η
 Φάση Υλοποίησης   (Τάξη-Εργαστήριο-Τάξη) 

Οι µαθητές στο προηγούµενο µάθηµα ασχολήθηκαν στην τάξη µε επαναληπτικές 

έννοιες στα αντιστρόφως ανάλογα ποσά, προκειµένου να τα συνδέσουν µε την τρέχουσα 

ύλη. Η συνέχεια γίνεται στο Εργαστήριο Πληροφορικής.  

Συγκεκριµένα, στα βήµατα 1,2,3,4  του φύλλου εργασίας οι µαθητές εµφανίζουν 

το παρακάτω σχήµα. Στο αλληλεπιδραστικό περιβάλλον του λογισµικού, η ακτίνα R του 

κύκλου, καθώς και τα σηµεία Ρ,Β, είναι άµεσα διαχειρίσιµα µέσω του συρσίµατος 

(dragging), τροποποιώντας ανάλογα τη µορφή της τέµνουσας ΡΒΑ και τις αντίστοιχες 

τιµές x,y, (διαπιστώνεται έτσι, όπως φαίνεται στα επόµενα στιγµιότυπα, ότι το γινόµενο 

x
.
y εξαρτάται µόνο από τη θέση του σηµείου Ρ  και του κύκλου (O,R)). 

 

          Γνωρίζουµε ότι το γινόµενο ΡΑ
.
ΡΒ (δηλ. το x

.
y) παραµένει σταθερό, καθώς το 

σηµείο Β αλλάζει θέση στον κύκλο.  Οπότε οι αριθµοί ΡΑ και ΡΒ είναι αντιστρόφως 

ανάλογοι. Αυτό το παρατηρούν οι µαθητές στο 5
ο
 βήµα της γραφικής απεικόνισης         

(συνεχώς και σε πραγµατικό χρόνο) των σηµείων (x,y). Άµεση συνέπεια αυτής της 

γραφικής παρατήρησης είναι το συµπέρασµα του 6
ου

 βήµατος:  ΡΑ
.
ΡΒ  =σταθερό 
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Η υπόθεση αυτή ελέγχεται και υπολογιστικά µε το 7ο βήµα.  

 

 

 
Εδώ φαίνεται το αποτέλεσµα της συµµεταβολής ως άµεση ανατροφοδότηση των ενεργειών 

κάθε µαθητή από το πρόγραµµα Geogebra. Η κανονικότητα του ζεύγους  (x,y) 

απεικονίζεται γραφικά, όταν το σηµείο P κινείται εκτός ή εντός του κύκλου (Ο,R). 

 

 
 

 
Με τον σύνδεσµο «εµφάνιση καµπύλης» παρέχεται µια επιπλέον βοήθεια στον µαθητή 

προκειµένου να µπορέσει να αναγνωρίσει τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων (χ,ψ). 

Αλλάζοντας τη θέση σου σηµείου Ρ, δηµιουργείται µια απειρία γραφικών παραστάσεων που 

ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας, ως προς τη σταθερότητα του γινοµένου ΡΑ
.
ΡΒ. 
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Στo βήµα 8 συµπεραίνεται µε τη βοήθεια των προηγούµενων βηµάτων του 

φύλλου εργασίας η σχέση ΡΑ
.
ΡΒ = ΡΚ

.
ΡΛ, η οποία διαπιστώνεται και υπολογιστικά, είτε 

το σηµείο Ρ είναι εκτός του κύκλου, είτε εντός αυτού. 

            

          

         Ολοκληρώνοντας το βήµα 8, οι µαθητές έχουν περιγράψει µε άτυπο, δηλαδή µε 

εµπειρικό τρόπο, τη σχέση ΡΑ
.
ΡΒ = ΡΚ

.
ΡΛ. Στο σηµείο αυτό θα ήταν χρήσιµο ο 

διδάσκων να υπογραµµίσει στους µαθητές ότι αυτή η άτυπη απόδειξη στηρίζεται µόνο σε 

µετρήσεις και αποτελεί µια µόνο πρώτη προσέγγιση της διαπιστούµενης σχέσης.            

Η σχετική µαθηµατική απόδειξη της διαπίστωσης αυτής θα λάβει χώρα στο επόµενο 

µάθηµα στην τάξη. 

 

2
η
 Φάση Υλοποίησης   (Εργαστήριο-Τάξη) 

   

 Στo βήµα 9 εισάγεται ο ορισµός της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο, ως 

φυσικό αποτέλεσµα του ελέγχου της σταθερότητας της ποσότητας  ΡΑ
.
ΡΒ . 

Να σηµειωθεί πως η συµπλήρωση των σχετικών κενών                              

«ΡΚ
.
ΡΛ=(…...-…...)(…..+…..)=…...

2
  -  ……

2
»  που αναφέρονται στο φύλλο εργασίας 

θα πρέπει να συνοδεύεται για κάποιες οµάδες µαθητών από το παραπάνω στιγµιότυπο 

όπου το σηµείο Ρ  βρίσκεται εκτός του κύκλου (O,R), ενώ για τις υπόλοιπες οµάδες 

µαθητών από εκείνο το στιγµιότυπο, όπου το σηµείο Ρ  βρίσκεται εντός του κύκλου 

(O,R). Η εµπειρία αυτή αναµένεται να τροφοδοτήσει σχετική συζήτηση στην τάξη για τα 

αντίθετα αποτελέσµατα  δ
2
-R

2
,  R

2
-δ

2
  των υπολογισµών των µαθητών, τα οποία µπορούν 

να ελεγχθούν ως προς την ορθότητα και την ερµηνεία τους  (γνωστική σύγκρουση κατά 

Piaget). 
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Στο 10
ο
 βήµα ζητάµε από τους µαθητές να πειραµατιστούν µε το πρόσηµο της 

παράστασης  ( , )

P

RΟ
∆  για τις διάφορες θέσεις του Ρ ως προς τον κύκλο, ενώ στο επόµενο 

βήµα 11 συνοψίζουν τα συµπεράσµατά τους στο φύλλο εργασίας. 

 

 

 

         Στο τελευταίο βήµα 12 καλούνται οι µαθητές να αποδείξουν αναλυτικά στο φύλλο 

εργασίας τη σχέση ΡΓ
2
=ΡΑ

.
ΡΒ (αφού πρώτα τη διαπιστώσουν υπολογιστικά για τις 

διάφορες θέσεις του Ρ). Ετσι, αναµένεται η απόδειξη να είναι περισσότερο κατανοητή 

από τους µαθητές, ως συνέπεια της πρόσφατης αποκτηθείσας εµπειρίας από την  

ενασχόληση τους µε το σύνολο των ιδιοτήτων της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο.        

Η σχετική µαθηµατική απόδειξη της διαπίστωσης αυτής θα γίνει και στο επόµενο 

µάθηµα στην τάξη για λόγους επανάληψης. Επίσης στην τάξη θα παρουσιαστούν από 

τους µαθητές και οι λύσεις των δύο ασκήσεων του  φύλλου εργασίας τους. 

 

 

 

Γ) Ενδεχόµενα προβλήµατα κατά την υλοποίηση: 
 

Αφού έχει εξασφαλιστεί εγκαίρως η πρόσβαση στο Εργαστήριο Πληροφορικής, ο 

εκπαιδευτικός πρέπει να είναι προετοιµασµένος µε εναλλακτικές λύσεις για την 

περίπτωση απρόβλεπτων καταστάσεων. Αναµένεται οι µαθητές να µην έχουν δυσκολίες 

χειρισµού του λογισµικού, λόγω της παρέµβασης στην τάξη «Γνωριµία µε το πρόγραµµα 

Geogebra» που έχει προηγηθεί. 

Σε περίπτωση που κάποιος υπολογιστής τεθεί εκτός λειτουργίας, θα κάνουµε 

ανασύνταξη οµάδων. Σε περίπτωση που δε λειτουργεί µεγάλο µέρος του δικτύου  

υπολογιστών ή προκύψει διακοπή ηλεκτρικού ρεύµατος, τα παιδιά θα δουλέψουν 

οµαδικά στα τετράδια τους και ο δάσκαλος στον πίνακα του Εργαστηρίου. 
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ΕΠΕΚΤΑΣΗ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 

 
Α) Όταν το σηµείο Ρ κινείται στο εσωτερικό του κύκλου, τα παιδιά µπορούν να 

διαπιστώσουν τη σχέση ΡΑ
.
ΡΒ=R

2
-δ

2
, κάτι που στο σχολικό εγχειρίδιο                         

δεν αποδεικνύεται! Αυτή ακριβώς η δυνατότητα αποδίδει µία ακόµα                     

προστιθέµενη αξία στις δραστηριότητες του εν λόγω σεναρίου. 

  

 
 

Ετσι, λοιπόν, το παρόν σενάριο αποτελεί µία επέκταση ως προς την παραπάνω 

περίπτωση, µε αποτέλεσµα οι µαθητές να είναι από τώρα ενηµερωµένοι σε µια πιθανή 

µελλοντική ενσωµάτωση στο Αναλυτικό Πρόγραµµα της απόδειξης αυτής. 

 

Β)  Οι µαθητές µετά από αυτή την εµπειρία, θα έχουν τη δυνατότητα να εφαρµόσουν τη 

συγκεκριµένη µέθοδο και σε άλλα παρόµοια προβλήµατα. Για παράδειγµα, η άσκηση 2 

του φύλλου εργασίας συνοδεύεται από το σχετικό αρχείο Geogebra µε τίτλο «αρχείο 

άσκησης 2 για το σπίτι», µε τη χρήση του οποίου αναµένεται να διαπιστώσουν σε 

περιβάλλον δυναµικής διεπιφάνειας την ισότητα των εφαπτόµενων τµηµάτων  ΜΝ και 

ΜΗ. 
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Γ) Με κατάλληλες τροποποιήσεις-απλοποιήσεις στα φύλλα εργασίας (µεγαλύτερη 

γραµµατοσειρά, προσθήκη εικόνων χρωµάτων και σχηµάτων) το σενάριο µπορεί να 

δοθεί και σε µαθητές µε  µαθησιακές δυσκολίες. Η διδασκαλία προσαρµόζεται στις 

ειδικές εκπαιδευτικές ανάγκες των µαθητών αυτών. Ο ρυθµός εργασίας τους είναι 

συµβατός µε τις ικανότητες τους και εκφράζεται µέσα από ευκολοµνηµόνευτες 

χρηστικές οδηγίες που τους παρέχονται. 

Στον αντίποδα αυτής της αντιµετώπισης, τα φύλλα εργασίας µπορούν να 

προσαρµοστούν και σε µαθητές µε χαρισµατικότητα, παρέχοντας τους τη δυνατότητα 

για µεγαλύτερη αυτενέργεια και διάδραση µε το λογισµικό.                                               

Για παράδειγµα, ο σύνδεσµος «εµφάνιση καµπύλης» µπορεί να παραληφθεί, οπότε 

ενισχύεται ο βαθµός αναστοχασµού των χαρισµατικών µαθητών, προκειµένου να 

εικάσουν το αναλλοίωτο της παράστασης ΡΑ
.
ΡΒ. 

 

∆) Η εκπόνηση του σεναρίου µπορεί να πραγµατοποιηθεί εναλλακτικά µε τα λογισµικά 

δυναµικής γεωµετρίας «Cabri-Geometry II» και «The Geometer’s Sketchpad».                         

Τα προγράµµατα αυτά υποστηρίζουν τις αντίστοιχες εντολές δηµιουργίας των αρχείων 

του εν λόγω σεναρίου. Τα τελικά γραφικά περιβάλλοντα είναι διαφορετικά,                

αλλά ισοδύναµα ως προς τις δυνατότητές τους. Ετσι, το σενάριο εµπεριέχει µια ευελιξία 

ψηφιακής παρουσίασης, ανάλογα µε το ποιό συνοδευτικό πρόγραµµα είναι κάθε φορά 

περισσότερο προσιτό στους µαθητές, στον εκπαιδευτικό και στη διδασκόµενη ύλη. 

 

Ε) Σε περίπτωση που διατίθεται διαδραστικός πίνακας, ο εκπαιδευτικός µπορεί να 

καλέσει οµάδες µαθητών να παρουσιάσουν την εργασία τους ενώπιον όλης της τάξης 

και, έτσι, να εµπλακούν τα παιδιά σε επιπλέον συζητήσεις και διαδικασίες συλλογικής 

διερεύνησης σχετικά µε τους διαφορετικούς τρόπους αντιµετώπισης των ζητηµάτων του 

φύλλου εργασίας (π.χ. οι διαφορετικές κατά περίπτωση µορφές  δ
2
-R

2
,  R

2
-δ

2
  του 

γινοµένου ΡΑ
.
ΡΒ). 

 

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΟΥ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 

Σε κάθε σενάριο διδασκαλίας είναι απαραίτητος ο έλεγχος από τον εκπαιδευτικό 

του βαθµού επίτευξης των επιδιωκόµενων στόχων, αλλά και ο προσδιορισµός των λόγων 

για τους οποίους ίσως κάποιοι απ΄ αυτούς δεν επιτεύχθηκαν. Η δοµή του σεναρίου, η 

σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους µαθητές αποτελούν 

αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Για παράδειγµα,                                  

πόσο εύκολο ήταν για τους µαθητές να προσδιορίσουν το είδος της συµµεταβολής των 

δύο µεταβλητών ΡΑ,ΡΒ (γραµµική ,εκθετική, λογαριθµική κτλ.) και σε τί βαθµό 

µπόρεσαν να την ερµηνεύσουν αυτή τους τη διαπίστωση; Μπόρεσαν οι µαθητές να 

συνδέσουν περιοχές των Μαθηµατικών, οι οποίες όχι µόνο βρίσκονται σε διαφορετικές 

παραγράφους, αλλά και σε βιβλία διαφορετικών γνωστικών αντικειµένων  

(Αλγεβρα+Γεωµετρία). Ο διδάσκων πρέπει να κρατάει σηµειώσεις για τις δυσκολίες 

υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων, ώστε να είναι σε θέση στο µέλλον, 

ανάλογα µε το διαθέσιµο χρόνο ή το γνωστικό επίπεδο συγκεκριµένων µαθητών, να 

προβεί σε αλλαγές στη ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων, στη διατύπωσή τους ή 

ακόµα και στα εκάστοτε ζητούµενα.  

Υπάρχουν δύο στάδια αξιολόγησης της όλης δραστηριότητας. Το πρώτο στάδιο 

πραγµατοποιείται ενώ διεξάγεται το σενάριο στο Εργαστήριο Πληροφορικής, ενώ το 

δεύτερο λαµβάνει χώρα στο επόµενο µάθηµα στην αίθουσα διδασκαλίας. 
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1
ο
 Στάδιο Αξιολόγησης  (στο Εργαστήριο Πληροφορικής) 

Ο διδακτικός σχεδιασµός του σεναρίου έγινε µε κυρίαρχο στόχο την πρόκληση 

του ενδιαφέροντος των µαθητών, την ενεργοποίησή τους και την εµπλοκή τους σε 

δραστηριότητες, οι οποίες θα συµβάλλουν στην επίτευξη των επιδιωκόµενων 

µαθησιακών στόχων. Κατά την υλοποίηση του σεναρίου, ο διδάσκων µπορεί να ελέγξει 

σε τι βαθµό ικανοποιούνται οι επιδιωκόµενοι στόχοι και για ποιους µαθητές, ή ακόµα αν 

ήταν εφικτοί ή πολύ βατοί για την τάξη στην οποία έγινε η εφαρµογή.                                          

Στην περίπτωση µας, στην αρχή της διαδικασίας η νέα προσέγγιση της  ύλης µε 

τη χρήση Η/Υ παραξένεψε τους µαθητές και ίσως κάποιους τους ξένισε (παρόλο που 

έχουν γίνει στο συγκεκριµένο τµήµα ήδη τρεις παρεµβάσεις). Άλλωστε πάντα υπάρχουν 

µαθητές (και όχι µόνο!) που δεν θέλουν να ξεφύγουν από το πλαίσιο της παραδοσιακής 

διδασκαλίας. Όµως, από τα συµπληρωµένα φύλλα εργασίας πρόκυψε ότι το 

επιδιωκόµενο αποτέλεσµα ήρθε σταδιακά και δικαίωσε τις προσδοκίες του δασκάλου.    

Οι περισσότεροι µαθητές αποσαφήνισαν (µετά και την ενεργοποίηση του συνδέσµου 

«εµφάνιση καµπύλης») τη σταθερότητα της ποσότητας ΡΑ
.
ΡΒ , που είναι και η κεντρική 

ιδέα της ενότητας, ενώ παρόλο το σχετικά χαµηλό γνωστικό τους επίπεδο 

ανταποκρίθηκαν ικανοποιητικά στο χρυσό κανόνα της αυτενέργειας : «Να µην 

προσφέρω έτοιµο κάτι το οποίο µπορούν από µόνοι τους καταλλήλως οδηγούµενοι να το 

βρουν». Στην πορεία ήταν σε όλους αρεστό το γεγονός ότι έκαναν Μαθηµατικά εκτός 

της αίθουσας διδασκαλίας και µπροστά σε Η/Υ. Πλέον ήταν φανερό το αυξηµένο 

ενδιαφέρον όλων, θέτοντας οι ίδιοι οι µαθητές ερωτήσεις και πέραν αυτών του φύλλου 

εργασίας (όπως για παράδειγµα τι θα συνέβαινε αν αντί για κύκλο είχαµε τετράγωνο!).    

Εντύπωση επίσης προκάλεσε το γεγονός ότι ενεπλάκησαν όλα τα παιδιά στην 

απόδειξη της σχέσης  ΡΓ
2 

= ΡΑ
.
ΡΒ  στο τέλος του φύλλου εργασίας. Σε αυτό συνέβαλε η 

όλη αισθητηριακή αντίληψη που είχαν αποκτήσει οι µαθητές για το ποιοτικό 

περιεχόµενο του γινοµένου ΡΑ
.
ΡΒ, µε αποτέλεσµα να αναπτύξουν το αίσθηµα της 

ανάγκης για αιτιολόγηση της σχέσης αυτής, κάνοντας τη µαθηµατικής της απόδειξη 

περισσότερο ελκυστική.  

2
ο
 Στάδιο Αξιολόγησης (εκ των υστέρων στην Τάξη) 

 Από τον έλεγχο των ασκήσεων για το σπίτι, αλλά και από ασκήσεις εµπέδωσης 

του σχολικού βιβλίου που έγιναν στην τάξη, διαπιστώθηκε ικανοποιητικός βαθµός 

ανάκλησης των πρόσφατων γνώσεων από τους µαθητές. Ήταν σε θέση να κάνουν 

περιγραφικές αποδείξεις (απλών) ασκήσεων στις τέµνουσες κύκλου (οι ασκήσεις 

εµπέδωσης 1 και 4  σελ. 203 του σχ. βιβλίου αντιµετωπίστηκαν απολύτως 

ικανοποιητικά). Όσα θεωρήµατα δεν είχαν αποδειχθεί µε µαθηµατικούς συλλογισµούς 

στο σενάριο παρουσιάστηκαν ολοκληρωµένα στην τάξη , αφενός για να υποστηριχθεί  το 

τρέχον αναλυτικό πρόγραµµα και αφετέρου για να δηµιουργηθεί κατάλληλη θεωρητική 

δοµηµένη υποδοµή (κάτι που µε τη χρήση των ΤΠΕ δεν επιτυγχάνεται πάντα).                  

Αυτή ακριβώς η σπειροειδής µορφή παρουσίασης της ύλης είχε στο τελικό της στάδιο 

συµµέτοχους τους µαθητές, αφού η εµπειρία τους στο Εργαστήριο Πληροφορικής τους 

έκανε να γνωρίζουν εκ των προτέρων την κεντρική ιδέα της διδασκόµενης ενότητας. 

Σε µια ενδεχόµενη επανάληψη του σεναρίου θα µπορούσε                                

(στο πλαίσιο της ανατροφοδότησης του) να αντικατασταθεί η  απόδειξη του 9
ου

 βήµατος 

του φύλλου εργασίας µε την άσκηση 2 που δόθηκε για το σπίτι, προκειµένου να δουν σε 

πραγµατικό χρόνο οι µαθητές ότι η χρήση του λογισµικού δυναµικής Γεωµετρίας οδηγεί 

σε εικασίες - εκτός από το πεδίο της θεωρίας- και σε επιπλέον θέµατα ασκήσεων. 

Επίσης, στο ίδιο πλαίσιο, µια εναλλακτική παρουσίαση του σεναρίου θα ήταν να είχε  
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προηγηθεί αυτού η διδασκαλία στην τάξη της σχετικής ενότητας. Ετσι οι µαθητές θα 

µπορούσαν να επεξεργαστούν µε δυναµικό τρόπο περισσότερες ασκήσεις κατά την 

διάρκεια υλοποίησης του σεναρίου (κάτι που ήταν άλλωστε επιθυµία στο τέλος των 

ίδιων των µαθητών).    

∆ιαχείριση του λάθους… 

Είδαµε, λοιπόν, ότι η βασική ιδέα του σεναρίου ήταν οι αλληλοσυνδεόµενες 

αναπαραστάσεις Άλγεβρας – Γεωµετρίας της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο.              

Οι µαθητές πίστευαν ότι έννοιες από τις διαφορετικές γνωστικές περιοχές Άλγεβρας και 

Γεωµετρίας ήταν «ξένες» µεταξύ τους. Το παρόν σενάριο φιλοδοξεί να αποτελέσει  

αφορµή για περαιτέρω διαχείριση ενός τέτοιου λάθους µε παρουσίαση σχετικών 

αντιπαραδειγµάτων στους µαθητές, όπως: 

α) από όλα τα ορθογώνια µε σταθερή περίµετρο, ποιο έχει το µεγαλύτερο εµβαδόν; 

β) συµµεταβολές στο εµβαδόν ισοσκελούς τριγώνου, όταν µεταβάλλεται η βάση του. 

Αυτά βέβαια δεν εντάσσονται στο σενάριο µας, αλλά σε ένα πλαίσιο επιπλέον 

δραστηριοτήτων µε χρήση λογισµικών δυναµικής Γεωµετρίας. Ετσι, το λάθος, που µε το 

σενάριο έγινε αντιληπτό, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µια ευκαιρία για επιπλέον 

µάθηση. Άλλωστε, από τη στιγµή που γίνεται σαφές ότι οι µαθητές θα πρέπει να 

δραστηριοποιηθούν ως ενεργοί εξερευνητές των Μαθηµατικών και δεδοµένης της 

λειτουργίας του λάθους στην εξέλιξη της επιστήµης, το λάθος του µαθητή όχι µόνο δεν 

θεωρείται κατακριτέο αλλά είναι απαραίτητο συστατικό της όλης διαδικασίας. 

 

 

Παρατηρήσεις:  

α)  Πριν την εφαρµογή της δραστηριότητας µέσα στην τάξη, θα πρέπει ο διδάσκων 

να την υλοποιήσει µε το λογισµικό βήµα προς βήµα, βάζοντας τον εαυτό του στο ρόλο του 

µαθητή που έχει µπροστά του το αντίστοιχο φύλλο εργασίας.                                                

Με τον τρόπο αυτό µπορεί να αξιολογήσει τον εκτιµώµενο χρόνο διεξαγωγής του σεναρίου 

και τις παρεχόµενες διδακτικές οδηγίες, να τις τροποποιήσει και να τις ειδικεύσει ανάλογα  

µε το επίπεδο και τις δυνατότητας των µαθητών της τάξης του. 

β) Θα πρέπει να καταστεί σαφές στους µαθητές ότι η όλη διδακτική παρέµβαση του 

σεναρίου δεν αποτελεί αυτόνοµη αποδεικτική µέθοδο των µαθηµατικών εννοιών που 

περιέχει, αλλά εναλλακτική ευκαιρία για δηµιουργία εικασιών, πειραµατισµών, ελέγχου 

υποθέσεων και αφαιρετικής σκέψης. Η όλη ψηφιακή παρουσίαση της δύναµης σηµείου ως 

προς κύκλο είναι συµπληρωµατική της διδασκαλίας στην τάξη και δεν αντικαθιστά το 

στοιχείο της κλασικής παραδοσιακής απόδειξης. 
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ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΟ ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 

 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ :………………………………………….  ΤΑΞΗ:…………. 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ:  Τέµνουσες κύκλου               ΤΜΗΜA:……… 

 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ Ι 

 

1.   Ενεργοποιήστε την εντολή «κύκλος (O,R)». Εµφανίζεται ένας κύκλος του 

οποίου µπορείτε να µετακινήσετε το κέντρο του, Ο, ή να µεταβάλετε την ακτίνα 

του, R. 

                                                    

2.   Επιλέγοντας την εντολή «τυχαίο σηµείο»,  εµφανίζεται σηµείο Ρ εξωτερικό 

του κύκλου, του οποίου επίσης µπορείτε να αλλάξετε τη θέση. 

 

3.  Ενεργοποιώντας την εντολή «τέµνουσα» εµφανίζεται η τέµνουσα ΡΒΑ του 

κύκλου. Η θέση της τέµνουσας αλλάζει µετακινώντας το σηµείο Β. 

 

4.   Ας µετρήσουµε τις αποστάσεις x=ΡΑ, y=ΡΒ του σχήµατος ενεργοποιώντας 

την επιλογή «µετρήσεις (1)». Μετακινώντας το σηµείο Β βλέπουµε τις 

αντίστοιχες µετρήσεις. 

 

5.    Επιλέγοντας τον σύνδεσµο «ίχνος (x,y)» εµφανίζεται το σηµείο Μ(x,y) στο 

καρτεσιανό επίπεδο.  Αλλάζοντας θέση στο σηµείο Β βλέπουµε τις διάφορες 

θέσεις του σηµείου Μ.  (πατώντας Ctrl+F σβήνουν τα ίχνη). 

Ποιας συνάρτησης τη γραφική παράσταση σας θυµίζει η παραπάνω εικόνα;  

……………………………………………………………………………………… 

Αν δεν µπορέσατε να απαντήσετε, δοκιµάστε να τοποθετήσετε το σηµείο Ρ στο 

εσωτερικό του κύκλου και να µετακινήσετε ξανά το σηµείο Μ.  

Ποιας συνάρτησης τη γραφική παράσταση σας θυµίζει τώρα;  

……………………………………………………………………………………… 

!!(αν και πάλι δεν τα καταφέρατε, ενεργοποιήστε τον σύνδεσµο «εµφάνιση καµπύλης») !! 

 



 

 

ΤΕΜΝΟΥΣΕΣ ΚΥΚΛΟΥ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΗ ΣΗΜΕΙΟΥ 

Τρύφων Παύλος, e-mail: pavtrifon@gmail.com 

Επιµορφούµενος στο ΚΣΕ Περιστερίου, 2011-΄12 

Στο πλαίσιο της Επιµόρφωσης Β’ Επιπέδου -  σελ.15 από 17 

6. Επειδή τα σηµεία Μ(x,y) βρίσκονται σε µια………………….., προκύπτει ότι οι 

τιµές x ,y είναι……………..…….…………ποσά, δηλαδή:  

το γινόµενο ΡΑ
.
ΡΒ  παραµένει πάντα………………… 

 

7. Ας επαληθεύουµε το προηγούµενο συµπέρασµα σας επιλέγοντας το σύνδεσµο 

«µετρήσεις (2)»  και µετακινώντας το σηµείο Β. 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΙΙ 

 

8.  Κάνοντας κλικ στην εντολή «νέα τέµνουσα» εµφανίζεται η τέµνουσα ΡΚΛ η 

οποία διέρχεται από ……………του κύκλου.  Τι παρατηρείτε για τα γινόµενα     

ΡΑ
.
ΡΒ  και  ΡΚ

.
ΡΛ ; ………………………………………………………………. 

Επαληθεύστε τη διαπίστωσή  σας κάνοντας κλικ στο κουτί «µετρήσεις (3)» και 

µετακινώντας το σηµείο Ρ. 

 

9.  Ας ονοµάσουµε δ=ΡΟ  και  R=KO=OΛ.  

Συµπληρώστε τα παρακάτω κενά µε τα γράµµατα δ , R : 

ΡΚ
.
ΡΛ=(…...-…...)(…..+…..)=…...

2  
-  ……

2   

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

H διαφορά δ2 – R2 λέγεται δύναµη του σηµείου Ρ ως προς τον κύκλο (Ο,R) και 

συµβολίζεται ως εξής 

2 2

( , )

P

R Rδ
Ο

∆ = −  

 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΙΙΙ 

 

10.  Κάντε κλικ στο σύνδεσµο «µετρήσεις (4)». Μετακινήστε το σηµείο Ρ, έτσι 

ώστε να βρεθεί εκτός του κύκλου ή εντός ή πάνω στον κύκλο. Τι παρατηρείτε για 

την τιµή 
2 2Rδ −  ,δηλαδή για τη δύναµη του σηµείου; 

………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………… 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 

 

11.  Ας συνοψίσουµε και ας διατυπώσουµε τα συµπεράσµατά µας για κάθε θέση 

του σηµείου Ρ ως προς τον κύκλο. 

 

� Ρ εξωτερικό σηµείο του κύκλου (Ο,R)  �  ( , )

P

RΟ
∆ …….. 

� Ρ εσωτερικό σηµείο του κύκλου (Ο,R)  �  ( , )

P

RΟ
∆ …….. 

� Ρ είναι σηµείο του κύκλου (Ο,R)  �  ( , )

P

RΟ
∆ …….. 

 
∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΙV 

 
12.   Κάντε κλικ στο σύνδεσµο «εφαπτοµένη». Τι παρατηρείτε για τα 

αποτελέσµατα ΡΓ
2 
και  ΡΑ

.
ΡΒ ;  

…………………………………………………………………………………….. 

 

Ποια η µαθηµατική απόδειξη αυτού; 
 
 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………........................

................................................................................................................................................

................................................................................................................................................ 

Ασκήσεις για το σπίτι: 

 

1) Ερώτηση Κατανόησης 1 σελ. 203 σχ. βιβλίου 

 

2) Θεωρούµε δύο τεµνόµενους κύκλους, την κοινή τους χορδή ΑΒ και ένα τυχαίο σηµείο 

Μ στην προέκταση της ΑΒ. Από το Μ φέρνουµε τις εφαπτοµένες ΜΝ και ΜΗ. 

Αποδείξτε ότι ΜΝ=ΜΗ. 

 

Για την άσκηση 2 ανοίξτε το αρχείο Geogebra µε τίτλο «αρχείο άσκησης 2 για το σπίτι» 
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ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

1]  Επιµορφωτικό υλικό για την επιµόρφωση των εκπαιδευτικών στα ΚΣΕ                             

     (Γενικό & Ειδικό Μέρος). 

 

 

2]  Ευκλείδεια Γεωµετρία Α΄ και Β΄ Ενιαίου Λυκείου   (Βιβλίο µαθητή) .  

 

3] Κλαουδάτος Νικόλαος.  Σηµειώσεις του µαθήµατος «∆ιδακτική των Μαθηµατικών», 

Μεταπτυχιακό Τµήµα ∆ιδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηµατικών Εθνικού και 

Καποδιστριακού Πανεπιστηµίου Αθηνών. 

 

4] Μητρογιαννοπούλου Αγγελική.   Πραγµατικές διδασκαλίες Μαθηµατικών µε τη 

βοήθεια Η/Υ για το Γυµνάσιο  (Βιβλίο καθηγητή), εκδ. Κλειδάριθµος, Αθήνα 2004. 

 

5] Τζίµας Βαγγέλης.   ∆ιδακτικά Σενάρια µε τη Συνδροµή των ΤΠΕ . 

1
ο
 Εκπαιδευτικό Συνέδριο «Ένταξη και Χρήση των ΤΠΕ στην Εκπαιδευτική 

∆ιαδικασία»  (Βόλος, Απρίλιος 2009) 

 

 

 

                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ΤΕΜΝΟΥΣΕΣ ΚΥΚΛΟΥ ΚΑΙ ∆ΥΝΑΜΗ ΣΗΜΕΙΟΥ 

Τρύφων Παύλος, e-mail: pavtrifon@gmail.com 

Επιµορφούµενος στο ΚΣΕ Περιστερίου, 2011-΄12 

Στο πλαίσιο της Επιµόρφωσης Β’ Επιπέδου -  σελ.18 από 17 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


