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PrìlogoOi shmei¸sei autè gr�fthkan gia ti foit trie kai tou foithtè tou Tm -mato Majhmatik¸n tou Panepisthm�ou Kr th pou epèlexan to m�jhma M207Eukle�deia Gewmetr�a tou kanonikoÔ Progr�mmato Spoud¸n.Skopì aut¸n twn shmei¸sewn e�nai na prosd¸soun se èna upoyiasmènoakroat rio apì thn m�a thn istorik  b�sh kai apì thn �llh thn majhmatik austhrìthta th Eukle�deia Gewmetr�a ìpw aut  parat�jetai sta Stoiqe�a.Profan¸, kat� th di�rkeia enì didaktikoÔ exam nou e�nai apolÔtw adÔnatona kalufjoÔn kai ta dekatr�a bibl�a twn Stoiqe�wn (  èstw ta ennèa �gew-metrik�� a'�st' kai ia'�ig'). Oi an� qe�ra shmei¸sei aforoÔn ètsi ta Bibl�aa'�st' (Epipedometr�a). Endeqomènw na emploutistoÔn k�pote kai me thn Ôlhtwn Bibl�wn ia'�ig' (Stereometr�a), pr�gma pou e�nai m�llon apara�thto dedo-mènh th pl rou egkat�leiyh (kai) th Stereometr�a sthn didaktik  Ôlhtou Gumnas�ou kai tou Luke�ou. To teleuta�o gegonì e�nai idia�tera zhmiogì-no, kaj¸ ìlo kai perissìteroi nèoi foithtè kai foit trie antimetwp�zounsobarì prìblhma me thn gewmetrik  a�sjhsh tou q¸rou.H Eukle�deia Gewmetr�a w kl�do twn majhmatik¸n, èqei apì kairì p�yeina br�sketai sthn koruf  th sÔgqronh èreuna. MolataÔta, h omorfi� thkai h paidagwgik �didaktik  th ax�a paramènoun axepèraste ed¸ kai per�pou2300 qrìnia. E�n o anagn¸sth �diege�rei� to nou tou diab�zonta to ke�menopou akolouje�, tìte oi shmei¸sei autè ja èqoun petÔqei to skopì tou.I.D. Plat Hr�kleio Kr thSeptèmbrio 2009
3



4 Jeì àe� gewmetrẽi



Eisagwg Katabl jhke prosp�jeia oi shmei¸sei autè na br�skontai mèsa se èna au-sthrì majhmatikì pla�sio, par� thn arket� meg�lh par�jesh istorik¸n sqo-l�wn. Pollè apì ti kÔrie Prot�sei twn Stoiqe�wn diatup¸nontai kai a-podeiknÔontai metafrasmène apì to arqa�o ke�meno kai me ta sq mata tou,¸ste na d�doun sthn anagn¸stria kai ston anagn¸sth epakrib  eikìna toutrìpou graf  tou Eukle�dh. AlloÔ, ìpw gia par�deigma sto kef�laio 11per� analogi¸n, protim jhke o sÔgqrono trìpo graf , all� kai p�li me�majhmatikì� skopì. Se k�je per�ptwsh, o Eukle�dh  tan autì pou maèmaje ìlou na gr�foume èna majhmatikì ke�meno lit� kai austhr�. 'Ena apìtou lìgou Ôparxh th didaskal�a autoÔ tou maj mato e�nai kai h empèdw-sh aut  th ant�lhyh apì tou mellontikoÔ dask�lou kai ereunhtè twnmajhmatik¸n.Oi shmei¸sei qwr�zontai se d¸deka kef�laia. Sto kef�laio 1 d�detai togenikì �storikì pla�sio th arqa�a epoq  kai sto kef�laio 2 parat�jetaimèro th martur�a tou majht  tou Aristotèlh Eud mou gia ta Ellhnik� ma-jhmatik� sthn epoq  mèqri ton Eukle�dh. To kef�laio 3 asqole�tai me toBibl�o a' twn Stoiqe�wn pou apotele� thn basik  gewmetr�a, en¸ sta kef�laia4 kai 5 parat�jentai di�fora sqìlia gia to pèmpto a�thma kai ton Pujagì-ra ant�stoiqa. Sto kef�laio 6 exet�zetai to Bibl�o b', h gewmetrik  ekdoq twn Ell nwn gia th sÔgqronh stoiqei¸dh �lgebra, kai sto kef�laio 7, saneisagwg  sta per� kÔklou, anafèretai perilhptik� h istor�a tou probl matotou tetragwnismoÔ tou kÔklou. To kef�laio 8 e�nai afierwmèno sto Bibl�o g'(kÔkloi), to kef�laio 9 sto Bibl�o d' (kanonik� polÔgwna) en¸ to kef�laio10 perièqei l�ga sqìlia gia thn exèlixh th jewr�a twn kanonik¸n polug¸nwnmèqri kai thn epoq  tou Gauss. Tèlo, ta kef�laia 11 kai 12 asqoloÔntai meto Biblio e' (analog�e) kai to Bibl�o st' (omoiìthta) ant�stoiqa.Sto Par�rthma br�sketai èna arijmì ask sewn pou aforoÔn sti Pro-t�sei twn Stoiqe�wn. ToÔte e�nai apolÔtw endeiktikè; up�rqei m�a plei�da5



6ask sewn Eukle�deia gewmetr�a me thn opo�a erqìmaste antimètwpoi apì tasqolik� ma qrìnia. H par�jesh twn ask sewn tou parart mato den èqeifusik� skopì na trèyei ti foit trie kai tou foithtè gia �llh m�a for�sthn apwjhtik  kai anti�majhmatik  askhsiolog�a, all� m�llon to ant�jeto;dhlad , na upode�xei ìti gia thn lÔsh twn majhmatik¸n problhm�twn pr¸tab�zoume to mualì ma na doulèyei pro th swst  kateÔjunsh kai entèlei e-farmìzoume p�ntote to xur�fi tou 'Okkam: metaxÔ ìlwn twn dunat¸n lÔsewn,epilègoume thn aploÔsterh.Bibliograf�aOi shmei¸sei bas�zontai sto megalÔtero mèro tou sto bibl�o1. Benno Artmann, Euclid, the creation of mathematics,kai sto plèon klassikì bibl�o gia ta Stoiqe�a tou Eukle�dh2. Sir Thomas Heath, Euclid’s elements, Volumes I, II, III.



Perieqìmena
1 Genik� Istorik� Sqìlia 92 Phgè I: EÔdhmo 113 Bibl�o a': Basik  Gewmetr�a 153.1 Perieqìmena tou Bibl�ou a' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153.2 Orismo� kai axi¸mata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163.3 Bibl�o a', Mèro A: Jemèlia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.3.1 Prot�sei a' 7�15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.3.2 Prot�sei a' 17�20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.3.3 Prot�sei a' 21�26. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.4 Bibl�o a', Mèro B: Par�llhle . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.5 Bibl�o a', Mèro G: Parallhlìgramma . . . . . . . . . . . . . . 323.5.1 Merik� sqìlia ep�nw sti Prot�sei a' 44/45 . . . . . . 393.6 Bibl�o a', Mèro D: Pujagìreio Je¸rhma . . . . . . . . . . . . 404 Phgè II: Pèmpto a�thma 475 Phgè III: Pujagìra 516 Bibl�o b': H Gewmetr�a twn Orjogwn�wn 576.1 Orismo� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 576.2 Prot�sei tou bibl�ou b' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 587 Phgè IV: Tetragwn�zonta ton kÔklo 698 Bibl�o g': Per� kÔklou 738.1 Perieqìmena tou Bibl�ou g' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 738.2 Orismo� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 747



8 PERIEQ�OMENA8.3 Bibl�o g', Mèro A: Qordè, sqetik  jèsh kÔklwn . . . . . . . 758.4 Bibl�o g', Mèro B: Efaptìmene . . . . . . . . . . . . . . . . 808.5 Bibl�o g', Mèro G1: Gwn�e se tm mata . . . . . . . . . . . . . 848.6 Bibl�o g', Mèro G2: Qordè, tìxa kai gwn�e . . . . . . . . . . 878.7 Bibl�o g', Mèro G3: Gwn�e se kÔklou xan� . . . . . . . . . . 878.8 Bibl�o g' Mèro D: Qordè, tèmnouse, efaptìmene . . . . . . 909 Bibl�o d': Kanonik� polÔgwna 959.1 To kanonikì pent�gwno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1009.2 Eikas�e gia to pent�gwno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10310 Phgè VI: PolÔgwna 10910.1 T� q�same sto Bibl�o d' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10910.2 Ti gn¸rize o Eukle�dh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11010.3 Ti èkane o Arqim dh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11110.4 Ti apèdeixe o Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11210.5 Pw to èkane o Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11211 Bibl�o e': Analog�e 11511.1 Analog�e ektì majhmatik¸n . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11511.2 Genik� sqìlia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11611.3 Analog�e: SÔgqronh ekdoq  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11711.4 Orismo� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12011.5 Prot�sei tou Bibl�ou e' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12112 Bibl�o st': Omoiìthta 12712.1 Perieqìmena tou bibl�ou st' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12712.2 Orismo� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12812.3 H b�sh th gewmetr�a th omoiìthta . . . . . . . . . . . . . . 12912.4 Basik� jewr mata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13012.5 Bibl�o st', Mèro G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13612.6 Bibl�o st', Mèro D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13812.7 Bibl�o st', Mèro E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14013 Par�rthma: Ask sei 143



Kef�laio 1Genik� Istorik� SqìliaH perigraf  �Arqa�a Ell�da� parapèmpei sthn per�odo qondrik� apì to 800p.Q. èw to 150 p.Q. per�pou, dhlad  apì thn epoq  tou Om rou mèqri thnkajièrwsh th Rwmäik  hgemon�a ep� tou EllhnikoÔ kìsmou. Oi pr¸toiOlumpiako� ag¸ne èginan to 776 p.Q.; h dhmokrat�a eisagìtan sthn politi-k  zw  twn pìlewn�krat¸n stadiak� apì to 600 p.Q. kai met�. Oi 'Ellhneuperasp�sthkan thn eleujer�a tou enant�on twn Pers¸n kat� thn di�rkeiatwn Persik¸n Polèmwn (500-479), met� apì tou opo�ou h meg�lh klassi-k  per�odo th Ell�da upì thn politistik  arqhg�a twn Ajhn¸n di rkesemèqri ìtou oi Makedìne basile� F�lippo kai Alèxandro o Mèga epè-balan apolutarqik� kajest¸ta gÔrw sto 330 p.Q. Maz� me tou Epigìnoutou dièdwsan ton Ellhnikì politismì se olìklhro ton arqa�o kìsmo kat�thn Ellhnistik  per�odo pou tele�wse me ton j�nato th Kleop�tra kai thnupodoÔlwsh th AigÔptou stou Rwma�ou gÔrw sto 30 p.Q. Oi epist me kaih filosof�a parèmeinan o q¸ro twn Ell nwn èw to tèlo th Rwmäik  au-tokrator�a. O Bo jio, o epikaloÔmeno kai teleuta�o twn Rwma�wn,  tan opr¸to suggrafèa pou metèfrase majhmatik� ke�mena apì ta Ellhnik� staLatinik� gÔrw sto 500 m.Q. Oi Rwma�oi kubèrnhsan thn autokrator�a touqwr� kajìlou majhmatik�. 1Ta Ellhnik� majhmatik� kai h filosof�a ekkinoÔn apì ton Jal  ton Mi-l sio gÔrw sto 580 p.Q, gia ton opo�o el�qista e�nai gnwst�. E�nai bèbaioìti oi 'Ellhne èmajan k�poiou majhmatikoÔ kanìne kai diadikas�e, kaieidikìtera astronom�a, apì tou palaioÔ politismoÔ th AigÔptou kai th1Οι Ρωμαίοι θεωρούσαν ότι π = 4! Είναι απορίας άξιο το πως κατόρθωσαν να κατασκευά-
σουν τόσο τέλεια κυκλικά κτίρια όπως λ.χ. η Ροτόντα της Θεσσαλονίκης.9



10 KEF�ALAIO 1. GENIK�A ISTORIK�A SQ�OLIAMesopotam�a, all� t�pote den èqei breje� se autè ti phgè me thn ènnoiatwn majhmatik¸n ìpw ta xèroume s mera kai pou ta sunantoÔme sthn ergas�atou Eukle�dh.2Ta majhmatik� w jewrhtik  epist mh anakalÔfjhkan sthn klassik  pe-r�odo th Ell�da, xekin¸nta apì ton Jal  kai ton Pujagìra ton S�miogÔrw sto 530 p.Q. kai br kan thn telik  morf  tou me ton Eukle�dh gÔrwsto 300 p.Q. Oi ergas�e twn Ell nwn sta majhmatik� e�nai tou id�ou Ôyoume autè sth filolog�a, gluptik , zwgrafik , arqitektonik , istoriograf�a,iatrik  kai filosof�a.

2Σχετικά με το θέμα είναι το κλασσικό βιβλίο του Van der Waerden, Οι απαρχές των
μαθηματικών όπως και το εκλα̈ικευμένο του Ντενί Γκετζ, Το θεώρημα του παπαγάλου.



Kef�laio 2Phgè twn majhmatik¸n I: Hmartur�a tou Eud mou
H spoudaiìterh phg  ma gia thn istor�a twn Ellhnik¸n majhmatik¸n pr�nton Eukle�dh ofe�letai ston EÔdhmo ton Rìdio, ènan majht  tou Aristotèlhpou èzhse per�pou apì to 350 èw to 300 p.Q. 'Egraye èna bibl�o p�nw sthnistor�a twn majhmatik¸n, to opo�o q�jhke. K�poia komm�tia tou dias¸jhkanapì anaforè �llwn suggrafèwn; to akìloujo ofe�letai ston Prìklo (410�485 m.Q.) kai br�sketai sta Sqìlia tou p�nw ston Eukle�dh.Perior�zonta ti èreunè ma sthn arq  twn teqn¸n kai twn episthm¸n thepoq  ma, lème, ìpw oi perissìteroi istoriko� suggrafe�, ìti h gewmetr�aanakalÔfjhke pr¸ta apì tou Aigupt�ou me skopì thn mètrhsh twn gai¸ntou. Autì tou  tan anagka�o diìti o Ne�lo uperqe�lize kai èsbhne tasÔnora metaxÔ twn idiokthsi¸n tou. Den e�nai èkplhxh ìti toÔth h anak�luyhìpw kai �lle ofeilìtan sthn an�gkh, efìson ìla ston kìsmo proqwroÔnapì thn atèleia sthn teleiìthta......O Jal , o opo�o e�qe taxidèyei sthn A�gupto,  tan o pr¸to pou eis -gage aut n thn epist mh sthn Ell�da. 'Ekane pollè dikè tou anakalÔyeikai d�daxe ti arqè poll¸n �llwn stou diadìqou tou, epitijèmeno se ori-smèna probl mata me genikì trìpo kai se �lla me empeirikì. Met� ap' autìn tan o M�merko, adelfì tou poiht  Sths�qorou, kaj¸ kai o Ipp�a o H-le�o......Met� ap' autoÔ, o Pujagìra metasqhm�tise th majhmatik  filosof�ase èna sq ma eleÔjerh ekpa�deush, sugkentr¸nosnta ti arqè th apìta uyhlìtera ep�peda prì ta k�tw kai exereun¸nta ta jewr mat� th me11



12 KEF�ALAIO 2. PHG�ES I: E�UDHMOSèna �ulo kai dianohtikì trìpo. Autì  tan pou anak�luye thn jewr�a twnanalogi¸n kai thn dom  twn kosmik¸n sqhm�twn. Met� ap' autìn  tan oAnaxagìra o Klazomènio kai o Oinop�dh o Q�o...Tou akoloÔjhsan o Ip-pokr�th o Q�o pou anak�luye thn mèjodo tou tetragwnismoÔ twn mhn�skwnkai sunègraye ta pr¸ta Stoiqe�a kai o Jeìdwro o Kurhna�o......O Pl�twn, pou emfan�sthke met� apì autoÔ, pro¸jhse ta mègista tamajhmatik� genikìtera kai th gewmetr�a eidikìtera lìgw tou z lou tou giaautè ti spoudè. E�nai gnwstì ìti ta grapt� tou e�nai pukn� dianjismèna memajhmatikoÔ ìrou kai ìti pantoÔ prospaje� na diege�rei to jaumasmì gia tamajhmatik� apì tou majhtè th filosof�a. S' aut n thn epoq  èzhsan kaio Laod�ma o J�sio, o ArqÔta o Tarant�no kai o Jea�thto o Ajhna�o,di� twn opo�wn ta jewr mata aux jhkan se arijmì kai katat�qjhkan me pioepisthmonikì trìpo......O EÔdoxo o Kn�dio, majht  tou Pl�twna,  tan o pr¸to pou aÔxhseton arijmì twn eponomazomènwn genik¸n jewrhm�twn; sti tre�  dh gnwstèanalog�e prìsjese �lle trei... kai eis gage thn mèjodo th an�lush stamajhmatik�......'Oqi polÔ met� apì ìlou autoÔ  rje o Eukle�dh1, pou sugkèntrwseta Stoiqe�a, katat�ssonta me susthmatikì trìpo poll� jewr mata tou Eu-dìxou, teleiopoi¸nta poll� tou Jea�thtou, kai jètonta se adi�seista eua-pìdeikth morf  prot�sei pou  tan m�llon qalar� apodedeigmène apì touprohgoÔmenoÔ tou. 'Ezhse ton kairì tou Ptolema�ou tou pr¸tou. Diìti oArqim dh, o opo�o  rje amèsw met� ton Ptolema�o, anafèrei ton Eukle�-dh. Epiplèon lène ìti o Ptolema�o er¸thse k�pote ton Eukle�dh an up�rqeisuntomìtero drìmo gia th gewmetr�a apì autìn twn Stoiqe�wn, kai autìap�nthse ìti den up�rqei basilik  odì gia th gewmetr�a 2...Ti shma�nei h lèxh MAJHMATIKA?H etumolog�a th lèxh majhmatik� e�nai beba�w apì to m�jhma tou opo�outo ant�stoiqo r ma e�nai to manj�nein kai prwtoqrhsimopoi jhke me aut n thnènnoia apì ton Pl�twna kai pijan¸ apì tou Pujagore�ou. Sqetikè lèxei1΄Οπως φαίνεται και από το χωρίο του Πρόκλου, ελάχιστα ήταν γνωστά για τον Ευκλείδη
ακόμα και στην αρχαία εποχή. μπορούμε να συμπεράνουμε μόνο ότι έζησε στην Αλεξάνδρεια
περί το 300 π.Χ. Για περισσότερες λεπτομέρεις και δοξασίες γύρω από τον Ευκλείδη, κοιτάξτε
την Εισαγωγή του Heath.2Ουκ έστιν βασιλική ατραπός προς την γεωμετρίαν.



13sta Ellhnik� e�nai akìmh oi m�nti, moÔsa, Promhjèa3.H lèxh par�getai apì thn Indoeurwpäik  r�za mendh� na diege�rei (ere-j�zei!) to pneÔma k�poiou. Parak�tw br�skontai merikè sqetikè lèxei apì�lle gl¸sse: Agglik�: mind (pneÔma)Germanik�: munter (xÔpnio, zwntanì)Mèsa Uyhl� Germanik�: minne (ag�ph)Gotjik�: munda (skopeÔw)Palai� Slabik�: modru (sofì)Sanskritik�: man (skèptomai)Latinik�: mens (pneÔma).

3Ο Προμηθέας κατά τον μύθο ήταν ο εφευρέτης τον αριθμών. Ο Αισχύλος στον Προμηθέα
Δεσμώτη (459-60) τον βάζει να λέγει μεταξύ άλλων στον Ηρακλή:

Και τον αριθμο΄, τον έξοχο των πραγμάτων, κατασκεύασα για τους ανθρώπους.



14 KEF�ALAIO 2. PHG�ES I: E�UDHMOSQronologikì p�naka('Ole oi qronolog�e e�nai p.Q.)Istorik� gegonìta Majhmatik�Gewmetrik  per�odo thEllhnik  tèqnh 900�600Anak�luyh twn nomism�twn 600 Jal  (∼ 580)Pujagìra (∼ 570 − 490)Persiko� pìlemoi (∼ 500 − 480) 500
∼ 460 Naì tou Diì sthn Olump�a,Analog�e 2:1 Pujagìreioi sth Nìtio Ital�a
∼ 450 − 430 Perikl ,Qrusì Ai¸na
∼ 440 Parjen¸na Stoiqe�a tou Ippokr�th tou Q�ou(∼ 430)Swkr�th ∼ 470 − 399 Jeìdwro o Kurhna�o ∼ 460 − 390400Pl�twn 428�348 Jea�thto ∼ 415 − 370O Lèwn gr�fei nèa Stoiqe�aAristotèlh 384�322 sthn Pl�twno Akadhm�aEÔdoxo ∼ 410 − 355350Mèga Alèxandro 356�323 'Erga diafìrwn suggrafèwn,l.q. Kwnik� tou Mena�qmou300 Eukle�dh: Stoiqe�aAlexandrin  epoq  300�50 250 Arqim dh o Surakìsio,Apoll¸nio o Perga�o



Kef�laio 3Stoiqe�wn Bibl�o a': Basik Gewmetr�a
3.1 Perieqìmena tou Bibl�ou a'Orismo� 1�23 Basikè ènnoie or�zontai kai perigr�fontai.Axi¸mata 1�5,Koinè ènnoie 1�5 Ta axi¸mata kai oi koinè ènnoie e�naita axi¸mata th epipedometr�a.Prot�sei 1�26 A: Jemel�wsh th epipedometr�a qwr� thnqr sh twn parall lwn.Prot�sei 27�32 B: H jewr�a twn parall lwn eujei¸n.Gwn�e trig¸nou.Prot�sei 33�45 G: H jewr�a twn parallhlogr�mwn kai twnembad¸n tou.Prot�sei 46�48 D: To Pujagìreio Je¸rhma.15



16 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IA3.2 Orismo� kai axi¸mataO Eukle�dh dhmioÔrghse to montèlo enì majhmatikoÔ keimènou: Xekin� meepakrib¸ tupopoihmènou orismoÔ kai axi¸mata, katìpin suneq�zei me jew-r mata kai apode�xei. Apì thn arq  kajist� kajarì to per� t�no mil�,   d�deik�poiou e�dou perigraf  twn antikeimènwn th gewmetr�a. To k�nei autì methn pr¸th om�da orism¸n 1�9.Orismo�1. Shme�o e�nai autì pou den èqei mèro. 12. Gramm  e�nai m ko qwr� pl�to. 23. Ta �kra gramm  e�nai shme�a.
. . .8. Ep�pedh gwn�a e�nai h kl�sh dÔo temnìmenwn gramm¸n tou epipèdou pouden ke�ntai ep� th �dia euje�a. 39. 'Otan oi perièqouse th gwn�a grammè e�nai euje�e, h gwn�a kale�taieujÔgrammh.'Eqei suqn� parathrhje� ìti o Eukle�dh den qrhsimopoie� tou parap�nworismoÔ sti apode�xei twn prot�sewn pou akoloujoÔn. Oi orismo� auto�e�nai exhg sei pou prèpei na xekajar�zoun ston anagn¸sth thn shmas�a k�-je ìrou, all� den pa�zoun k�poio rìlo sta epagìmena sumper�smata. StonOrismì 8, oi grammè mpore� na e�nai kampulìgramme. Sto Bibl�o g' o Eu-kle�dh qrhsimopoie� gwn�e metaxÔ kÔklwn kai eujei¸n, all�, ende�xei giamegalÔterh dhmofil�a gwni¸n kampÔlwn gramm¸n up�rqoun perissìtero stoupro�Eukle�deiou qrìnou.Oi perissìteroi apì tou akìloujou orismoÔ e�nai suntomeÔsei kat�ton sÔgqrono trìpo, fer' eipe�n:Orismo�1Κατά τον Αριστοτέλη μέρος μεν ουν εστίν και του είδους δηλαδή, υπάρχει μέρος ακόμα

και στη μορφή. (Μετά τα Φυσικά, 1035 b 32). Κατά τον Πρόκλο, ο πρώτος ορισμός του
σημείου δόθηκε από τους Πυθαγορείους ως μονάς προσλαβούσα θέσιν. Κατά τον Πλάτωνα
σημείο είναι αρχή γραμμής.2Κατά τον Πρόκλο, γραμμή είναι μέγεθος εφ΄ εν διαστατόν, δηλαδή μονοδιάστατο μέγεθος.3΄Ενας αρχαιότερος ορισμός της γωνίας οφείλεται στον Απολλώνιο τον Περγαίο, σύμφωνα
με τον οποίο, γωνία είναι συναγωγή επιφανείας η στερεού προς ενί σημείω υπό κεκλασμένη
γραμμή ή επιφανεία.



3.2. ORISMO�I KAI AXI�WMATA 1719. . . . tr�pleura sq mata e�nai aut� pou perièqontai se trei euje�e . . . 420. Apì ta tr�pleura sq mata, isìpleuro tr�gwno e�nai autì pou èqei titrei pleurè tou �se, isoskelè tr�gwno e�nai autì pou èqei mìno ti dÔopleurè tou �se, kai skalhnì 5 tr�gwno e�nai autì pou èqei ti pleurè tou�nise.Kat� ton sÔgqrono formalismì, èna isìpleuro tr�gwno e�nai kai isoske-lè, all� ìqi gia ton Eukle�dh. Parìmoia, ston Orismì 22, èna orjog¸nio(pou kale�tai eke� eterìmhke) den e�nai tetr�gwno. Profan¸ apì m�a logik �poyh, e�nai protimìtero na sumperil�boume ta tetr�gwna sta orjog¸nia.Met� tou orismoÔ, o Eukle�dh proqwr� sta per�fhma ait mat� tou (a-xi¸mata). Ta sÔgqrona axi¸mata th gewmetr�a omoi�zoun arket� me taait mata aut�.Axi¸mata1. A èqei axiwje� ìti mpore� na aqje� euje�a gramm  apì k�je shme�o prok�je shme�o.2. Kai apì peperasmènh euje�a mpore� na paraqje� �peirh euje�a kat�suneq  trìpo.3. Kai mpore� na grafe� kÔklo pantì kèntrou kai k�je diast mato. 64. Kai ìle oi orjè gwn�e e�nai �se metaxÔ tou.75. [ To pèmpto a�thma ja suzhthje� qwrist� parak�tw.℄Ta ait mata 1 kai 2 ja mporoÔsan na diatupwjoÔn kat� ton sÔgqronotrìpo w ex : Dedomènwn dÔo diaforetik¸n shme�wn, up�rqei monadik  euje�apou pern� apì aut�. H èmfash tou Eukle�dh e�nai perissìtero sthn kataskeu kai ìqi sthn Ôparxh, h diafor� dhlad  e�nai ston trìpo kai ìqi sthn ous�a.AkoloujoÔn oi kat� ton Eukle�dh Koinè 'Ennoie. Autè e�nai axi¸ma-ta per� th sumperifor� genikìterwn megej¸n, kai ìqi mìno gewmetrik¸nantikeimènwn.4Ο διαχωρισμός των σχημάτων σε τρίπλευρα, τετράπλευρα κλπ. οφείλεται στον ίδιο τον
Ευκλείδη, αφού δεν απαντάται ούτε στον Πλάτωνα ούτε στον Αριστοτέλη.5Η λέξη σκαληνό προέρχεται είτε από το σκάζω (= κουτσαίνω) είτε από το σκολιός (=
επικλινής, λοξός).6Εδώ διάστημα = ακτίνα, αν και ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί τον όρο διάστημα και για τη
διάσταση.7Το αίτημα αυτό είναι ισοδύναμο με την ισχύ της ισοδυναμίας των σχημάτων, ή με άλλα
λόγια, της ομογένειας του χώρου.



18 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAKoinè ènnoie1. Ta pro to �dio pr�gma �sa pr�gmata, e�nai kai �sa metaxÔ tou.82. Kai e�n �sa pr�gmata prostejoÔn se �sa pr�gmata, ta sunolik� pr�g-mata e�nai �sa.3. Kai e�n apì �sa pr�gmata afairejoÔn �sa pr�gmata, ta upoleipìmenapr�gmata e�nai �sa.4. Kai ta efarmìzonta metaxÔ tou pr�gmata e�nai �sa metaxÔ tou.95. Kai to ìlon e�nai megalÔtero tou mèrou.Pollo� suggrafe� parat rhsan thn anep�rkeia twn axiwm�twn tou Eu-kle�dh se sÔgkrish me ta sÔgqrona jemèlia th gewmetr�a. To plèon profa-nè shme�o e�nai h apous�a opoiasd pote skèyh gia thn di�taxh twn shme�wnp�nw se m�a gramm ,   th ènnoia tou �metaxÔ�. O Eukle�dh qrhsimopoie�ìle ti upojèsei per� thn di�taxh twn shme�wn ep�nw se m�a diaisjhtik  b�-sh. Par' ìla aut�, kat� kanèna trìpo den mei¸netai to èrgo tou Eukle�dh kaito basikì tou katìrjwma: Sta majhmatik�, k�poio prèpei na xekin sei apìanalutik� tijèmene arqè kai na par�gei ìla ta epìmena sumper�smata apìti arqè autè.3.3 Bibl�o a', Mèro A: JemèliaTa ousiastik� perieqìmena tou Mèrou A tou Bibl�ou a' e�nai pr¸ta ta basik�jewr mata isìthta trig¸nwn kai stoiqei¸dei kataskeuè, ìpw h diqotìmh-sh gwni¸n kai eujugr�mmwn tmhm�twn, kai deutereuìntw k�poie prot�seiper� �megalÔterwn' sqèsewn twn gwni¸n kai twn pleur¸n enì trig¸nou, poubas�sontai sthn a' 16 kai koruf¸nontai me thn trigwnik  anisìthta a' 20.8Κατά τον Αριστοτέλη, κανείς προσπαθεί να αποδείξει αξιώματα μόνον από αδημοσύνη.
Σαν παράδειγμα, ο Πρόκλος παραθέτει την ακόλουθη ‘απόδειξη’ του Απολλωνίου, της κοινής
έννοιας 1: Ας είναι A = B και B = C. Λέγω ότι A = C. Διότι, εφ΄ όσον A = B, τα A, B
καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο, και εφ΄ όσον B = C τα B, C καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο.
΄Αρα A = C.
Η απόδειξη αυτή εμπεριέχει τις επιπλέον υπόθεσεις ότι α) A = B αν και μόνο εάν τα A, B
καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο και β) πράγματα που καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο με κάποιο
άλλο πράγμα καταλαμβάνουν και τον ίδιο χώρο μεταξύ τους. Με άλλα λόγια προσπαθείται
να εξηγηθεί το προφανές με κάτι περισσότερο ομιχλώδες, αφού ο χώρος είναι μία ποσότητα
πιο ‘δύσκολη’ από τα καθεαυτά πράγματα του ίδιου του χώρου.9Τούτη η κοινή έννοια νομιμοποιεί την χρησιμοποίηση της εναπόθεσης για την απόδειξη
της ισότητας δύο σχημάτων που έχουν τα αναγκαία μέρη αντίστοιχα ίσα.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 19Oi arqikè prot�sei de�qnoun pw kataskeu�zetai èna isìpleuro tr�gwnokai pw antigr�foume tm mata qwr� na ta metakinoÔme. Oi leptè kataskeuèsti a' 2,3 bas�zontai eujèw sta Axi¸mata 1,2 kai 3. H Prìtash a' 4 e�nai topr¸to shmantikì je¸rhma, to krit rio isìthta th perieqìmenh gwn�a.Prìtash a' 4E�n dÔo tr�gwna èqoun ti dÔo pleurè kai ti perieqìmene upì twn �swnpleur¸n gwn�e ant�stoiqa10 �se, tìte èqoun kai ti b�sei �se kai ta dÔo tr�-gwna e�nai �sa kai oi loipè gwn�e apì ti opo�e oi �se pleurè upote�nontaie�nai ant�stoiqa �se me ti loipè gwn�e .'Estw dÔo tr�gwna ta ABG, DEZ pou èqoun ti dÔo pleurè AB, AG �seant�stoiqa me ti DE, DZ, dhlad , thn AB me thn DE kai thn AG me thn DZ.Kai èstw ìti h gwn�a BAG e�nai �sh me thn EDZ. Lègw ìti kai h b�sh BG e�nai�sh me thn b�sh EZ, kai to tr�gwno ABG e�nai �so me to tr�gwno DEZ, kai oiloipè gwn�e apì ti opo�e upote�nontai oi �se pleurè e�nai ant�stoiqa �seme ti loipè gwn�e, dhlad  h ABG e�nai �sh me thn DEZ kai h AGB e�nai �shme thn DZE.
Sq ma 3.1: Prìtash a' 4.Prin p�me sthn apìdeixh a exet�soume orismène idiaiterìthte tou trìpougraf  tou Eukle�dh. P�nta ekjètei ta jewr mat� tou me dÔo trìpou: arqik�me genik� lìgia, kai me m�a deÔterh for� eidikeÔei katadeiknÔonta shme�a,grammè, gwn�e, k.o.k. me di�fora gr�mmata.11 PolÔ suqn� to je¸rhma10Αντί του ‘μία προς μία’ που αντιστοιχεί στο Ευκλείδειο ‘ εκατέρα εκατέρα’ προτιμούμε

στο εξής το αντίστοιχα.11Αυτό γίνεται και στις μέρες μας: Θεώρημα: Μία συνεχής πραγματική συνάρτηση απει-
κονίζει κλειστά διαστήματα σε κλειστά διαστήματα. ΄Εστω [a, b] ένα κλειστό διάστημα και
f : [a, b] → R μία συνεχής. . .



20 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAsunodeÔetai apì kat�llhlo sq ma. M�a sugkekrimènh fr�sh qr zei peraitèrwepex ghsh: to tr�gwno ABG e�nai �so me to tr�gwno DEZ. Apl¸ shma�neiìti ta tr�gwna èqoun to �dio embadìn. O Eukle�dh qrhsimopoie� thn lèxh �embadìn� mìno peristasiak�.12Apìdeixh th Prìtash a' 4.Diìti e�n to tr�gwno ABG efarmoste�13 ep� tou trig¸nou DEZ kai toshme�o A teje� sto shme�o D, kai h euje�a AB ep� thn DE, tìte to shme�o Befarmìzei ep� to shme�o E afoÔ h AB e�nai �sh me thn DE.'Etsi, epeid  h AB efarmìzei ep� thn DE, h euje�a AG efarmìzei ep�shep� thn DZ lìgw tou ìti h gwn�a BAG e�nai �sh me thn EDZ.'Wste kai to shme�o G efarmìzei ep� to Z ep�sh diìti h AG e�nai �sh me thnDZ.All� kai to shme�o B efarmìzei ep� to E, ¸ste h b�sh BG efarmìzei ep�th b�sh EZ. Diìti e�n to B efarmìsei ep� to E kai to G ep� to Z, kai h b�shBG den efarmìsei ep� thn EZ, tìte dÔo euje�e grammè ja perièqoun embadìn,to opo�o e�nai adÔnato.14'Ara, h b�sh BG ja efarmìsei ep� thn EZ, kai ja e�nai �sh me aut n. 'Wstekai ìlo to ABG tr�gwno ja efarmìsei ep� ìlo to DEZ tr�gwno kai ja e�nai�so me autì, kai oi loipè gwn�e ja efarmìsoun ep� ti loipè gwn�e kai jae�nai �se me autè, dhlad  h ABG ja e�nai �sh me thn me thn DEZ kai h AGBme thn DZE.E�n �ra dÔo tr�gwna èqoun ti dÔo pleurè kai ti perieqìmene upì twn�swn pleur¸n gwn�e ant�stoiqa �se, tìte èqoun kai ti b�sei �se kai ta dÔotr�gwna e�nai �sa kai oi loipè gwn�e apì ti opo�e oi �se pleurè upote�-nontai e�nai ant�stoiqa �se me ti loipè gwn�e; ìper èdei de�xai.15 212Οι ΄Ελληνες ήξεραν πολύ καλά να μετρούν τις γαίες τους, και ήξεραν επίσης ότι οι
φοροεισπράκτορες του Φαραώ μετρούσαν τα χωράφια των Αιγυπτίων αγροτών με τρόπο που
δεν ήταν καθόλου προς όφελος των τελευταίων. Στα μαθηματικά, αποφεύγουν την έννοια
του ‘ εμβαδού’ προτιμώντας φράσεις όπως την παραπάνω, δηλαδή, ‘το ορθογώνιο είναι ίσο με
το ορθογώνιο’ κ.ο.κ.13εναποτεθεί.14Λόγω του Αξιώματος 1.15= το οποίο έπρεπε να αποδειχθεί. Ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί την φράση αυτή στο τέλος
όλων των αποδείξεων. Ο όρος χρησιμοποιείται αυτούσιος ως τις μέρες μας και στο εξής θα
γράφουμε απλώς Ο.Ε.Δ.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 21Sqìlia p�nw sthn apìdeixh th Prìtash a' 4H mèjodo apìdeixh th Prìtash a' 4 e�nai se pl rh antidiastol  me tileptomere� apode�xei twn prot�sewn a' 1�3. Ap' ìti blèpoume o Eukle�dhapl¸ enapojètei to tr�gwno ABG ep� tou trig¸nou DEZ me trìpo ¸ste toA na teje� ep� tou D, to B ep� tou E kai to G ep� tou Z kai apì ke� prokÔpteito sumpèrasma.Apì th m�a pleur�, h mèjodo th enapìjesh den èqei kamm�a b�sh staEukle�deia axi¸mata, all� apì thn �llh, praktik� t�pote den g�netai qwr�ta krit ria isìthta trig¸nwn. (Sthn Prìtash a' 8 akolouje�tai h �dia mèjo-do). Ousiastik� autì pou blèpoume ed¸ e�nai �llo èna ax�wma. SÔgqroneaxiwmatikè melète apì ton Q�lmpert kai �llou, katèdeixan ìti den up�rqeitrìpo na xeperaste� autì to d�llhma: E�te h Protash a' 4 ja prèpei na g�neiax�wma16   ja prèpei na qrhsimopoioÔme thn enapìjesh se k�poia ekdoq  pouja bas�zetai se èna a�thma Ôparxh k�poiwn stere¸n kin sewn tou epipèdou.Sto epìmeno zeÔgo prot�sewn a' 5�6 o Eukle�dh apodeiknÔei èna jeme-li¸de l mma per� isoskel¸n trig¸nwn pou qrhsimopoe�tai suqn� sta Bibl�aa'�st'.Prìtash a' 517Oi prì thn b�sh gwn�e twn isoskel¸n trig¸nwn e�nai �se. . . 18'Estw isoskelè tr�gwno to ABG pou èqei �sh thn pleur� AB me thnpleur� AG. . . lègw, ìti h ABG gwn�a e�nai �sh me thn AGB. . .Prìtash a' 619E�n dÔo gwn�e trig¸nou e�nai �se, tìte kai oi pleurè pou upote�nontaiapì ti �se gwn�e e�nai �se.Gia thn apìdeixh, o Eukle�dh kataskeu�zei dÔo tr�gwna BGZ kai GHB:'Estw tuqa�o shme�o Z ep�nw sthn BD; kai èstw AH na èqei afaireje� apìthn AE kai na e�nai �sh me thn AZ. En¸noume ti euje�e ZG, HB.16 ΄Οπως προτείνει ο Ράσσελ στα Principia Mathematica.17Σύμφωνα με τον Πρόκλο, η απόδειξη αυτής της πρότασης οφείλεται στον Θαλή. Μία
προ–Ευκλείδεια απόδειξη που χρησιμοποιεί ‘μεικτέσ’ γωνίες και οφείλεται στον Αριστοτέλη
παρατίθεται στον Heath, vol. I–II, p.252.18Παραλείπουμε το επόμενο συμπέρασμα που λέει ότι και οι εξωτερικές γωνίες είναι ίσες.19Είναι η αντίστροφη της α΄ 5.
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Sq ma 3.2: Prìtash a' 5.Sta epìmena dÔo b mata de�qnetai pr¸ta h isìthta twn trig¸nwn △AZGkai △AHB di� tou krithr�ou th perieqìmenh gwn�a, kai met�, p�li apì to�dio krit rio h isìthta △BZG=△GHB:1. 'Eqoume ∠ZAG=∠HAB kai AZ=AH apì kataskeu , kai AG=AB, �ra
△AZG=△AHB kai eidikìtera BH=GZ kai ∠BZG=∠GHB.2. Apì kataskeu  èqoume ìti BZ=GH; epiplèon, h BG e�nai koin  pleur� kaiapì to (1) èqoume ∠ZBG=∠GHB; �ra apì to krit rio th perieqomènhgwn�a prokÔptei △GHB=△BZG.Kai katal gei o Eukle�dh:E�n dÔo tr�gwna èqoun ti dÔo pleurè ant�stoiqa �se kai ti perieqìme-ne apì ti �se euje�e gwn�e ant�stoiqa �se, tìte èqoun kai ti ant�stoiqeb�sei �se, kai ta dÔo tr�gwna e�nai �sa, kai oi loipè gwn�e oi opoiè upote�-nontai apì ti �se pleurè e�nai �se me ti ant�stoiqe loipè gwn�e, O.E.D.

2. Ax�zoun na sqoliasjoÔn oi dÔo parak�tw trìpoi apìdeixh th Prìtasha' 5. H pr¸th ofe�letai ston Prìklo pou jewre� shme�a D kai E ep�nw stiAB, AG ant�stoiqa, ant� na proekte�nei ti AB, AG. Kat� ta �lla akolouje�thn apìdeixh tou Eukle�dh.O P�ppo d�dei thn parak�tw endiafèrousa apìdeixh:Apìdeixh th Prìtash a' 5.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 23'Estw ABG èna isoskelè tr�gwno, ìpou AB e�nai �sh me thn AG. Ajewr soume autì to tr�gwno w dÔo tr�gwna kai epiqeirhmatologoÔme w ex :AfoÔ AB=AG, kai AG=AB oi dÔo pleurè AB, AG e�nai ant�stoiqa �seme ti AG, AB. Ep�sh ∠BAG=∠GAB, diìti e�nai h �dia.'Ara ìla ta ant�stoiqa mèrh tou trig¸nou e�nai �sa, epakrib¸ BG=GB,
△ABG=△AGB, ∠ABG=∠AGB, ∠AGB=∠ABG, diìti oi �se pleurè AB, AGupote�nontai apì ti autè ti gwn�e. 'Ara oi par� thn b�sh gwn�e isoskeloÔtrig¸nou e�nai �se, O.E.D. 23.3.1 Prot�sei a' 7�15Sti Prot�sei 7 kai 8 o Eukle�dh apodeiknÔei to krit rio isìthta twntri¸n pleur¸n, qrhsimopoi¸nta thn mèjodo th enapìjesh gia deÔterh for�.Oi Prot�sei 9�15 e�nai afierwmène sti koinè kataskeuè kai prwtarqikèprot�sei th epipedometr�a: diqotìmhsh gwni¸n kai eujÔgrammwn tmhm�twn,kataskeu  mesokajètwn, paraplhrwmatik¸n kai orj¸n gwni¸n.Prìtash a' 16.E�n k�poia apì ti pleurè k�je trig¸nou proektaje�, h exwterik  gwn�ae�nai megalÔterh apì k�je m�a twn eswterik¸n kai apènanti gwni¸n.Isqurismì. α = ∠BAG< δ = ∠DGA.Kataskeu . DiqotomoÔme thn AG sto E, fèrnoume thn BE kai thnproekte�noume ètsi ¸ste BE=EZ, en¸noume to G me to Z, kai èstw α′ = ∠ZGE.Apìdeixh1. To tr�gwno ABE e�nai �so me to GZE apì to krit rio th perieqìmenhgwn�a. 'Ara α = α′2. All� h α′ e�nai mèro th δ. 'Ara α = α′ < δ apì thn koin  ènnoia 5,O.E.D. 2E�n o Eukle�dh e�qe sth di�jes  tou th jewr�a twn parall lwn se autìto shme�o, h Prìtash a' 16 ja proèkupte w tetrimmèno pìrisma th Prìtasha' 32 per� tou ajro�smato twn gwni¸n trig¸nou! Blèpoume ìmw pìso prose-ktik� proqwr�. A suzht soume se autì to shme�o th gènnesh th apìdeixhth Prìtash a' 16 me thn bo jeia twn parall lwn.
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Sq ma 3.3: Prìtash a' 16.
H apìdeixh e�nai pr�gmati eufu . K�poio mpore� na de� pw o suggrafèae�qe thn idèa: Apl� prosjèste thn AZ sto sq ma. A�fnh, blèpoume ènaparallhlìgrammo ABGZ p�sw apì thn apìdeixh th Prìtash a' 16. Se autìto st�dio ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume par�llhle kai na èqoume α =

α′; h AG tèmnei ti dÔo par�llhle AZ kai BG. Epiplèon to E ja e�nai to shme�otom  twn diagwn�wn. Par' ìla aut�, kai aut  e�nai h ousiastik  idèa, gia naapode�xoume thn Prìtash a' 16 e�nai dunatì na apofÔgoume ti par�llhle kaina qrhsimopoi soume to krit rio isìthta a' 4. 20Apì thn �llh, up�rqei èna q�sma sthn apìdeixh. O isqurismì ìti h α′e�nai mèro th δ den dikaiologe�tai apì ta axi¸mata. Epiplèon h prìtash denisqÔei se �lle gewmetr�e, ìpw l.q. h sfairik .2120Η επιδεξιότητα του Ευκλείδη φαίνεται από την ικανότητά του να συνδέσει την α΄ 16 με το
σημαντικό θεώρημα α΄ 20, την τριγωνική ανισότητα και την α΄ 27, την ύπαρξη των παραλλήλων21Ο Μενέλαος, που έγραψε περί σφαιρικής γεωμετρίας το 100 μ.Χ. σίγουρα ήξερε το
φαινόμενο.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 253.3.2 Prot�sei a' 17�20H Prìtash a' 17 e�nai pìrisma th a' 16. P�li, e�nai m�a asjen  ekdoq  tha' 32 per� tou ajro�smato gwni¸n trig¸nou:Prìtash a' 17.To �jroisma twn dÔo gwni¸n k�je trig¸nou e�nai mikrìtero apì dÔo orjè,me ìpoio trìpo kai an autè lhfjoÔn.

Sq ma 3.4: Prìtash a' 17.H Prìtash a' 18 ma lèei ìti se k�je tr�gwno h megalÔterh pleur� u-pote�nei th megalÔterh gwn�a, kai h a' 19 e�nai h ant�strof  th. Autè oiprot�sei odhgoÔn sthn per�fhmh trigwnik  anisìthta:Prìtash a' 20.To �jroisma twn dÔo pleur¸n k�je trig¸nou e�nai p�nta megalÔtero apìthn �llh pleur�, me ìpoio trìpo kai an autè lhfjoÔn.Sqoli�zei o Prìklo:Oi EpikoÔreioi pou jèloun na geloiopoi soun autì to je¸rhma, lène ìtie�nai profanè akìma kai se èna g�̈idaro kai den qrei�zetai apìdeixh. . . kai tosumpera�noun autì apì thn parat rhsh ìti, e�n to staqu topojethje� sto èna�kro mia pleur�, èna peinasmèno g�̈idaro pou br�sketai sto �llo �kroth pleur� ja perpat sei p�nw sthn pleur� pou br�sketai kai den ja p�eisto st�qu mèsw twn dÔo �llwn! 2222Οι σημερινοί Επικούρειοι θα μπορούσαν ίσως να προσθέσουν κάτι για αυτούς που δια-
σχίζουν το γρασσίδι για συντομία, κατά τον τρόπο του γα̈ιδάρου. . .



26 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAO Prìklo apant� swst� ìti m�a apl  ant�lhyh th al jeia den apo-tele� episthmonik  apìdeixh. Sthn per�ptwsh th Eukle�deia Gewmetr�a, htrigwnik  anisìthta mpore� pr�gmati na paraqje� apì ta �lla ex�sou eÔlogaaxi¸mata. Apì thn �llh, oi EpikoÔreioi kerd�zoun sthn sÔgqronh jewr�a twnmetrik¸n q¸rwn ìpou h trigwnik  anisìthta e�nai to jemeli¸de ax�wma touìlou oikodom mato.3.3.3 Prot�sei a' 21�26.Trei apì ti enapome�nase prot�sei tou Mèrou A aforoÔn sti kajolikèsqèsei metaxÔ pleur¸n kai gwni¸n enì trig¸nou (21, 24, 25. H Prìtash a'22 d�dei thn kataskeu  enì trig¸nou apì ti pleurè tou, upì thn sunj kh ìtiisqÔei h trigwnik  anisìthta. O Eukle�dh to qrhsimopoie� autì sthn Prìtasha' 23 gia na de�xei pw antigr�foume m�a gwn�a. Ta upìloipa krit ria isìthtatrig¸nwn proskoll¸ntai sthn a' 26 w èna e�do qalaroÔ �krou.3.4 Bibl�o a', Mèro B: Jewr�a twn paral-l lwnLègei o Orismì a' 23 tou Eukle�dh gia ti par�llhle euje�e:23Par�llhle e�nai oi euje�e, oi opo�e e�nai sto �dio ep�pedo kai proekteinì-mene ape�rw24 kai apì ta dÔo mèrh 25 den sump�ptoun metaxÔ tou se kanènaapì aut� (ta mèrh).Sqetikì me ti par�llhle euje�e e�nai to per�fhmo 5o A�thma:26Ax�wma 5. Kai e�n m�a euje�a emp�ptei27 se dÔo �lle euje�e ètsi ¸steto �jroisma twn28 entì kai ep� ta aut� mèrh gwni¸n29 na e�nai mikrìtero twn23Κατά τον Αριστοτέλη, παράλληλες ευθείες είναι αυτές που δεν τέμνονται. Για διάφορους
άλλους ορισμούς, αρχαίους και σύγχρονους, παραπέμπουμε στον Heath, Vol I, σελ. 190.24Ο Ευκλείδης λέγει εκβαλλόμεναι εις άπειρον. Δεν μεταφράζουμε όμως προεκτεινόμενες
στο άπειρο διότι τότε θα πρέπει να ορίσουμε το ‘άπειρο’. Η μετάφρασή μας απλώς σημαίνει
‘απεριόριστα’.25Δηλαδή από κάθε μία κατεύθυνση.26Το Κεφάλαιο 4 που ακολουθεί είναι αφιερωμένο στην ιστορία του 5ου Αιτήματος.27=διασχίζει, τέμνει. Στα επόμενα διατηρούμε το Ευκλείδειο ‘εμπίπτει’ αντί του ‘τέμνει’.28Ο Ευκλείδης δεν γράφει την λέξη ‘άθροισμα’ αλλα την εννοεί σαφώς.29Αφήνουμε αμετάφραστο τπ ‘εντός και επί τα αυτά μέρη γωνιών’ αντί του ‘εσωτερικών



3.4. BIBL�IO A�, M�EROS B: PAR�ALLHLES 27dÔo orj¸n, tìte sthn �peirh proèktas  tou oi dÔo euje�e tèmnontai apì tomèro pou to �jroisma twn gwni¸n e�nai mikrìtero twn dÔo orj¸n.M�a isodÔnamh ekdoq  tou 5ou Ait mato pou qrhsimopoie�tai sthn sÔg-qronh gewmetr�a mpore� na diatupwje� w ex :'Estw euje�a e kai shme�o S ektì aut . Up�rqei monadik  euje�a e'pou dièrqetai apì to S kai e�nai par�llhlh me thn e.H an�gkh tou Eukle�dh na eis�gei to 5o A�thma,  tan gia na apode�xei thnPrìtash a' 29. Prin apì aut n apodeiknÔei thnPrìtash a' 27.30E�n m�a euje�a emp�ptei se dÔo �lle euje�e ètsi ¸ste oi enall�x31 gw-n�e32 e�nai �se metaxÔ tou, tìte oi dÔo euje�e ja e�nai par�llhle metaxÔtou. 33Diìti e�n AB kai GD e�nai oi euje�e kai EZ e�nai h emp�ptousa, tìteoi enall�x gwn�e AEZ, EZD e�nai �se metaxÔ tou. Lègw ìti h AB e�naipar�llhlh me thn GD.ApìdeixhDiìti an den  tan, proekteinìmene oi AB kai GD ja sumpèsoun e�te apìto mèro twn B kai D,   apì twn B kai G.34A proektajoÔn kai sumpèsoun sto H apì to mèro twn B kai D.
και από το ίδιο μέρος γωνιών’.30Η Πρόταση αυτή όπως και η ακόλουθη α΄ 28 ήταν γνωστές στον Αριστοτέλη.31Προφανώς εννοεί τις εντός εναλλάξ32Από την δεύτερη εκφώνηση που ακολουθεί, φαίνεται ότι εννοεί τις εντός εναλλάξ γωνίες.33Ο Ντε Μόργκαν παρατήρησε ότι η Πρόταση α΄ 27 είναι λογικά ισοδύναμη της Πρότασης
α΄ 16: ΄Εστω Α η πρόταση ευθείες σχηματίζουν τρίγωνο με μία εμπίπτουσα και Β η πρό-
ταση ευθείες σχηματίζουν γωνίες με μία εμπίπτουσα στο ίδιο μέρος που το άθροισμα των
εσωτερικών γωνιών είναι μικρότερο από δύο ορθές, έχουμε

A =⇒ B

του οποίου το λογικό ισοδύναμο είναι

όχι B =⇒ όχι A.34Λόγω του Ορισμού 23.
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Sq ma 3.5: Prìtash a' 27.Tìte sto tr�gwno HEZ h exwterik  gwn�a AEZ prèpei na e�nai �sh me thneswterik  kai apènanti gwn�a EZH; pr�gma adÔnato.35'Ara proekteinìmene oi AB kai GD den sump�ptoun apì to mèro twn B kaiD. 'Omoia mpore� na deiqje� ìti den sump�ptoun kai apì to mèro twn A kai G.All� euje�e pou den sump�ptoun apì kanèna mèro e�nai par�llhle; �rah AB e�nai par�llhlh me thn GD.'Ara e�n m�a euje�a tèmnei dÔo �lle euje�e ètsi ¸ste oi enall�x gwn�ee�nai �se metaxÔ tou, tìte oi dÔo euje�e ja e�nai par�llhle metaxÔ tou,O.E.D. 2H Prìtash a' 28 e�nai m�a qr simh parallag  th 27:Prìtash a' 28.E�n m�a euje�a emp�ptei se dÔo �lle euje�e ètsi ¸ste oi entì kai ep� taaut� mèrh gwn�e e�nai �se metaxÔ tou,   to �jroisma twn entì ektì kaiep� ta aut� mèrh gwni¸n e�nai �so me dÔo orjè, tìte oi dÔo euje�e ja e�naipar�llhle metaxÔ tou.To 5o Ax�wma qrhsimopoie�tai t¸ra gia thn apìdeixh th Prìtash a' 29.Prìtash a' 29.H euje�a pou emp�ptei se dÔo par�llhle euje�e k�nei ti enall�x gwn�e�se kai thn ektì me thn entì kai apènanti �se kai tì �jroisma twn entìkai ep� ta aut� mèrh gwni¸n �so me dÔo orjè.Diìti èstw ìti h euje�a EZ emp�ptei sti par�llhle euje�e AB, GD; lègwìti k�nei ti enall�x gwn�e AHJ, HJD �se kai thn ektì gwn�a EHB �sh35Από την Πρόταση α΄ 16.
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Sq ma 3.6: Prìtash a' 28.me thn entì kai apènanti gwn�a HJD kai tì �jroisma twn entì kai ep� taaut� mèrh gwni¸n BHJ, HJD �so me dÔo orjè.

Sq ma 3.7: Prìtash a' 29.Apìdeixh.Diìti èstw oti oi gwn�e AHJ, HJD e�nai �nise. Tìte m�a apì autè jae�nai megalÔterh.'Estw ìti h megalÔterh e�nai h AHJ. 'Estw ìti h BHJ prost�jetai kaisti dÔo; �ra to �jroisma twn AHJ, BHJ e�nai megalÔtero apì to �jroisma



30 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAtwn BHJ, HJD.All� to �jroisma twn AHJ, BHJ e�nai �so me dÔo orjè. 'Ara to �jroismatwn BHJ, HJD e�nai mikrìtero apì dÔo orjè.Oi euje�e pou proekte�nontai ape�rw apì eswterikè gwn�e twn opo�wnto �jroisma e�nai mikrìtero twn dÔo orj¸n sump�ptoun.36 'Ara oi �peireproekt�sei twn AB, GD ja sumpèsoun; all� den sump�ptoun, diìti upotèjhkeìti autè e�nai par�llhle.'Ara den e�nai �nise oi AHJ, HJD, �ra e�nai �se. All� h AHJ e�nai �shme thn EHB; kai h EHB e�nai �sh me thn HJD. Prost�jetai kai sti dÔo hBHJ; �ra (to �jroisma twn EHB, BHJ) isoÔtai me to �jroisma twn BHJ,JHD. All� to �jroisma twn EHB, BHJ isoÔtai me dÔo orjè, �ra kai to�jroisma twn BHJ, HJD isoÔtai me dÔo orjè.'Ara, h euje�a pou emp�ptei se dÔo par�llhle euje�e k�nei ti enall�xgwn�e �se kai thn ektì me thn entì kai apènanti �se kai tì �jroisma twnentì kai ep� ta aut� mèrh gwni¸n �so me dÔo orjè; O.E.D. 2H Prìtash a' 30 de�qnei thn metabatikìthta th parallhl�a kai h Prìtasha' 31 exereun� thn kataskeu  parall lwn apì enall�x gwn�e.Prìtash a' 32.Se k�je tr�gwno, e�n m�a pleur� tou proektaje�, tìte h exwterik  gwn�ae�nai �sh me to �jroisma twn dÔo apènanti eswterik¸n gwni¸n, kai to �jroismatwn tri¸n eswterik¸n gwni¸n tou trig¸nou e�nai �so me dÔo orjè.'Estw tr�gwno to ABG, kai èstw ìti h m�a pleur� tou BG proekte�netaiep� to D; lègw ìti h exwterik  gwn�a AGD e�nai �sh me to �jroisma twn dÔoeswterik¸n kai apènanti gwni¸n GAB kai ABG, kai to �jroisma twn tri¸neswterik¸n gwni¸n tou trig¸nou ABG, BGA kai GAB e�nai �so me dÔo orjè.Apìdeixh.A aqje� apì to shme�o G euje�a GE par�llhlh sthn AB.37Kai epeid  h AB e�nai par�llhlh sthn GE, kai emp�ptei se autè h AG, oienall�x gwn�e BAG, AGE e�nai �se metaxÔ tou.38P�li, epeid  h AB e�nai par�llhlh sthn GE, kai emp�ptei se autè h BD,h exwterik  gwn�a EGD e�nai �sh me thn eswterik  kai apènanti ABG.3936Λόγω του 5ου Αξιώματος.37Πρόταση α΄ 31.38Πρόταση α΄ 29.39ό.π.
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Sq ma 3.8: Prìtash a' 32.All� de�qjhke ìti kai h AGE e�nai �sh me thn BAG; �ra ìlh h AGD gwn�ae�nai �sh me to �jroisma twn dÔo eswterik¸n kai apènanti gwni¸n BAG kaiABG.Prost�jetai se autè h AGB; �ra to �jroisma twn AGD kai AGB e�nai �some to �jroisma twn ABG, BGA kai GAB.All� to �jroisma twn AGD kai AGB e�nai �so me dÔo orjè.40 'Ara kai to�jroisma twn ABG, BGA kai GAB e�nai �so me dÔo orjè.'Ara, se k�je tr�gwno, e�n m�a pleur� tou proektaje�, tìte h exwterik gwn�a e�nai �sh me to �jroisma twn dÔo apènanti eswterik¸n gwni¸n, kai to�jroisma twn tri¸n eswterik¸n gwni¸n tou trig¸nou e�nai �so me dÔo orjè,O.E.D. 2To �jroisma twn gwni¸n enì trig¸nou e�nai h shmantikìterh kai jemeliw-dèsterh anallo�wth sth sÔgqronh gewmetr�a. Anex�rthta apì to sq ma toutrig¸nou, to �jroisma twn gwni¸n tou ja e�nai p�ntote �so me dÔo orjè ( 180 mo�re,   π.) ToÔto qrhsimopoie�tai tìso suqn� pou te�noume na lhsmo-noÔme th shmas�a tou. O Heath gr�fei ìti to apotèlesma autì anakalÔfjhkesta polÔ pr¸̈ima st�dia th Ellhnik  gewmetr�a. Gia thn istor�a tou èqoungr�yei o Eutìkio, o Prìklo kai o Diogènh Laèrtio.41M�a pr¸th �mesh ep�ptwsh e�nai o tÔpo gia to �jroisma twn eswterik¸ngwni¸n enì kurtoÔ polug¸nou. E�n autì èqei n korufè, mporei na tmhje� se40Πρόταση α΄ 1341Βλ. Heath, Vol. I, p.317–322.
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n− 2 tr�gwna kai èqei �jroisma gwni¸n �so me 2(n− 2) orjè (= (n− 2)π).42H Prìtash a' 32 èqei argìtera pa�xei rìlo kai sth filosof�a. Anafèrei oEmmanou l Kant sthn Kritik  tou KajaroÔ Lìgou ìti, h prìtash aut  e�naih pemptous�a autoÔ pou kale� �sunjetik  ek twn protèrwn kr�sh�, dhlad ,e�nai èna sumpèrasma apìluth bebaiìthta, anex�rthto th empeir�a, pouprosjètei sthn gn¸sh ma.O Gi�komp St�̈iner (1796�1863) br ke m�a polÔ shmantik  apìrroia thPrìtash a' 32. Qrhsimopo�hse ton tÔpo (n − 2)π gia na d¸sei m�a apl apìdeixh tou tÔpou tou 'Oüler gia ta kurt� polÔedra: E�n èna tètoio polÔedroèqei K korufè, A akmè kai E èdre, tìte

K + E − A = 2.Sunep¸, h apl  anallo�wto twn trig¸nwn proqwr� tìso makru� ìso mè-qri thn apìdeixh m�a ek twn plèon shmantik¸n analloi¸twn thn sÔgqronhalgebrik  topolog�a, th qarakthristik  'Oüler, sthn pr¸th endeiktik per�ptwsh twn kurt¸n poluèdrwn.3.5 Bibl�o a', Mèro G: Parallhlìgrammakai embad� touSto Mèro G tou Bibl�ou a' br�skoume m�a susthmatik  melèth twn susqet�se-wn twn ennoi¸n th �parallhl�a � kai tou ��sou perieqomènou�. O Eukle�dhor�zei diafìrwn eid¸n tetr�pleura sq mata ston Orismì 22, all� ìqi ta pa-rallhlìgramma pou despìzoun se autì to G Mèro. Ant� gi autì, ta eis�geimaz� me ti basikè tou idiìthte th summetr�a sti Prot�sei 33 kai 34.Prìtash a' 33.Oi euje�e pou sundèoun ep� ta aut� mèrh �se kai par�llhle euje�e, e�naikai metaxÔ tou �se kai par�llhle.4342Αυτό αποδεικνύεται από τον Πρόκλο στα σχόλιά του στην Πρόταση α΄ 32. Μάλιστα
προσθέτει: ..η ιδιότητα ότι το άθροισμα των εσωτερικών γωνιών ισούται με δύο ορθές είναι
μία ουσιαστική ιδιότητα για (χαρακτηρίζει) ένα τρίγωνο. Ο όρος ουσιαστική ιδιότητα είναι
αριστοτέλειος.43Σύμφωνα με τον Πρόκλο, η πρόταση αυτή είναι ο συνδετικός κρίκος της θεωρίας των
παραλλήλων και της διαπραγμάτευσης των παραλληλογράμμων. Διότι, ενώ μιλά μόνο για
παράλληλες και ίσες ευθείες που συνδέονται επί τα αυτά μέρη, δίδει, χωρίς να το εκφράζει



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 33'Estw ìti oi AB, GD e�nai �se kai par�llhle, kai èstw oi euje�e AG,BD pou ti sundèoun ep� ta aut� mèrh; lègw ìti kai oi AG, BD e�nai �se kaipar�llhle.

Sq ma 3.9: Prìtash a' 33.Apìdeixh.A sundeje� h BG. Kai epeid  h AB e�nai par�llhlh me thn GD, kai h BGèqei empèsei se autè, oi enall�x gwn�e ABG, BGD e�nai �se metaxÔ tou.Kai epeid  h AB e�nai �sh me thn GD kai h BG e�nai koin , oi AB, BG e�nai�se me ti DG, GB.Kai h ABG gwn�a e�nai �sh me th BGD. 'Ara h b�sh AG e�nai �sh me th b�shBD, kai to tr�gwno ABG e�nai �so me to tr�gwno BGD, kai oi loipè gwn�eapì ti opo�e upote�nontai oi �se pleurè e�nai ant�stoiqa �se me ti loipègwn�e.'Ara h gwn�a AGB e�nai �sh me th GBD. Kai epeid  h emp�ptousa BG stidÔo euje�e AG, BD k�nei ti enall�x gwn�e metaxÔ tou �se, h AG e�naipar�llhlh me thn BD. De�qjhke de ìti kai h AG e�nai �sh me thn BD.'Ara, oi euje�e pou sundèoun ti �se kai par�llhle ep� ta aut� mèrheuje�e, e�nai kai metaxÔ tou �se kai par�llhle, O.E.D. 2Prìtash a' 34.
ρητά, την κατασκευή του παραλληλογράμμου. ΄Ετσι, στην επόμενη ακριβώς πρόταση, αναφέρει
‘παραλληλόγραμμα χωρία’ χωρίς καμμία άλλη εξήγηση.



34 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAOi apènanti pleurè kai oi apènanti gwn�e twn parallhlogr�mmwn44 e�nai�se metaxÔ tou, kai h di�metro45 ta diqotome�.'Opw blèpoume sthn parap�nw prìtash, o Eukle�dh mil� saf¸ gia em-bad� qwr� na anafèrei thn lèxh aut  kajeaut  oÔte ed¸, all� oÔte kaisti epìmene prot�sei. Stn kajhmerin  tou zw  oi 'Ellhne metroÔsan tiperious�e tou ��llwste h lèxh gewmetr�a shma�nei akrib¸ autì� dhlad prosartoÔsan ènan arijmì se k�poio sugkekrimèno (polugwnikì) sq ma. Stamajhmatik� xèroume ìti autì den e�nai t�pote �llo apì m�a sun�rthsh; mola-taÔta h ènnoia th sun�rthsh e�nai xènh sta Stoiqe�a. O Eukle�dh den thqrhsimopoie� kai akìmh, den qrhsimopoiei kanenì e�dou tÔpou pou ja ìri-zan endeqomènw k�poie sunart sei. Lègei o Hartshorne sto Kef. I.3 toubibl�ou tou The Theory of Area:Apì ton trìpo pou qrhsimopoie� o Eukle�dh thn ènnoia tou embadoÔ,sun�getai ìti thn jewre� w m�a sqèsh isodunam�a pou ikanopoie� ti koinèènnoie. Eidikìtera:1. 'Isa qwr�a èqoun �so perieqìmeno.2. E�n dÔo qwr�a èqoun �so perieqìmeno me k�poio tr�to, tìte èqoun �soperieqìmeno.3. E�n zeÔgh qwr�wn �sou perieqomènou prostejoÔn kat� trìpon ¸stena mhn epikalÔptontai gia na sqhmat�soun megalÔtera qwr�a, tìte taprokÔptonta qwr�a e�nai �sou perieqomènou.4. To �dio kai gia thn afa�resh sqhm�twn. Shmeiwtèon ìti h isìthta perie-qomènou twn afairoumènwn qwr�wn den exart�tai apì to pou afairoÔntaita qwr�a aut�.44Ο Ευκλείδης λέγει ‘των παραλληλογράμμων χωρίων’ και με τον όρο αυτό εννοεί χωρία
φραγμένα από παράλληλες ευθείες με τον επιπλέον περιορισμό ότι κάτι τέτοιο μπορεί να ισχύει
μόνο για τετράπλευρα σχήματα. Ο όρος ‘παραλληλόγραμμο’ είναι Ευκλείδειος, σύμφωνα με
τον Πρόκλο.45=διαγώνιος του παραλληλογράμμου. Ο όρος ‘διάμετρος ’ χρησιμοπιήθηκε παντοιοτρόπως
από τους μαθηματικούς της αρχαιότητας. Λέγει λόγου χάρη ο Απολλώνιος στα ‘Κωνικά’:
Σε κάθε καμφθείσα καμπύλη του επιπέδου, ονομάζω διάμετρο κάθε ευθεία που φερόμενη από
την δοθείσα καμπύλη, διχοτομεί όλες τις ευθείες (χορδές) που φέρονται από την καμπύλη
προς δοθείσα ευθεία. Εδώ καμπύλη είναι, όπως λ.χ, στον Αρχιμήδη, κάθε σύνθετη γραμμή
που αποτελείται από ευθείες και καμπύλες που συνδέονται με οποιοδήποτε τρόπο μεταξύτους.



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 355. Hmiqwr�a qwr�wn �sou perieqomènou èqoun �so perieqìmeno.466. To ìlon e�nai megalÔtero tou mèrou, to opo�o sthn per�ptwsh aut shma�nei ìti e�n èna qwr�o perièqetai pl rw se èna �llo, tìte ta dÔoqwr�a den mpore� na e�nai �sou perieqomènou.47ProkÔptei ìti sto shme�o autì o Eukle�dh eis�gei m�a nèa mh orismènh ènnoia,aut  tou �sou perieqomènou,   th isìthta ìpw lègei o �dio, kai qrhsimopoie�ti parap�nw idiìthte w nèa axi¸mata pou qarakthr�zoun thn ènnoia aut .Prìtash a' 35.48Ta parallhlìgramma pou br�skontai sthn �dia b�sh kai metaxÔ twn �diwnparall lwn e�nai �sa metaxÔ tou.'Estw parallhlìgramma ta ABGD, EBGZ p�nw sthn �dia b�sh BG kaimetaxÔ twn �diwn parall lwn, twn AZ, BG; lègw ìti to ABGD e�nai �so me toparallhlìgrammo EBGZ.

Sq ma 3.10: Prìtash a' 35.Apìdeixh.46Αυτό χρησιμοποιείται στην απόδειξη της Πρότασης α΄ 37.47Τούτο χρησιμοποιείται στην απόδειξη της Πρότασης α΄ 39.48Ο Πρόκλος λέγει, ότι τούτη η πρόταση είανι το πρώτο τοπικόν θεώρημα του Ευκλείδη:
δηλαδή αναφέρεται σε γεωμετρικούς τόπους. Το σχόλιο του Πρόκλου είναι σημαντικό, διό-
τι, στον ίδιο, τον Ευτόκιο και τον Πάππο μπορούμε μόνο να βασιστούμε για το οτιδήποτε
είναι γνωστό από την αρχαιότητα περί γεωμετρικών τόπων. Αλλά ας δούμε τον ορισμό του
Πρόκλου: Καλώ τόπον γραμμής ή επιφανείας θέσιν ποιούσαν έν και το αυτόν σύμπτωμα.



36 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IADiìti epeid  to ABGD e�nai parallhlìgrammo, h AD e�nai �sh me thn BG.Gia ton �dio lìgo, h EZ e�nai �sh me thn BG. 'Wste kai h AD e�nai �sh me thnEZ, kai e�nai koin  h DE; �ra ìlh h AE e�nai �sh me ìlh thn DZ.E�nai ìmw kai h AB �sh me thn DG; �ra oi EA, AB e�nai ant�stoiqa �seme ti ZD, DG.Kai h entì gwn�a ZDG e�nai �sh me thn ektì gwn�a EAB. 'Ara h b�sh EBe�nai �sh me th b�sh ZG kai to tr�gwno EAB e�nai �so me to tr�gwno DZG.Afaire�tai to koinì DHE; to loipì trapèzio ABHD e�nai �so me to loipìtrapèzio EHGZ, kai e�nai koinì to HBG tr�gwno. 'Ara ìlo to parallhlìgrammoABGD e�nai �so me ìlo to parallhlìgrammo EBGZ.'Ara, ta parallhlìgramma pou br�skontai sthn �dia b�sh kai metaxÔ twn�diwn parall lwn e�nai �sa metaxÔ tou, O.E.D. 2Parallag  th parap�nw prìtash e�nai hPrìtash a' 36.Ta parallhlìgramma pou br�skontai se �se b�sei kai metaxÔ twn �diwnparall lwn e�nai �sa metaxÔ tou.49Oi Prìt�sei a' 37�40 lène parìmoia pr�gmata gia tr�gwna, kai h Prìtasha' 41 sundèei parallhlìgramma kai tr�gwna.Sto shme�o autì h jewr�a tou �sou perieqomènou diaklad¸netai se dÔokateujÔnsei. O pr¸to kl�do odhge� kateuje�an sto Pujagìreio Je¸rhma(Prot�sei a' 46�48) kai o deÔtero kl�do mèsw twn Prot�sewn a' 42�45sto shmantikì apotèlesma th Prìtash b' 14: E�nai dunatì na kataskeuaste�tetr�gwno �sou perieqomènou me opoiod pote tetr�pleuro qwr�o. 'H me �llalìgia: Oiod pote tetr�pleuro tetragwn�zetai.Sth gramm  tou Eukle�dh, suzhtoÔme parak�tw ti Prot�sei a' 42�45 twnopo�wn oi sunèqeie br�skontai sto Bibl�o b'.Prìtash a' 42.49Σύμφωνα με τον Πρόκλο, οι Προτάσεις α΄ 35 και 36 ανήκουν σε αυτό που οι Αρχαίοι
΄Ελληνες ονόμαζαν ο ‘παράδοξος τόπος ’· υπό την έννοια ότι φαίνεται παράδοξο στον αρχάριο
ότι το εμβαδόν του παραλληλογράμμου παραμένει αναλλοίωτο, ενώ κάποια μήκη πλευρών
μπορούν να αυξηθούν απεριόριστα! Ο ‘παράδοξος τόπος ’, ή ‘τόπος αναλυόμενος ’, ή ‘τόπος
αστρονομούμενος ’ ήταν η συλλογή τέτοιων προτάσεων, σε αντιστοιχία με τα δείγματα των
Στω̈ικών.



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 37Na kataskeuaste�, se doje�sa eujÔgrammh gwn�a, 50 parallhlìgrammo �some dojèn tr�gwno.H apìdeixh e�nai arket� eÔkolh. Dèste kai to parak�tw sq ma ìpou d�detaito △ABG, h ∠ZEG kai to E e�nai to mèson tou BG.

Sq ma 3.11: Prìtash a' 42.Prìtash a' 43.Se k�je parallhlìgrammo, ta paraplhr¸mata51 twn parallhlogr�mmwngÔrw apì th diag¸nio e�nai ísa metaxÔ tou.To parak�tw sq ma (sq ma 11)qrhsimopoie�tai xan� kai xan� sta Stoiqe�asthn �orjog¸ni�� tou èkdosh. M�lista, arketè forè o Eukle�dh to kale�50Η δοθείσα γωνία θα είναι ορθή στις επόμενες εφαρμογές του Ευκλείδη. Για αυτό το
λόγο, μπορούμε κάλλιστα να περιοριστούμε σ΄ αυτήν την περίπτωση στις επόμενες προτάσεις.
Δηλαδή στις Προτάσεις α΄ 43–45 μπορούμε να αντικαταστήσουμε τα ‘παραλληλόγραμμο’ και
‘δοθείσα γωνία’ με τα ‘ορθογώνιο’ και ‘ορθή γωνία’, αντίστοιχα. Το Βιβλίο β΄ ασχολείται
μόνο με ορθογώνια.51Ο όρος αυτός εξηγείται παρακάτω.



38 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAapl¸ �to sq ma�. To shme�o K th diagwn�ou tou ABGD kai oi euje�e EZ,HJ e�nai par�llhle me ti pleurè. O Eukle�dh dhl¸nei to BHKE apl¸me BK kai to KZDJ me KD. ToÔta ta parallhlìgramma e�nai ta �legìmenaparaplhr¸mata�.

Sq ma 3.12: Prìtash a' 43.Apìdeixh th Prìtash a' 43.Apì thn Prìtash a' 34, △ABG=△DAG. Parìmoia, △HKG=△ZKG kai
△AEG=△KHA. Afair¸nta ta dÔo mikrìtera tr�gwna apì to megalÔtero sek�je pleur� th diagwn�ou, prokÔptei to apotèlesma. 2Prìtash a' 44.Na efarmoste�52 parallhlìgrammo �so me dojèn tr�gwno ep�nw se doje�saeuje�a me dedomènh gwn�a.Kataskeu . 'Estw to △G kai h euje�a AB ìpw sto sq ma 3.12. Ka-taskeu�zoume parallhlìgrammo BEZH �sou perieqomènou me to △G mèsw thPrìtash a' 42. To topojetoÔme ètsi ¸ste h BE na e�nei proèktash th ABkai kataskeu�zoume to BHJA. Proekte�noume ti ZE kai JB mèqri na sunan-thjoÔn sto K.53 Sumplhr¸noume t¸ra to sq ma. To BMAL èqei pleur� thnAB kai lìgw th Prìtash a' 43 e�nai �sou perieqiomènou me to BEZH.Prìtash a' 45.52Λέγοντας ‘εφαρμοστεί’, ο Ευκλείδης εννοεί να κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο με πλευ-
ρά τη δοθείσα, γωνία τη δοθείσα, και εμβαδό ίσο με αυτό του δοθέντος τριγώνου.53Ο Ευκλείδης δείχνει ότι τούτο επιτυγχάνεψαι λόγω του 5ου αξιώματος.



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 39

Sq ma 3.13: Prìtash a' 44.Na kataskeuaste� parallhlìgrammo �so me dojèn eujÔgrammo qwr�o54 mededomènh gwn�a.O Eukle�dh qwr�zei to tetr�pleuro se dÔo tr�gwna, kai mèsw th Prì-tash a' 44 ta metasqhmat�zei se dÔo parallhlìgramma pou èqoun m�a koin pleur�. Sundèont� ta, pa�rnei to epijumhto parallhlìgrammo. H apìdeixhg�netai leptomer¸, dikaiolog¸nta k�je th b ma. (Sq ma 3.13).3.5.1 Merik� sqìlia ep�nw sti Prot�sei a' 44/45A qrhsimopoi soume pro stigm  sÔgqronh orolog�a kai a upojèsoume ìti oiProt�sei a' 44/45 anafèrontai se orjog¸nia. To embadìn A tou orjogwn�oume pleurè (m kou) a, b d�detai apì thn A = ab. Sthn a' 44 èstw R to dojènorjog¸nio kai a h doje�sa pleur�. Me aut  th fraseolog�a, to prìblhma tha' 45 den e�nai t�pote �llo apì to na breje� h lÔsh th grammik  ex�swsh
R = ax54Ο Ευκλείδης λέγει ευθυγράμμω, και εννοεί με σύγχρονους όρους ένα κυρτό πλύγωνο.

Είναι ενδιαφέρον το ότι ενώ η απόδειξη ασχολείται μόνο με την περίπτωση του τετραπλεύρου,
περνά εύκολα στην γενική, χρησιμοποιώντας επαγωγή. Εντψπωσιακός επίσης είναι και ο
τριγωνισμός του σχήματος.



40 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAìpou x e�nai h deÔterh pleur� tou epijumhtoÔ nèou trig¸nou. JewroÔmenhupì autì to pr�sma, h a' 45 e�nai �lgebra metamfiesmènh se gewmetr�a. Dene�nai skopì aut¸n twn shmei¸sewn na p�roun jèsh sthn palai� diam�qh twnistorik¸n pou pisteÔoun ìti aut  h ermhne�a den dikaiologe�tai kai e�nai ana-qronistik , kai (k�poiwn) majhmatik¸n pou pisteÔoun ìti oi algebriko� tÔpoiìpw o parap�nw e�nai h isomorfik  eikìna th gewmetrik  kat�stash kai�ra e�nai o swstì trìpo na ermhneÔoume ton Eukle�dh.55 To �dio prìblhmaanakÔptei kai sto Bibl�o st'.

Sq ma 3.14: Prìtash a' 45.
3.6 Bibl�o a', Mèro D: To PujagìreioJe¸rhmaSthn Prìtash a' 46 o Eukle�dh de�qnei pw kataskeu�zetai tetr�gwno ep�nwse doje�sa euje�a; h a' 47 e�nai to per�fhmo Pujagìreio je¸rhma kai h a' 48to ant�strofì tou.Prìtash a' 47.55Οι τελευταίοι είναι οι θιασώτες της λεγόμενης ‘Γεωμετρικής ΄Αλγεβρας ’.



3.6. BIBL�IO A�, M�EROS D: PUJAG�OREIO JE�WRHMA 41Sta orjog¸nia tr�gwna, to tetr�gwno th upote�nousa thn orj  gwn�apleur� e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n pou perièqounthn orj  gwn�a.'Estw orjog¸nio tr�gwno to ABG pou èqei orj  thn gwn�a BAG; lègw ìtito tetr�gwno th BG e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn BA kaiAG.

Sq ma 3.15: Prìtash a' 47. Pujagìreio Je¸rhma.Apìdeixh.Diìti èstw ìti èqei grafe� to tetr�gwno BDEG ep�nw sthn BG, kai taHB, JG ep�nw sti BA, AG.56 Kai apì to A, �getai h AL par�llhlh me k�jem�a apì ti BD, GE kai sundèontai oi AD, ZG.Kai epeid  k�je m�a apì ti gwn�e BAG, BAH e�nai orj , prèpei oi dÔoeuje�e AG, AB pou den br�skontai sto �dio mèro, na k�noun ti efex  gwn�e56 ΄Ολα τα τετράγωνα μπορούν να κατασκευαστούν λόγω της Πρότασης α΄ 46. Επίσης,
τα ΗΒ, ΘΓ είναι τα τετράγωνα ΗΖΒΑ και ΘΑΓΚ αντίστοιχα. Ο Ευκλείδης συνηθίζει να
συμβολίζει τα παραλληλόγραμμα με τα άκρα της μιας διαγωνίου τους.



42 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAme k�poia euje�a AB, sto shme�o A, �se me dÔo orjè. 'Ara h GA br�sketaisthn euje�a AH.57 Gia ton �dio lìgo, kai h BA br�sketai p�nw sthn euje�aAJ.Kai epeid  h gwn�a DBG e�nai �sh me thn ZBA; e�nai h k�je m�a orj ; èstwìti prost�jetai kai sti dÔo h ABG. 'Ara ìlh h DBA e�nai �sh me ìlh thn ZBG.Kai epeid  h men DB e�nai �sh me thn BG, h de ZB me thn BA, prèpei oiDB, BA na e�nai ant�stoiqa �se me ti BG, ZB58 kai h gwn�a DBA �sh me thgwn�a ZBG.'Ara h b�sh AD e�nai �sh me th b�sh ZG, kai to tr�gwno ABD e�nai �so meto tr�gwno ZBG.59Kai e�nai tou men ABD trig¸nou dipl�sio to parallhlìgrammo BL giat�èqoun thn �dia b�sh th BD kai br�skontai kai ta dÔo entì twn �diwn paral-l lwn BD, AL; tou de trig¸nou ZBG e�nai dipl�sio to tetr�gwno HB, diìtip�li èqoun thn �dia b�sh ZB kai br�skontai entì twn �diwn parall lwn ZB,HG.[Ta dipl�sia �swn pragm�twn e�nai �sa.℄60 'Ara to parallhlìgrammo BLe�nai �so me to tetr�gwno HB.61Omo�w, e�n sundejoÔn oi AE, BK, mpore� na deiqje� ìti kai to parallh-lìgrammo GL e�nai �so me to tetr�gwno JG. Àra ìlo to tetr�gwno BDEGe�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn HB, JG. Kai e�nai to men tetr�gwnoBDEG autì pou anagr�fetai apì thn BG, ta de HB, JG aut� pou anagr�-fontai apì ti BA, AG. �Ara to tetr�gwno th pleur� BG e�nai �so me to�jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n BA, AG.'Ara, sta orjog¸nia tr�gwna, to tetr�gwno th upote�nousa thn orj gwn�a pleur� e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n pouperièqoun thn orj  gwn�a, O.E.D. 2Up�rqoun dek�de apode�xei tou Pujagore�ou Jewr mato.62 O Prìklo57Από την Πρόταση α΄ 14. Αυτό είναι το πρώτο αποφασιστικό σημείο της απόδειξης.58ΖΒ, ΒΓ στο αρχαίο κείμενο, κάτι που είναι προφανής παράβλεψη του αντιγραφέα.59Πρόταση α΄ 4.60Εντός παρενθέσεως και στο αρχαίο κείμενο. Πρόκειται περί άλλης μίας κοινής έννοιας.61Εδώ βρίσκεται το δεύτερο αποφασιστικό σημείο της απόδειξης. Ο Ευκλείδης ουσιαστικά
δείχνει ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΖΒΓ είναι αντίστοιχα ίσου περιεχομένου με τα τρίγωνα ΒΖΑ
και ΒΔΛ που δεν φαίνονται στο σχήμα! ΄Ομως, από την Πρόταση α΄ 41, τούτα είναι ίσου
περιεχομένου με τα ΖΒΓ και ΒΑΔ αντίστοιχα.62Δείτε λ. χ. την ιστοσελίδα http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/ για γενικές πλη-
ροφορίες και πατήστε το σύνδεσμο του δεύτερου σχολίου για να δείτε 81(!) αποδείξεις του
Π.Θ.



3.6. BIBL�IO A�, M�EROS D: PUJAG�OREIO JE�WRHMA 43apod�dei thn parap�nw apìdeixh proswpik� ston Eukle�dh. Den up�rqei amfi-bol�a ìti prìkeitai per� enì jaum�siou de�gmato majhmatik  ergas�a; denup�rqoun oÔte eidik� �kìlpa� oÔte qrhsimopoie�tai k�poio tÔpo. Me aplìtrìpo to tetr�gwno HZBA metasqhmat�zetai sto orjog¸nio BL, all� parìlhthn aplìtht� tou, to epiqe�rhma pou upobìskei den e�nai kajìlou tetrimmèno.To Pujagìreio Je¸rhma e�nai tìso jemeli¸de gia ta majhmatik� tou s -mera ìso  tan kai sthn epoq  tou Eukle�dh. E�nai o prìgono ìlwn twndiaforetik¸n eid¸n twn metrik¸n kai twn tetragwnik¸n morf¸n, kai jewrh-m�twn ìpw to sin2 a+ cos2 a = 1. Mèsw th gen�keus  tou, tou nìmou twnsunhmitìnwn, kai tou ant�stoiqou eswterikoÔ ginomènou se dianusmatikoÔq¸rou, to je¸rhma tou Pujagìra dieisdÔei sta majhmatik� tìso makru�ìso ft�nei to m�ti.Prìtash 48.E�n se tr�gwno to tetr�gwno th m�a pleur� e�nai �so me to �jroismatwn tetrag¸nwn twn loip¸n pleur¸n tou trig¸nou, h perieqìmenh apì tiloipè pleurè gwn�a e�nai orj .Giat� èstw to tr�gwno ABG kai ìti to tetr�gwno th mia pler� tou BGe�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n BA, AG tou trig¸nou;lègw ìti h gwn�a BAG e�nai orj .

Sq ma 3.16: Prìtash a' 47. To ant�strofo tou Pujagìreiou Jewr mato.Apìdeixh.'Estw ìti apì to A �getai h AD se orj  jwn�a me thn AG sto shme�o A6363Πρόταση α΄ 11.



44 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAkai èstw ìti h AD e�nai �sh me thn BA64 kai sundèetai h DG.Epeid  h DA e�nai �sh me thn AB, e�nai �so kai to tetr�gwno th DAme to tetr�gwno th AB. Prost�jetai kai sti dÔo to tetr�gwno th AG.'Ara to �jroisma twn tetrag¸nwn twn DA, AG e�nai �so me to �jroisma twntetrag¸nwn twn BA, AG.All� to tetr�gwno th men DG e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwntwn DA kai AG; diìti h gwn�a DAG e�nai orj .65 To tetr�gwno th de BGe�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn BA, AG, diìti upotèjhke.'Ara to tetr�gwno th DG e�nai �so me to tetr�gwno th BG, �ra h pleuraDG e�nai �sh me thn BG;66 kai epeid  h DA e�nai �sh me thn AB kai e�nai koin h AG, oi DA, AG e�nai ant�stoiqa �se me ti BA, AG. Kai h b�sh DG e�nai�sh me th b�sh BG, �ra h gwn�a DAG e�nai �sh me th gwn�a BAG. 'Omw e�naiorj  h DAG; �ra e�nai kai orj  h BAG.E�n �ra se tr�gwno to tetr�gwno th m�a pleur� e�nai �so me to �jroismatwn tetrag¸nwn twn loip¸n pleur¸n tou trig¸nou, h perieqìmenh apì tiloipè pleurè gwn�a e�nai orj , O.E.D. 2O sunduasmì twn Prot�sewn a' 47/48 apotele� to pl re PujagìreioJe¸rhma.Oloklhr¸nonta to kef�laio autì parajètoume se eleÔjerh met�frashèna sonnèto tou GermanoÔ poiht  Adelbert von Chamisso. SÔmfwna me tomÔjo, o Pujagìra jus�ase ekatì bìdia (m�a ekatìmbh) stou jeoÔ afoÔanak�luye to je¸rhma.67
Adelbert von Chamisso: H Al jeiaH ALHJEIA: qarakthristikì th h AIWNIOTHTAApì tìte pou ston anìhto kìsmo to fw ègine gnwstìto je¸rhma tou PUJAGORA s mera e�nai tìso swstììso  tan kai tìte pou prwtode�qjhke sthn ADELFOTHTA.64Πρόταση α΄ 3.65Πρόταση α΄ 47.66΄Αλλη μία επιπρόσθετη κοινή έννοια. Λίγο παρακάτω χρησιμοποιείται και η αντίστροφή

της.67Κατ άλλους, το θεώρημα ανκαλύφθηκε από τον μαθητή του ΄Ιππασο τον Μεταποντίνο
τον οποίον αμέσως μετά έπνιξαν οι συμμαθητές του για να μη γίνει γνωστό το θεώρημα στον
υπόλοιπο κόσμο, μιας και σήμαινε την κατάρρευση της Σχολής του Πυθαγόρα. Αλλά φαίνεται
ότι διαρροές υπήρχαν από τότε. . .Δείτε και το παρακάτω Κεφάλαιο 5.



3.6. BIBL�IO A�, M�EROS D: PUJAG�OREIO JE�WRHMA 45Oi JEOI pou tou èsteilan aut  thn aqt�da apì fwsumbolik� s' autoÔ o PUJAGORAS jus�ase:Ekatì bìdia, yhmèna, kommèna kai se fète tem�qiseEkfr�zont� tou to euqarist¸ tou, pro tèryh tou profan¸.Ta bìdia, apì eke�nh th mèra, ìtan akoÔn sta monop�tia touìti m�a kainoÔria al jeia mpore� na xeprob�llei ap' to kenìautostigme� trèqoun na xefÔgoun me daimoni¸dh rujmì.Apì ton PUJAGORA gia p�nta ja panikob�llontai-PolÔ adÔnama na apwj soun thn isqurìthta twn akt�nwn pou ekpèmpontaitou FWTOS, trèmoun kai sfal�zoun ta m�tia tou.
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Kef�laio 4Phgè twn majhmatik¸n II:To A�thma twn Parall lwnH suz thsh gia to ax�wma twn parall lwn up rxe h odhgì dÔnamh gia thnaxiwmatik  jemel�wsh twn majhmatik¸n. Sta parak�tw perigr�foume suno-ptik� thn exèlixh th suz thsh aut  sthn istor�a twn majhmatik¸n.Oi istoriko� genik� jewroÔn ìti h eisagwg  tou 5ou Ait mato kai thjewr�a twn parall lwn genikìtera,  tan sqetik� prìsfath stou Eukle�-deiou qrìnou. Pijanìn na e�qe prohghje� èna orismì twn parall lwn touid�ou tÔpou me ton Orismì a' 17 th diamètrou tou kÔklou. Ekei, h di�metroor�zetai ìqi apl¸ w h euje�a pou fèretai apì to kèntro tou kÔklou, allaepiprìsjeta, ton�zetai ìti h di�metro diqotome� ton kÔklo. Sunakìlouja, è-na orismì twn parall lwn pou ja mporoÔse na e�qe up�rxei, ja exasf�lizethn Ôparxh, thn monadikìthta, all� kai to ìti ja mporoÔsan na kataskeua-stoÔn me thn qr sh twn enall�x,   aploÔstera, twn orj¸n gwni¸n. Autèoi idiìthte twn parall lwn  tan kai eke�nh thn epoq  arket� fusiologikèse arqitèktone kai oikodìmou, oi opo�oi erg�zontan suneq¸ me par�llhlastr¸mata l�jwn kai e�qan sunhj�sei na k�noun polÔ akribe� metr sei.O Prìklo se èna sqìliì tou d�dei m�a aqn  upìdeixh gia thn arq  touait mato twn parall lwn (A�t. 5 sto ex ).To ìti up�rqoun euje�e pou plhsi�zoun aperiìrista h m�a thn �llh all�den sunant¸ntai potè de�qnei par�logo kai par�doxo, molataÔta e�nai alhjèkai èqei bebaiwje� gia �lla e�dh gramm¸n.Pijanìn to pio emfatikì par�deigma aut¸n twn gramm¸n e�nai th uperbo-l  kai twn asumpt¸twn th. (Bl. Sq ma 4.1).47



48 KEF�ALAIO 4. PHG�ES II: P�EMPTO A�ITHMA

Sq ma 4.1: Uperbol  kai asÔmptwt  th.Apodeqìmenoi ti �meiktè � gwn�e, toÔto e�nai èna �antipar�deigma� touAit. 5,   toul�qiston ja mporoÔse na trab xei thn prosoq  twn majhmatik¸nth epoq .O pr¸to pou ègraye per� kwnik¸n tom¸n  tan o Mènaiqmo (∼ 380−320p.Q.). 'An h parap�nw eikas�a e�nai swst , autì ja topojetoÔse thn eisagwg tou Ait. 5 gÔrw sto 340 p.Q. 'Alloi istoriko� apod�doun to A�t. 5 ston �dioton Eukle�dh. O Aristotèlh den anafèrei poujen� ta axi¸mata tou Bibl�oua'. Sugkrinìmeno me ta �lla ait mata, to A�t. 5 e�nai m�llon polÔploko kaiìqi tìso profanè ìso a poÔme h isìthta ìlwn twn orj¸n gwni¸n. Giaautì to lìgo, oi majhmatiko� th arqaiìthta prosp�jhsan na to exale�youn,prospaj¸nta e�te na to apode�xoun,   na to antikatast soun me k�poio �llo,pio eÔlogo ax�wma. Kane� ìmw den ta kat�fere.To prìblhma antimetwp�sthke xan� Ôstera apì per�pou 1500 qrìnia. O
John Wallis èdwse m�a anoikt  di�lexh sthn Oxfìrdh to 1663 per� tou jèmatokai apèdeixe to akìloujo:E�n up�rqoun ìmoia tr�gwna diaforetikoÔ embadoÔ, tìte to A�t. 5 alh-jeÔei. 1To apotèlesma toÔto antikajist� to A�t. 5 me k�poio plèon eulogofanè.An�mesa stou majhmatikoÔ pou akoloÔjhsan ton drìmo tou Wallis pou xe-1Ας παρατηρήσουμε ότι στην σφαιρική ή στην υπερβολική γεωμετρία όπου δεν αληθεύει
το Αίτ. 5, προκύπτει άμεσα από το αποτέλεσμα του Wallis ότι δεν υπάρχουν όμοια τρίγω-
να διαφορετικού εμβαδού! Αυτό ισχύει απολύτως, καθόσον εκεί, δύο όμοια τρίγωνα είναι
αναγκαστικά ίσα.



49kinoÔse apì thn �rnhsh tou Ait. 5 kai odhgoÔse se pijan� apotelèsmata pouantèkrouan katesthmèna jewr mata,  tan o ihsou'̈ith monaqì Girolamo Sa-
ccheri, o opo�o to 1793 dhmos�euse o bibl�o tou O Eukle�dh apallagmènoapì k�je el�ttwma. O Saccheri je¸rhse eke� èna tetr�pleuro pou kataskeu�-zetai me trei orjè gwn�e. Tìte, up�rqoun trei peript¸sei gia thn loip gwn�a: Mpore� na e�nai oxe�a, orj    amble�a. H per�ptwsh th orj  e�naiisodÔnamh me to A�t. 5. Kat�fere na brei m�a ant�jesh upojètonta ìti h gw-n�a e�nai amble�a. (H ant�jesh  tan to sumpèrasma ìti den up�rqoun euje�eape�rou m kou. Aut  e�nai h kat�stash sth sfa�ra).Apì thn upìjesh th oxe�a gwn�a, katèlhxe se poll� sumper�smata,all� kanèna apì aut� den erqìtan se ant�jesh me gnwstì apotèlesma. To1766 o Johann Heinrich Lambert sunègraye èna �rjro me t�tlo �H jewr�a twnparall lwn eujei¸n� pou dhmosieÔthke met� to j�natì tou to 1786. Fa�netaiìti skeptìtan ìti mpore� na kataskeuaste� m�a gewmetr�a apì thn upìjeshtou Saccheri th oxe�a gwn�a kai qrhsimopoie� ti Prot�sei a' 16/17 wstoiqe�a tou ìti o Eukle�dh prèpei na e�qe thn �dia gn¸mh.Telik�, gÔrw sta 1830 tre� majhmatiko�  tan pl rw pepeismènoi gia thnÔparxh �mh-Eukleide�wn gewmetri¸n�: o Carl Friedrich Gauss, o János Bolyaikai o Nikolay Ivanovich Lobachevsky. 'Omw o men Gauss den dhmos�eusepotè ta apotelèsmat� tou, en¸ oi ergas�e twn �llwn dÔo  tan polÔ dÔskolona diabastoÔn. 'Etsi, to antike�meno parèmene se n�rkh, èw ton j�nato tou
Gauss (1855) kai thn sqedìn tautìqronh dhmos�eush twn idiwtik¸n tou epi-stol¸n. Tìte h kat�stash �llaxe dramatik� me thn epiprìsjeth dhmos�eushtwn ergasi¸n tou Riemann per� afhrhmènwn gewmetri¸n kai thn exèlixh thdiaforik  gewmetr�a. H upìjesh th oxe�a gwn�a onom�sthke tìte �uper-bolik  gewmetr�a� kai h pijanìthta th pijan  ant�jesh me gnwstì ax�wmaepilÔjhke apì ton Beltrami to 1868, o opo�o thn parèsthse w th gewmetr�am�a epif�neia me stajer  arnhtik  kampulìthta. o Felix Klein br ke to 1871to legìmeno Beltrami–Klein montèlo th uperbolik  gewmetr�a kai to 1882o Poincaré èjese thn uperbolik  gewmetr�a entì tou plais�ou th migadik an�lush. To er¸thma gia to ax�wma twn parall lwn apant jhke oristik�gÔrw sto 1880: Up�rqoun trei kathgor�e ep�pedwn gewmetri¸n pou ikano-poioÔn ìla ta �lla Eukle�deia axi¸mata: h elleiptik  gewmetr�a (ep�nw sthsfa�ra, me tautismèna ta antipodik� shme�a, upìjesh th amble�a gwn�a) mekajìlou par�llhle; h Eukle�deia gewmetr�a me to A�t. 5 (upìjesh th or-j  gwn�a, monadik  par�llhlo) kai h uperbolik  gewmetr�a (upìjesh th



50 KEF�ALAIO 4. PHG�ES II: P�EMPTO A�ITHMAoxe�a gwn�a, �peire par�llhle).2Up�rqoun ìmw kai �lla sthn istor�a twn geometrik¸n axiwm�twn. To1882 o Moritz Pasch xekaj�rise to antike�meno th di�taxh twn shme�wn, toopo�o o Eukle�dh qeir�zetai diaisjhtik�. Kai to èkane autì, prosjètontaaxi¸mata per� di�taxh sta  dh up�rqonta tou Eukle�dh. All� gia ton Pa-
sch, h gewmetr�a exakoloujoÔse na e�nai epist mh tou fusikoÔ q¸rou. Autìto teleuta�o empìdio xeper�sthke apì ton David Hilbert (1889) sta Jemèliath gewmetr�a tou (Grundlagen der Geometrie.) O Hilbert ma lègei ìti taantike�mena th gewmetr�a kaloÔntai shme�a, euje�e, ep�peda klp. all� autìg�netai kat� sunj kh. Ja mporoÔsame na ta onomat�soume me opoioud potee�dou par�xena onìmata kai na èqoume to �dio apotèlesma. ToÔta ta antike�-mena or�zontai mìno �peplegmèna� apì to ti èqei eipwje� gia aut� sta axi¸mata.Lìgou q�rh, èna shme�o mpore� na e�nai èna diatetagmèno zeÔgo pragmatik¸narijm¸n,   èna migadikì arijmì, k.o.k. 'Etsi, h melèth th gewmetr�ametasqhmat�sthke apì thn melèth tou q¸rou sthn melèth th logik  allh-lex�rthsh sugkekrimènwn prot�sewn per� k�poiwn aor�stwn antikeimènwn.O Hilbert katètaxe ta axi¸mat� tou se pènte kathgor�e: axi¸mata èkta-sh ìpw �DÔo diaforetik� shme�a ke�ntai se m�a monadik  euje�a�, axi¸matadi�taxh, axi¸mata isìthta, to ax�wma twn parall lwn kai tèlo, ta axi¸matath sunèqeia.Ta axi¸mata th sunèqeia exasfal�zoun to ìti ta shme�a m�a euje�a mpo-roÔn na tautistoÔn me to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Me thn bo jeiaautoÔ apodeiknÔei to kÔrio je¸rhm� tou:Oi pènte om�de axiwm�twn kajor�zoun èw isomorfismoÔ to Eukle�deioep�pedo kat� monadikì trìpo. Mpore� na jewrhje� w to ep�pedo th analu-tik  gewmetr�a uper�nw tou s¸mato twn pragmatik¸n arijm¸n.Se èna par�rthma tou bibl�ou tou o Hilbert parousi�zei to pr¸to axiwma-tikì sÔsthma gia tou pragmatikoÔ arijmoÔ. Me autì san shme�o ekk�nhsh,h axiwmatik  mèjodo kuri�rqhse sta majhmatik� tou eikostoÔ ai¸na.32Στν ελλειπτική γεωμετρία το άθροισμα των γωνιών τριγώνου είναι > π στην Ευκλείδεια
είναι = π και στην υπερβολική είναι < π.3Ο Hilbert πίστευε ακράδαντα στη δύναμη της συνολοθεωρίας του Georg Cantor. Και
θεωρούσε ότι τούτη επιτρέπει την απαλλαγή των μαθηματικών από κάθε είδους παράδοξα (δη-
λαδή προτάσεις ταυτογχρόνως αληθείς και ψευδείς). Αλλά, το 1940 ο Kürt Gödel απέδειξε,
ότι οποαδήποτε αξιωματική θεμελίωση των μαθηματικών εμπεριέχει παράδοξα. Ευτυχώς για
τη γεωμετρία, το θεώρημα του Gödel δεν αποτέλεσε για αυτήν ότι το Πυθαγόρειο Θεώρημα
για τη σχολή του Πυθαγόρα. . .



Kef�laio 5Phgè twn majhmatik¸n III:Pujagìra o S�mioO Pujagìra èzhse gÔrw sto 570�490 p. Q. H mình aqn� prosdiorismènhhmeromhn�a sth zw  tou e�nai to 530, ìtan èfuge apì th S�mo gia na egkata-staje� ston Krìtwna th K�tw Ital�a (Meg�lh Ell�da). Eke� �druse m�ajrhskeutik  kai filosofik  sqol  h opo�a sÔntoma apèkthse isqur  politik epirro  sti Ellhnikè pìlei th K�tw Ital�a. Ekdi¸qjhke apì ton Krìtw-na gÔrw sto 500 gia na egkatastaje� sto Metapìntio th Sikel�a ìpou kaipèjane. (Bl. Sq ma parak�tw).
Sq ma 5.1: (a) Nìmisma tou Metapont�ou me èna �pent�grammo� apì spìroukrijarioÔ (gÔrw sto 440 p.Q. (b) Nìmisma twn Abd rwn (gÔrw sto 430 p.Q.)ìpou apeikon�zetai se ideatì portra�to o (P)UJAGORHS. (c) Nìmisma thM lou, prin to 420 p.Q. me pent�grammo.Oi Pujagìreioi, ìpw kaloÔntan oi majhtè tou, sunèqisan na exaskoÔn51



52 KEF�ALAIO 5. PHG�ES III: PUJAG�ORASpolitik  epirro , ew ìtou gÔrw sta mèsa tou pèmptou ai¸na, m�a epan�sta-sh twn dhmokratik¸n tou ekd�wxe oristik� apì ti pìlei th K�tw Ital�a.K�poioi ap' autoÔ p gan sth Sikel�a kai k�poioi �lloi sthn mhtropolitik Ell�da, ìpou �drusan nèa kèntra gia ti drasthriìthtè tou. Oi teleuta�oitwn Pujagore�wn anafèrontai gÔrw sto 350 w ftwqo� qortof�goi peripla-n¸menoi proskunhtè.H pìlh kai h n so th S�mou maz� me ti geitonikè M�lhto kai 'Efeso tan anj�zonta oikonomik� kai dianohtik� kèntra ton èkto ai¸na p. Q. OJal  kai o majht  tou Anax�mandro d�daxan sth M�lhto to pr¸to misìtou èktou ai¸na. O filìsofo Hr�kleito o Efèsio  tan sÔgqrono toupujagìra.DÔo parade�gmata praktik  gewmetr�a katadeiknÔoun thn atmìsfairath pìlh pou meg�lwse o Pujagìra. 'Exw apì thn pìlh th S�mou1 bri-skìtan to ierì th 'Hra. Per�pou to 570 anatèjhke apì thn pìlh th S�moustou arqitèktone Ro�ko kai Jeìdwro h kataskeu  enì nèou naoÔ kolos-sia�wn diast�sewn: Oi dist�sei tou  tan 52.5×105 mètra kai oi 104 k�onètou e�qan Ôyo 18 mètra. H b�sh k�je k�ona e�qe di�metro mèqri 1.80 mètrakai zÔgize per�pou 1500 kil� h k�je m�a. Par� ti megalei¸dei diast�seitou, oi arqitèktone e�qan ti apara�thte gn¸sei gia na kataskeu�soun tonnaì qrhsimopoi¸nta phq�kia! O naì autì  tan to prìtupo tou legìmenouIwnikoÔ rujmoÔ.2To deÔtero par�deigma uyhl  teqnolog�a  tan to per�fhmo Eupal�neioìrugma. 'Htan m�a s ragga udragwge�ou, m kou 1 qiliomètrou pou dièsqizeèna bounì kai metèfere nerì sthn pìlh th S�mou. To epanastatikì  tanìti h s ragga anoigìtan tautìgqrona kai apì ti dÔo pleurè tou bounoÔ.Oi erg�te sunant jhkan sth mèsh tou bounoÔ èqonta apìklish mìno 10mètrwn.3Autì  tan to upìbajro th neìthta tou Pujagìra. Pijanìn na tax�deye1Το σημερινό Πυθαγόρειο.2Παρ΄ όλα αυτά καταστράφηκε σχεδόν αμέσως κατά την επανάσταση που έφερε στην
εξουσία τον τύραννο Πολυκράτη. Αυτός έδωσε αμέσως εντολή για την ανέγερση ενός ακόμα
πιο επιβλητικού ναού 155 κιόνων. Ο σημερινός επισκέπτης βλέπει σήμερα μόνο έναν από
τους 155 γιγάντιους κίονες του ναού της ΄Ηρας. Για τα σχέδια του ναού δείτε την ιστοσελίδα
http://www.greatbuildings.com/buildings/Fourth
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Hera.html3Πρόκειται για τους ανθρώπινους μετροπόντικες της εποχής. Με την διαφορά, ό-

τι ήταν πιο γρήγοροι από τους σημερινούς και μάλλον άξιζαν περισσότερο τα χρήματα
που τους πλήρωσαν οι πολίτες της Σάμου. . . Για το Ευπαλίνειο όρυγμα, δείτε λ.χ. την
http://el.wikipedia.org/wiki/Ευπαλίνειο
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53sthn A�gupto kai sth Babul¸na, all� h S�mo  tan to kèntro th epoq .Ta Majhmatik� twn Pujagore�wnSqedìn t�pote den e�nai gnwstì gia ta majhmatik� epiteÔgmata tou �diou touPujagìra. H proforik  par�dosh twn majht¸n tou gr�fthke polÔ argìtera,apì tou majhtè tou aristotèlh. E�nai gnwstì ìti oi majhtè tou Pujagìrasthn K�tw Ital�a qwr�zontan se dÔo om�de: tou AkousmatikoÔ, autoÔdhlad  pou epanal�mbanan ti jewr�e tou dask�lou lèxh pro lèxh kai touMajhmatikoÔ, autoÔ dhlad  pou anal�mbanan na ti exereun soun kai na tiepekte�noun.4 oi Pujagìreioi qrhsimopoioÔsan dÔo sÔmbola: thn apokaloÔme-nh tetraktÔn, thn di�taxh dèka shme�wn pou anaparistoÔn to 1+2+3+4 = 10,kai to pent�grammo (Sq ma 5.2).

Sq ma 5.2: (a) H tetraktÔ kat� ton I�mbliqo. (b) Pent�grammo apì thnekklhs�a th Panag�a tou Lemgo sth German�a (1300 m.Q.).Sun jw apokaloÔsan to pent�grammo Uge�a,5 afoÔ to pent�grammo  tankai iatrikì sÔmbolo. Anamf�bola, oi mousikè armon�e kate�qan kentrik  jèshsth didaskal�a tou Pujagìra. O Mesa�wna ton gn¸rize w ton Inventor
Musicae, kai ìqi w majhmatikì.4Κάθε μαθητής του Πυθαγόρα πάντως έπρεπε να διανύσει μία πενταετία απόλυτης σιωπής
με μόνο άλλη ασχολία το άκουσμα της διδασκαλίας του Πυθαγόρα, ο οποίος μάλιστα δίδασκε
πίσω από ένα παραπέτασμα. ΄Ισως αυτή η μέθοδος διδασκαλίας, παρότι μη πολιτικά ορθή, θα
ήταν χρήσιμη για κάποιους φασαριόζους πολυλογάδες των αμφιθεάτρων. . .5 ΄Οσοι έχουν διαβάσει τον κώδικα Ντα Βίντσι, του Dan Brown θα θυμούνται το σχετικό
χωρίο, όπου ο συγγραφέας ρητά διαχωρίζει (και σωστά) το πεντάγραμμο του Πυθαγόρα από
την πεντάλφα του Δαυίδ.



54 KEF�ALAIO 5. PHG�ES III: PUJAG�ORASGr�fei o Aristotèlh gia tou Pujagore�ou sta Met� ta Fusika:. . . Oi Pujagìreioi afier¸jhkan sta majhmatik�;  tan oi pr¸toi pou exèli-xan aut  thn epist mh, kai èqonta megal¸sei mèsa se aut n, je¸rhsan ìti oiarqè th e�nai oi arqè pou diakatèqoun ta p�nta. Efìson apì autè ti arqèprwtarqik  e�nai aut  tou arijmoÔ6 stou arijmoÔ èbriskan pollè omoiìth-te me ta up�rqonta pr�gmata kai me aut� pou apoktoÔsan zw �perissìteroapì to pÔr thn gh kai to Ôdwr. . .AfoÔ ep�sh e�dan ìti ta qarakthristik� kai oi analog�e twn mousik¸nklim�kwn mporoÔsan na ekfrastoÔn me arijmoÔ, apì tìte ìla ta upìloipapr�gmata jewroÔsan ìti mporoÔn na tejoÔn entì tou plais�ou twn arij-m¸n. . .Fa�netai ìti up rqan tèssera mèrh th pujagìreia didaskal�a: Arijmh-tik , Gewmetr�a, Armon�a (Mousik ) kai Astronom�a. Autì e�nai to klassikì
quadrivium, mèro twn ept� eleÔjerwn teqn¸n. Kat� twn Mesa�wna, ta tr�a�tetrimmèna� mèrh, to trivium, h grammatik , h rhtorik  kai h dialektik ,  tanapl¸ ta eisagwgik� gia ta upìloipa. O Pl�twn  tan o pr¸to pou èdwse stamèrh tou quadrivium to ìnoma Maj mata, aut� pou prèpei na majeutoÔn.7Arijmhtik 'Opw fa�netai parap�nw, o Aristotèlh ton�zei ton proexèqonta rìlo twnarijm¸n sta Pujagìreia Majhmatik�. Sti ergas�e tou Nikìmaqou pou pe-rilamb�nontai sto Bibl�o h', up�rqoun �qnh th Pujagìreia Arijmhtik .Efarmog  sta embad�Thn pr¸th apl  efarmog  sta embad� thn e�dame sthn Prìtash a' 44. 'Opwfa�netai analutik� sto Bibl�o b', to Pujagìreio Je¸rhma lÔnei probl matapou sth sÔgqronh algebrik  gl¸ssa ekfr�zontai w poluwnumikè exis¸seideutèrou bajmoÔ me diakr�nousa jetik .To parak�tw s ma parousi�zei thn lÔsh th
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x+
b

2

)2

= c2 +

(

b

2

)2

,6Εννοούσαν τους ρητούς αριθμούς. Το Πυθαγόρειο Θεώρημα οδήγησε στην ανακάλυψη
των αρρήτων, κάτι που έδωσε ισχυρό κτύπημα στη Σχολή του Πυθαγόρα.7Ο διαχωρισμός των σπουδών σε κλασσικές και θετικές στο σημερινό Ελληνικό Λύκειο
σίγουρα κάνει τα κόκκαλα του Πλάτωνα να τρίζουν. . .



55ìpou ed¸, c2 e�nai dojèn embadìn tetrag¸nou kai b to m ko dojèntou eu-jÔgrammou tm mato. To Pujagìreio Je¸rhma ma exasfal�zei thn Ôparxhk�poiou z pou ikanopoie� thn
c2 +

(

b

2

)2

= z2apì thn opo�a br�akoume to x.

Sq ma 5.3: H gewmetrik  lÔsh diwnumik  ex�swsh.
AsÔmmetra tm mata'Opw proe�pame, kai ìpw anafèrei kai o P�ppo, ta assÔmetra eujÔgrammatm mata, dhlad  ta eujÔgramma tm mata me mh rhtì lìgo, anakalÔfjhkan l�gow polÔ apì thn anaz thsh tou m kou th upote�nousa enì isoskeloÔorjogwn�ou trig¸nou.To Dwdek�edro'Ena apì tou �majhmatikoÔ � majhtè tou Pujagìra  tan kai o 'Ippaso oMetapont�no. Anafèrei o I�mbliqo:. . .  tan Pujagìreio all�, ìnta autì pou sunègraye kai dhmos�euse thnkataskeu  th sfa�ra me ta d¸deka pent�gwna, q�jhke se nau�gio gia thnasèbei� tou, all� exumn jhke gia thn anak�luy  tou.88Είδαμε μία διαφορετική έκδοση αυτής της ιστορίας στο προηγούμενο κεφάλαιο.



56 KEF�ALAIO 5. PHG�ES III: PUJAG�ORASH politistik  shmas�a tou Pujagore�ou Jewr ma-toAn stamat sete k�poio tuqa�o en lika sto drìmo kai ton rwt sete ti jum�taiapì ta sqolik� majhmatik�, e�nai per�pou s�gouro ìti ja sa apant sei �ToPujagìreio Je¸rhma�. Autì e�nai m�a apl  endeixh tou gegonìto ìti to P.J.katat�ssetai w politistikì ep�teugma pr¸tou megèjou sthn anjr¸pinh i-stor�a, h gn¸sh tou opo�ou �egkajist�tai� mèsa sth nìhsh tou k�je majht w èna dedomèno th zw . H spoudaiìtht� tou ègkeitai kai se èna �llo gego-nì: W majhmatikì ep�teugma, e�nai politistik  klhronomi� diejn , dhlad anex�rthth, gl¸ssa, la¸n, klp. To P.J. did�sketai kai g�netai katanohtìse ìlo ton kìsmo. Kai e�nai pio shmantikì apì thn mousik  pop, a poÔme.'Ena teleuta�o sqìlio gia P.J. Apì to sq ma, o tÔpo a2 = b2 + c2 den e�naikajìlou ma kajìlou profan . Mìno h apìdeixh d�dei ti apara�thte plhro-for�e gia thn al jeia tou jewr mato. Kai autì kale�tai �bajÔ� apotèlesmasta majhmatik�. 'Isw to mègejo th prosp�jeia pou apaite�tai gia thn e-xagwg  enì �bajèo � apotelèsmato na parist�netai sto parak�tw gluptìtou Lander pou eirwnik� gia tou majhmatikoÔ onom�zetai �S�ssufo �.

Sq ma 5.4: O S�ssufo tou Lander.



Kef�laio 6Stoiqe�wn Bibl�o b': HGewmetr�a twn Orjogwn�wn
6.1 Orismo� tou bibl�ou b'To Bibl�o b' e�nai sÔntomo kai omogenè, me mìno 14 prot�sei kai dÔo ori-smoÔ sthn arq . Sto megalÔtero mèro tou prìkeitai gia apotelèsmata pouaforoÔn se di�forou sunduasmoÔ orjogwn�wn kai tetrag¸nwn �sou perie-qomènou. Sto tèlo tou, up�rqei h gen�keush tou Pujagore�ou Jewr mato,pou s mara kaloÔme Nìmo twn Sunhmitìnwn, ìpw kai to pw tetragwn�zou-me èna kurtì polÔgwno.1 SÔmfwna me k�poiou istorikoÔ, to Bibl�o b' èqeiPujagìreia proèleush.W sun jw, akoloujoÔme ton Eukle�dh ìtan mil� gia � �sa� orjog¸nia,en¸ katalaba�noume ìti prìkeitai per� isembadik¸n.Orismo�1. K�je orjog¸nio parallhlìgrammo lègetai ìti perièqetai se dÔo euje�-e pou perièqoun thn orj  gwn�a.2. Kai se k�je parallhlìgrammo qwr�o, opoiod pote apì ta parallhlì-gramma gÔrw apì thn di�metrì tou maz� me ta dÔo tou paraplhr¸mata, kale�taign¸mwn.21Τετραγωνίζω=κατασκευάζω κάτι ίσου εμβαδού με δοθέν τετράγωνο. Δείτε και την
υποσημείωση στην Πρόταση β΄ 14.2Γνώμων στην κυριολεξία σημαίνει ένα πράγμα που επιτρέπει σε κάτι να γίνει γνωστό, εξ΄
ου και τα σημερινά εμπειρογνώμονας, νηογνώμονας. Κατά τον Ηρόδοτο, οι ΄Ελληνες έμαθαν57



58 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWN
Sq ma 6.1: Gn¸mone.'Ena gn¸mona  tan èna e�do prwtìgonou hliakoÔ rologioÔ, èna rabd�k�jeto ston or�zonta to opo�ou h ski� qrhsimopoie�to gia na metr�tai o qrì-no. Oi majhmatiko� profan¸ metèferan to ìnoma sto parìmoio gewmetrikìsq ma (Sq ma 6.1).6.2 Oi Prot�sei tou Bibl�ou b'Parale�poume thn Prìtash b' 1, pou e�nai m�a gen�keush twn Prot�sewn b'2/3 kai m�llon parembl jhke stou meta-eukle�deiou qrìnou. Shmei¸noumemìno ìti to apotèlesma mpore� na ekfraste� w autì pou s mera kaloÔmeepimeristik  idiìthta:
a(b+ c) = ab+ ac.Gia ti Prot�sei b' 2/3 to parak�tw Sq ma 6.2 kai h epex ghsh arke�:3 Ashmei¸soume mìno ìti h Prìtash b' 2 anafèretai se tetr�gwna, en¸ h b' 3 seorjog¸nia.b' 2. AE = DC + FB, algebrik�, a2 = ab+ ac an a = b+ c,b' 3. AE = AD +BD, algebrik�, (a+ b)a = ab+ a2.

τον πόλο, τον γνώμονα και τις δώδεκα ώρες τις μέρας από τους Βαβυλωνίους. Σύμφωνα δε
με το λεξικό του Σουίδα, ο Αναξίμανδρος (611-545 π.Χ.) ήταν αυτός πρωτοχρησιμοποίησε
τον γνώμονα.3Ακολουθούμε τον Ευκλείδη συμβολίζοντας τετράγωνα, ορθογώνια και παραλληλόγραμ-
μα, με τις διαγωνίους τους.



6.2. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU B� 59
Sq ma 6.2: Prot�sei b' 2/3.Prìtash b' 4.E�n m�a euje�a gramm  tmhje� tuqa�a, tìte to tetr�gwno ìlh th euje�ae�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn tmhm�twn th euje�a kai dÔoforè tou perieqomènou orjogwn�ou.
Sq ma 6.3: Prìtash b' 4.Prìkeitai beba�w gia ton gnwstì diwnumikì tÔpo
(a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab.M�a hmi-algebrik  apìdeixh pou bas�zetai sti prohgoÔmene prot�sei touBibl�ou b' e�nai h ex :Apìdeixh th b' 4.Apì thn Prìtash b' 2,

(a+ b)2 = (a+ b)b+ a(a + b).



60 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNAll� apì thn Prìtash b' 3 èqoume ep�sh
(a+ b)a = a2 + ba, (a + b)b = ab+ b2.'Ara prokÔptei to zhtoÔmeno. 2O Eukle�dh bèbaia to blèpei kajar� gewmetrik�.4 H apìdeixh den e�naidÔskolh, all� m�llon sqoinoten .5Perièrgw pw, h Prìtash b' 4 anapar�statai sthn Ellhnik  Nomismatik .Parathre�ste sto Sq ma 6.3 to nìmisma th A�gina tou 400 p.Q. per�pou.Prìtash b' 5.E�n euje�a gramm  tmhje� se �sa kai �nisa tm mata, tìte to �jroisma touperieqìmenou sta �nisa tm mata th ìlh euje�a orjog¸nio kai tou tetrag¸-nou th diafor� twn an�swn kai twn �swn tmhm�twn, e�nai �so me to tetr�gwnotou misoÔ th euje�a.Diìti an h euje�a AB tmhje� se �sa tm mata sto G kai se �nisa tm matasto D, lègw ìti to �jroisma tou orjogwn�ou pou perièqetai sti AD, DB kaitou tetrag¸nou th GD, e�nai �so me to tetr�gwno th GB.

Sq ma 6.4: Prìtash b' 5: ab+ [(a+ b)/2 − b]2 = [(a + b)/2]2.Gia thn �d�dumh� th b' 5 Prìtash b' 6, parajètoume mìno to sq ma (Sq ma6.5). H al jeia th Prìtash fa�netai xek�jara.4Αν και, εφαρμόζει την Πρόταση β΄ 6 στους αριθμούς στο Λήμμα της Πρότασης ι΄ 28.5Οι παλαιότερες εκδόσεις των Στοιχείων περιείχαν και μία άλλη απόδειξη της Πρότασης
β΄ 4 που αποδίδεται στον Θέωνα τον Αλεξανδρέα. Η απόδειξη αυτή διαφέρει ελάχιστα από
την υπάρχουσα.
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Sq ma 6.5: Prìtash b' 6: (2a+ b)b + a2 = (a + b)2.Sqìlia sti Prot�sei b' 5/6.A parathr soume ta sq mata 6.4 kai 6.5 kai a jèsoume AB=b kai DB=x.'Opw mporoÔme eÔkola na doÔme, oi Prot�sei b' 5/6 mporoÔn na metafra-stoÔn eÔkola sti exis¸sei
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(

b

2

)2

=
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,dhlad  sti exis¸sei
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(

b

2

)2

=

(

b

2
− x

)2

,

x2 + bx+
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=
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,ant�stoiqa.6 Dhlad , oi Prot�sei 5/6 ma de�qnoun sthn kuriolex�a pw sum-plhr¸netai to tetr�gwno. O Eukle�dh jewre� dÔo xeqwristè peript¸seiafoÔ den up�rqoun arnhtik� m kh   embad�. H sumpl rwsh tou tetrag¸-nou e�nai to pr¸to b ma gia th lÔsh th tetragwnik  ex�swsh, ìpw ìloi6Παρατηρείστε ότι οι όροι x(b−x) και (b+x)x δίδουν το αντίστοιχο εμβαδόν του γνώμονα.



62 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNjumìmaste apì to sqole�o. A doÔme ta b mata:
x2 + bx+ c = 0,
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=
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− c,
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)2

=
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− c.Sto epìmeno b ma, prèpei na exaqje� h tetragwnik  r�za tou (

b
2

)2 − c.Autì exart�tai apì to mègejo kai to prìshmo tou c kai �ra apaite� eidik je¸rhsh apì ton Eukle�dh, o opo�o, an kai èqei to Pujagìreio Je¸rhma staqèria tou, anab�llei autì to b ma mèqri thn Prìtash d' 25, ìpou kai p�li,to b ma autì e�nai k�pw krummèno. 'Ara loipìn, den mporoÔme na mil�me gialÔsei th tetragwnik  ex�swsh, ìson afor� sti Prot�sei b' 5/6, all�m�llon gia epibebai¸sei gnwst¸n  dh lÔsewn.H Prìtash b' 5 epidèqetai kai �llh ermhne�a. Jètoume AG=x kai GD=y.Tìte AD= x+ y kai BD=x− y kai parathr�ste ìti h sqèsh th Prìtash b'5 e�nai h
(x+ y)(x− y) = x2 − y2,Oi epìmene Prot�sei b' 7-10 e�nai parallagè sta jèmata twn b' 4�6. Ka-tìpin, o Eukle�dh strèfetai se tr�a diaforetik� zht mata; h Prìtash b' 11e�nai basik  gia thn kataskeu  tou kanonikoÔ pentag¸nou sto Bibl�o d', oiProt�sei b' 12,13 genikeÔoun to Pujagìreio Je¸rhma kai tèlo h Prìtashb' 14 e�nai h korwn�da th akolouj�a, kaj¸ asqole�tai me ton tetragwnismìpolug¸nwn.Prìtash b' 11.Na tmhje� doje�sa euje�a ¸ste to perieqìmeno apì ìlh thn euje�a kai ènaapì ta tm mata orjog¸nio na e�nai �so me to tetr�gwno tou loipoÔ tm mato.'Estw AB h doje�sa euje�a; prèpei na tmhje� h AB ¸ste to perieqìmenoapì ìlh thn euje�a kai èna apì ta tm mata orjog¸nio na e�nai �so me totetr�gwno tou loipoÔ tm mato.Apìdeixh.D�noume thn apìdeixh me sqìlia. ZhtoÔme shme�o J ep�nw sthn AB tètoio
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Sq ma 6.6: Prìtash b' 11.¸ste AB·JB=AJ·AJ.7 Sthn arq  o Eukle�dh perigr�fei thn kataskeu  tousq mato:[Diìti a grafe� to apì th AB tetr�gwno to ABGD,8kai a diqotomhje� h AG sto shme�o E,9 kai a sundeje� h BE;kai a di�getai h h GA apì Z to opo�o e�nai tètoio ¸ste h BE e�nai �sh methn EZ,10kai a grafe� apì thn AZ to tetr�gwno ZJ,11 kai a di�getai h HJ apìto K.Lègw ìti h AB tèmnetai sto J, ¸ste to orjog¸nio pou perièqoun oi AB,BJ g�netai �so me to tetr�gwno AJ.℄Me thn bo jeia th Prìtash b' 6 kai tou Pujagore�ou Jewr mato a' 47de�qnei ìti to shme�o J èqei ti epijumhtè idiìthte:7Το σημείο Θ χωρίζει το ΑΒ σε μέσο και άκρο λόγο, δηλαδή είναι η χρυσή τομή του ΑΒ.
Για την χρυσή τομή και τις τεράστιες επιπτώσεις της στα μαθηματικά, αλλά και σε άλλες
επιστήμες, δείτε λ.χ. την ιστοσελίδα http://el.wikipedia.org/wiki/Χρυσή

−
τομή.8Πρόταση α΄ 46.9Πρόταση α΄ 10.10Πρόταση α΄ 3.11Πάλι λόγω της Πρότασης α΄ 46.



64 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNSthn GZ èqoume thn kat�stash th b' 6:[Diìti epeid  h euje�a AG diqotome�tai sto E, kai prost�jetai se aut  hZA, �ra to perieqìmeno apì ti GZ, ZA orjog¸nio maz� me to tetr�gwno AEe�nai �so me to tetr�gwno EZ.12℄Katìpin, qrhsimopoie� thn upìjesh kai to P.J:[H EZ e�nai �sh me thn EB, �ra to orjog¸nio pou perièqoun oi GZ, ZAmazi me to tetr�gwno th AE, e�nai �so me to 'tetr�gwno th EB. All� to�jroisma twn tetrag¸nwn twn BA kai AE e�nai �so me to tetr�gwno th EB,giati e�nai orj  h gwn�a sto A.'Ara to �jroisma orjogwn�ou pou perièqoun oi GZ, ZA kai tou tetrag¸nouAE e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn AE kai AB.℄Autì t¸ra sunep�getai:['Ara to �jroisma tou perieqomènou apì ti GZ, ZA orjogwn�ou kai toutetrag¸nou AE e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn AB, AE.℄Apì dw kai pèra ta pr�gmata g�nontai eÔkola:[A afaireje� to koinì tetr�gwno th AE; �ra loipìn to perieqìmeno apìti GZ, ZA orjog¸nio e�nai �so me to tetr�gwno th AB.To ZK e�nai to orjog¸nio pou perièqetai apì ti GZ,ZA, epeid  h AZ e�nai�sh me th ZH.To tetr�gwno AD e�nai to tetr�gwno th AB. 'Ara to ZK e�nai �so me toAD kai a afaireje� to koinì AK.'Ara to tetr�gwno ZJ e�nai �so me to orjog¸nio JD. Kai to men JD e�naiauto pou perièqetai sti AB, BJ, afoÔ h AB e�nai �sh me thn BD; to de ZJe�nai to tetr�gwno th AJ.'Ara to perieqìmeno apì ti AB, BJ orjog¸nio e�nai �so me to tetr�gwnoth AJ.℄ 2SqìlioW sun jw, o Eukle�dh den ma lègei pw èftase sthn kataskeu  tou, all�mìno bebai¸nei thn lÔsh tou. (De�te kai ta sqìlia sti b' 5/6). ApokalÔpteito mustikì tou polÔ argìtera, sthn st' 30.12Πρόταση β΄ 6.



6.2. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU B� 65'Estw b to dojèn tm ma kai x to megalÔtero komm�ti tou. 'Eqoume thsunj kh
b(b− x) = x2,

b2 = x2 + bx.Me thn b' 6, toÔto metasqhmat�zetai sthn
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,kai to P.J. ma d�dei èna tm ma EB=d tètoio ¸ste
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)2

,�ra
x = d− b

2
, ìpw kataskeu�sthke.Sthn st' 30 aut  h epagwg  e�nai enswmatwmènh sthn genik  diadikas�a thlÔsh tetragwnik¸n problhm�twn, st' 30. ToÔth h teleuta�a prìtash exhge�to pw br�skoume èna shme�o D (ed¸ Z) upì ti proüpojèsei th b' 6. Ousia-stik�, autì g�netai ìpw parap�nw me thn bo jeia th a' 47  , se genikìterekatast�sei, me thn gen�keus  th st' 25.Giat� ìmw h b' 11 e�nai endiafèrousa? H Prìtash ig' 8 e�nai per� toukanonikoÔ pentag¸nou me pleur� x kai diag¸nio b. ApodeiknÔetai eke� ìti

b : x = x : (b− x)dhlad  isodÔnama, sÔmfwna me thn Prìtash st' 16
b(b− x) = x2.Na loipìn to ousiastikì nìhma th b' 11: na prosdior�soume thn pleur� xenì kanonikoÔ pentag¸nou ìtan d�detai h diag¸nio b. O Eukle�dh to apo-siwp� autì kai sto Bibl�o b' all� kai sto Bibl�o d', ìpou kataskeu�zei topent�gwno.1313Η μαθηματική αλήθεια δεν εξαρτάται από τα κίνητρα. Ο Ευκλείδης το δίδαξε αυτό σε πολ-

λές γενεές μαθηματικών. Το να διδάσκεις σε μία τάξη είναι τελείως διαφορετικό, βέβαια. Οι
μαθητές έχουν κάθε δικαίωμα να καταλαβαίνουν το πως τα ειδικότερα βήματα κατευθύνονται
στο συγκεκριμένο στόχο.



66 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNOi Prot�sei b' 12/13 e�nai polÔ shmantikè kai s mera afoÔ den e�nait�pote �llo apì ton Nìmo twn Sunhmitìnwn. MolataÔta sta Stoiqe�a, para-t�jentai kai den anafèrontai oÔte efarmìzontai potè xan�.Prìtash b' 12.Sta amblug¸nia tr�gwna, to tetr�gwno th pleur� pou upote�nei thn am-ble�a gwn�a e�nai megalÔtero apì to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸npou perièqoun thn amble�a gwn�a kat� dÔo forè to orjog¸nio pou perièqe-tai apì m�a twn pleur¸n gÔrw apì thn amble�a gwn�a, sthn opo�a fèretai hk�jeto, kai apì thn pleur� pou lamb�netai exwterik� tou trig¸nou apì thnk�jeto pro thn amble�a gwn�a.'Estw amblug¸nio tr�gwno to ABG me amble�a gwn�a thn BAG, kai aaqje� apì to shme�o B h k�jeto BD ep� thn GA.14 Lègw, ìti to tetr�gwnoth BG e�nai megalÔtero apì to �jroisma twn tetrag¸nwn twn BA, AG kat�dÔo forè to orjog¸nio pou perièqetai apì ti GA, AD.

Sq ma 6.7: Prìtash b' 12. Nìmo sunhmitìnwn gia amblug¸nia tr�gwna.Apìdeixh.Apì to Pujagìreio Je¸rhma a' 47 e�naiBG2=BD2+DG2,AB2=BD2+DA2.Apì to diwnumikì je¸rhma b' 4,DG2=DA2+AG2+2AD·AG,14Πρόταση α΄ 12.



6.2. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU B� 67ap' ìpou prokÔptei to zhtoÔmeno. 2Sth sÔgqronh gl¸ssa, an AB=g, BG=a, GA=b, kai ∠BAG=A, e�naiDA=cosA. Epeid  h A e�nai amble�a, to sunhm�tono e�nai arnhtikì kai pa�r-noume to apotèlesma. a2=b2+g2-2bgcosA.15Prìtash b' 14.Na kataskeuaste� tetr�gwno �so me dojèn eujÔgrammo sq ma.'Estw A to dojèn eujÔgrammo sq ma. Zhte�tai na kataskeuaste� tetr�-gwno �so me to A.16

Sq ma 6.8: Prìtash b' 14. Tetragwnismì tetrapleÔrou.Apìdeixh.Kataskeu�zetai orjog¸nio me pleurè ED kai BE, �sou perieqomènou meto A.17E�n e�nai tetr�gwno, èqoume telei¸sei. Eid�llw, èstw ìti h BE e�naimegalÔterh apì thn ED.15Ο Νόμος των Συνημιτόνων θα ανεπτύσσετο σε πλήρη δύναμη πολύ καιρό μετά τον Ευ-
κλείδη.16Κατά τον Αριστοτέλη στα μετά τα Φυσικά, ο τετραγωνισμός ορίζεται καλύτερα ως η
εύρεση του μέσου ανάλογου, παρά του τετραγώνου ίσου περιεχομένου. Και αυτό διότι, το
πρώτο αναφέρετσι στην αιτία ενώ το ύστερο στο συμπέρασμα και μόνο.17Πρόταση α΄ 45.



68 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNEpekte�noume thn BE sto Z ètsi ¸ste EZ=ED. DiqotomoÔme thn BZ stoH, gr�foume to hmikÔklio BJZ kèntrou H. Epekte�noume thn BE sto J.Isqurizìmaste ìti BE·ED=EJ2.Pr�gmati: BE·EZ+EH2=HZ2.18H HZ e�nai �sh me thn HJ apì kataskeu . 'Ara,BE·EZ+EH2=HJ2=EH2+EJ2.19Afair¸nta to EH2 kai apì ta dÔo skèlh, kai parathr¸nta ìti EZ=EHprokÔptei to zhtoÔmeno. 2To parap�nw je¸rhma èqei thn dik  tou ax�a. E�nai o skopì th jewr�apou anaptÔqjhke sti a' 35-45 mèsw th a' 47 kai b' 5 kai koruf¸jhke sthn b'14. Den exuphrete� kanèna �llo skopì apì to na metad¸sei m�a sugkekrimènhgn¸sh   alli¸, na apant sei se m�a shmantik  er¸thsh th jewr�a, all�kai th praktik  sun�ma.

18Πρόταση β΄ 5.19Πρόταση α΄ 47.



Kef�laio 7Phgè twn majhmatik¸n IV:Tetragwn�zonta ton KÔkloTo Je¸rhma b' 14 lÔnei èna shmantikì prìblhma: K�je polugwnikì sq mampore� na tetragwniste�. 'Opw sun jw sta majhmatik�, h lÔsh enì pro-bl mato den e�nai par� h arq  enì �llou. To epìmeno shmantikì sq ma e�naio kÔklo. Pw ton tetragwn�zoume? O Prìklo uposthr�zei, ìti h Prìtasha' 45, pou e�nai to teleuta�o b ma pr�n thn b' 14,  tan aut  pou od ghse stoprìblhma.To prìblhma tou tetragwnismoÔ  tan tìso exèqon stou klassikoÔ qrì-nou1 kai pas�gnwsto stou kÔklou th dianìhsh kai ìqi mìno, pou akìmhkai o Aristof�nh k�nei m�a anafor� se autì stou 'Ornijè tou (414 p.Q.).2Lègetai ìti o Anaxagìra (∼ 500-430 p.Q.) prosp�jhse na tetragwn�sei tonkÔklo ìnta ègkleisto sth fulak . Per�pou thn �dia qronik  per�odo, oIppokr�th o Q�o tetrag¸nise tou mhn�skou.31 ΄Ηταν ένα από τα λεγόμενα τρία άλυτα προβλήματα της αρχαιότητας. Τα άλλα δύο ήταν
ο διπλασιασμός του κύβου (το Δήλιον πρόβλημα) και η τρχοτόμηση της γωνίας.2Λέγει ο Μέτων, ο αυτοδιορισμένος πολιτικός επίτροπος της Νεφελοκοκκυγίας:

Ορθώ μετρήσω κανόνι προστιθείς,
ο κύκλος γένηταί σοι τετράγωνος καν μέσω
αγορά, φέρουσαι δ΄ ώσιν εις αυτήν οδοί

ορθαί προς αυτό το μέσον, ώσπερ δ΄ αστέρος
αυτού κυκλοτερούς όντος ορθαί πανταχή

ακτίνες απολάμπωσιν.3Μηνίσκος =μικρός μήνας. Αν εννοήσουμε σεληνιακό μήνα, τότε καταλαβαίνουμε την69



70 KEF�ALAIO 7. PHG�ES IV: TETRAGWN�IZONTAS TON K�UKLO
Sq ma 7.1: Tetragwnismì tou mhn�skou.O Ippokr�th bas�sthke sthn ex  arq :O lìgo twn embad¸n twn tmhm�twn enì kÔklou e�nai �so me ton lìgotwn tetrag¸nwn twn b�sewn twn tmhm�twn.Katìpin, (de�te kai to sq ma 7.1) se èna isoskelè orjog¸nio tr�gwnokataskeÔase hmikÔklia me b�sei ti ant�stoiqe pleurè. Qrhsimopoi¸nta toP.J. kai thn pio p�nw arq , èdeixe ìti to embadìn tou hmikukl�ou me di�metrothn upote�nousa e�nai dipl�sio tou embadoÔ tou kajenì apì ta hmikÔkliame di�metrou ti (�se) k�jete pleurè. 'Ustera, me entupwsiakì gia thnepoq  tou trìpo, anakl� to hmikÔklio th upote�nousa ep�nw se aut n kaiparathre� ìti to �jroisma tou embadoÔ twn dÔo mhn�skwn kai tou embadoÔtou meg�lou hmikukl�ou e�nai �so me to �jroisma tou embadoÔ twn dÔo mikr¸nhmikukl�wn kai tou embadoÔ tou trig¸nou. Lìgw ìmw tou ìti to embadìntou megalÔterou hmikukl�ou de�qjhke �so me dÔo forè to embadì tou kajenìmikroÔ hmikukl�ou, prokÔptei ìti to dipl�sio tou embadoÔ tou mhn�skou isoÔtaime to embadìn tou trig¸nou! Me �lla lìgia o mhn�sko e�nai to ter�gwno mepleur� to misì th pleur� tou isoskeloÔ orjogwn�ou trig¸nou, dhlad  tomisì th b�sh tou.H arq  tou Ippokr�th apodeiknÔetai apì ton Eukle�dh sthn Prìtash ib' 2,qrhsimopoi¸nta mejìdou tou Eudìxou. An èqoume dÔo kÔklou me embad�

E1, E2 kai akt�ne r1, r2, tìte h ib' 2 ma lègei ìti
E1 : E2 = r2

1
: r2

2
.'Ara, isodÔnama

E1 : r2

1
= E2 : r2

2
,

ονομασία. Οι ασχολούμενοι με τα αθλητικά θα ξέρουν βέβαια ότι ο μηνίσκος είναι σύνδεσμος
του γονάτου, στον οποίο έχουν ευπάθεια οι ποδοσφαιριστές. Και αυτός ο μηνίσκος έχει
σχήμα σελήνης στη χάση.



71pou shma�nei ìti o lìgo tou embadoÔ enì kÔklou pro to tetr�gwno thakt�na tou e�nai stajerì kai sumbol�zetai me π. Dhlad ,
E : r2 = π,   E = πr2.O prosdiorismì tou π ègine sthn arqaiìthta4 me meg�lh akr�beia apo tonArqim dh:5

3.1408 = 3
10

71
< π < 3

10

70
= 3.1429.Kat� ton majht  tou Prìklou Amm¸nio, pou gr�fei 900 qrìnia met� tonIppokr�th, e�nai mìno o Arqim dh pou br ke m�a akrib  prosèggish tou π,en¸ ìsoi prosp�jhsan na ton kataskeu�soun (kai �ra na tetragwn�soun tonkÔklo) apètuqan oiktr�.Me thn seir� tou o majht  tou Amm¸niou Simpl�kio, gr�fei to 540 m.Q.ìti o lìgo pou to prìblhma tou tetragwnismoÔ e�nai di�shmo, den e�nai mìnoto ìti kane� den tetrag¸nise ton kÔklo, all� kai to ìti kane� den mpìresena de�xei ìti o kÔklo den tetragwn�zetai.6W sqoliast  tou Aristotèlh, o Simpl�kio diabazìtan polÔ ston Me-sa�wna. Autì fa�netai kai apì to ìti o D�nth7 afier¸nei stou teleuta�oud¸deka st�qou th Je�a Kwmwd�a tou m�a anafor� sto prìblhma:San ton gewmètrh, pou buj�zetai bajei� sth skèyh tou,gia na metr sei ton kÔklo, kai den mpore�,ìso kai na skefte�, thn kat�llhlh arq  na brei.4Δείτε και εδώ: http://www.joyofpi.com/5Στο βιβλίο του Κύκλου Μέτρησις. Εκεί απέδειξε ότι και η περιφέρεια του κύκλου είναι

ίση με 2πr.6Χωρίς την προϋπόθεση της χρησιμοποίησης μόνο κανόνα και διαβήτη, ο κύκλος είχε
τετραγωνιστεί από τον Δεινόστρατο, τον αδελφό του μεναίχμου και τον Νικομήδη, γύρω στο
350 και στο 200 π.Χ. αντίστοιχα. Αυτοί χρησιμοποίησαν την καμπύλη του Ιππία του Ηλείου
(∼450 π.Χ.), που για αυτό το λόγο ονομάστηκε τετραγωνίζουσα, η οποία δεν είναι όμως
κατασκευάσιμη με κανόνα και διαβήτη. Για λεπτομέρειες, δείτε λ.χ. την ιστοσελίδα

http://users.ira.sch.gr/thafounar/Genika/problemGeometry/SquaringTheCircle/Dinostratus/
dinostratus.html
Σε πολικές συντεταγμένες, η τετραγωνίζουσα είναι η r = θ/ sin θ. Γνωστή επίσης ήταν η
λύση του Αρχιμήδη, που χρησιμποίησε την έλικά του, r = θ. Δείτε λ.χ. και την ιστοσελίδα

http://el.wikipedia.org/wiki/Σπείρα
−
του

−
Αρχιμήδη7Dante Aligheri (1265-1321). Φλωρεντίνος ποιητής, ο πρώτος που έγραψε ποίηση στη

δημώδη γλώσσα και όχι στα κατεστημένα ως τότε, αλλά νεκρά Λατινικά.



72 KEF�ALAIO 7. PHG�ES IV: TETRAGWN�IZONTAS TON K�UKLOKat� ton dèkato èbdomo ai¸na, kai me th susthm,atikìterh melèth twnor�wn, e�qe  dh arq�sei na diafa�netai ìti to prìblhma tou tetragwnismoÔ toukÔklou  tan ousiastik� prìblhma pou aforoÔse thn �dia th fÔsh twn arijm¸n.O James Gregory diatÔpwse to 1667 thn eikas�a ìti h mètrhsh tou kÔklouqrei�zetai eisagwg  nèwn arijm¸n. O Leibniz exepl�gh ìtan diap�stwse ìtito π e�nai to ìrio m�a �peirh seir�, all� mìno apì thn migadik  an�lushkai ton gnwstì tÔpo tou Euler e2πi = 1 to π kajier¸jhke sthn kÔria aiqm twn majhmatik¸n.Ekatì qrìnia met� ton Gregory, o Lambert èdwse m�a merik  ap�nthshston Simpl�kio, apodeiknÔonta ìti to π e�nai �rrhto. Oi Euler, Legendrediap�stwsan gÔrw sta 1750 ìti èna �rrhto mpore� na e�nai r�za mia po-luwnimik  ex�swsh me rhtoÔ suntelestè,8 mpore� kai na mhn e�nai. Sthnteleuta�a per�ptwsh, oi arijmo� auto� onom�zontai uperbatiko�9 kai o Legendree�kase ìti o π e�nai uperbatikì.SÔmfwna me th Jewr�a tou Galois pou aneptussìtan ragda�a per� ta tèlhtou 19ou ai¸na, èna arijmì kataskeu�zetai me kanìna kai diab th an kaimìno an den e�nai uperbatikì. O Lindemann apèdeixe to 1882 ìti o π e�naiuperbatikì, kai ap�nthse oristik� arnhtik� sto prìblhma tou tetragwnismoÔtou kÔklou. Autì bèbaia den katèsth arketì gia na stamat sei th qore�a twnper�fhmwn tetragwnist¸n pou akìmh kai sti mère ma apoteloÔn m�a arket�isqur , an kai tele�w eterìklhth om�da. Oi �apode�xei � tou ìti o kÔklotetragwn�zetai kinoÔntai apì ta ìria th geloiìthta èw th polÔ sobar ,an kai katadikasmènh ek twn protèrwn, prosp�jeia. Sto diad�ktuo,10 all�ìqi mìno eke�, mpore� kane� na dei tètoie apode�xei.
8Τέτοιοι αριθμοί λέγονται αλγεβρικοί. Λ.χ. ο √

2 ίναι αλγεβρικός εφόσον είναι ρίζα της
x2 − 2 = 0.9Διότι υπερβαίνουν τις δυνάμεις των αλγεβρικών μεθόδων.10Απλώς πληκτρολογείστε ‘τετραγωνισμός κύκλου’ σε μία οποιαδήποτε μηχανή αναζήτη-
σης, και τα τέρατα θα εμφανιστούν μπροστά σας.



Kef�laio 8Stoiqe�wn Bibl�o g': Per�kÔklou
8.1 Perieqìmena tou Bibl�ou g'Orismo� 1�11Prìtash 1 Pw br�skoume to kèntro tou kÔklou.Prot�sei 2�15 A: Qordè, kÔkloi temnìmenoikai efaptìmenoi.Prot�sei 16�19 B: Efaptìmene.Prot�sei 20�22 G1: Gwn�e se tm mata kÔklou kaitetr�pleura se kÔklou.
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74 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUProt�sei 23�29 G2: Qordè, tìxa kai gwn�e.Prìtash 30 Pw diqotome�tai èna tìxo.Prot�sei 31�34 G3: Perissìtera per� gwni¸n se kÔklou.Prot�sei 35�37 D: Tomè qord¸n, temnous¸n kai efaptomènwn.
8.2 Orismo� tou Bibl�ou g'Orismo�1. 'Isoi kÔkloi e�nai auto�, twn opo�wn oi di�metroi e�nai �se,   oi apost�-sei tou apì ta kèntra e�nai �se.1A parathr soume ed¸ ìti h ènnoia th isìthta kÔklwn den e�nai isìthtaperieqomènou ìpw sta parallhlìgramma, all� m�llon isìthta diamètrwn ( akt�nwn). O Eukle�dh skopeÔei na apode�xei thn arq  tou Ippokr�th, apìthn opo�a prokÔptei h isodunam�a twn orism¸n.2. [Th efaptomènh tou kÔklou℄ M�a euje�a lègetai ìti ef�ptetai se ènakÔklo, an ìtan sunant�2 ton kÔklo kai proekte�netai, den tèmnei ton kÔklo.

. . .6. Tm ma kÔklou e�nai to perieqìmeno apì ton kÔklo kai m�a euje�asq ma.1Κατά πολλούς όπως λ.χ οι Tartaglia, Borelli, Playfair τούτος ο ορισμός έπρεπε να είναι
αξίωμα. Κατ΄ άλλους, όπως ο Simson, είναι δυνατόν να αποδειχθεί ως πρόταση χρησιμοποιών-
τας φερ΄ ειπείν την εναπόθεση, αλλά ο Ευκλείδης το αποφεύγει αυτό όπου μπορεί. Βλέπουμε
ότι δεν υπάρχει ορισμός της ακτίνας, οι Αρχαίοι δεν χρησιμοποιούσαν αυτόν τον όρο. ΄Ετσι
ακτίνα εδώ είναι η απόσταση από το κέντρο.2άπτεται στο αρχαίο κείμενο. Ας παρατηρήσουμε τη διαφορά του άπτεται=συναντά και
εφάπτεται.



8.3. BIBL�IO G�, M�EROS A: QORD�ES, SQETIK�H J�ESH K�UKLWN 757. Gwn�a tm mato3 e�nai h perieqìmenh apì k�poia euje�a kai peri-fèreia kÔklou.8. Gwn�a se tm ma4 e�nai h gwn�a pou perièqetai sta sundedemènatm mata, ìtan k�poio shme�o lhfje� ep� th perifèreia tou tm mato, kai oieuje�e sundejoÔn apì autì pro ta �kra th euje�a, h opo�a e�nai h b�shtou tm mato.5
Sq ma 8.1: Gwn�a tm mato (arister�) kai gwn�a se tm ma (dexi�).
. . .11. 'Omoia tm mata kÔklwn e�nai ta deqìmena �se gwn�e, h se aut� oigwn�e e�nai �se metaxÔ tou.8.3 Bibl�o g', Mèro A: Qordè kÔklwn,kÔkloi temnìmenoi kai efaptìmenoiPr�n xekin sei me to Mèro A, o Eukle�dh parajètei to prìblhma g' 1: pwbr�sketai to kèntro enì kÔklou. ToÔto fa�netai par�xeno, afoÔ h Ôparxhtou kèntrou exasfal�zetai stou OrismoÔ a' 15, 16 kai e�nai emfanè ìti hkataskeu  tou kÔklou me diab th exasfal�zei ton prosdiorismì tou kèntrou.M�llon h par�jesh aut  th prìtash aphqe� paliìtere teqnikè. A fan-tastoÔme ènan arqa�o gewmètrh (  teqn�th) na gr�fei èna kÔklo sto q¸maqrhsimopoi¸nta th b�sh enì agge�ou. Pou e�nai to kèntro? H ap�nthshe�nai eÔkolh. O Eukle�dh pa�rnei m�a tuqa�a qord  kai thn mesok�jetì th.6Katìpin apodeiknÔei ìti to mèson th mesokajètou e�nai to kèntro tou kÔklou,3Ο ορισμός της γωνίας σε τμήμα απηχεί την παράδοση της μεικτής γωνίας. Σήμερα είναι

παντελώς ξεπερασμένος.4Είναι η γνωστή σε όλους εγγεγραμμένη γωνία.5Δηλαδή, η χορδή.6Προτάσεις α΄ 9 και 11. Εδώ όμως υπάρχει ένα χάσμα: από πουθενά δεν δικαιολογείται
ότι η μεσοκάθετος θα τέμνει τον κύκλο σε ακριβώς δύο σημεία! Τούτο οδήγησε τον De



76 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUme thn apagwg  se �topo. An to kèntro  tan k�poio �llo shme�o entì toukÔklou, to en¸nei me ta �kra th qord  kai to mèson th kai apodeiknÔei ìti hexwterik  gwn�a tou enì sqhmatizìmenou trig¸nou e�nai �sh me thn eswterik tou �llou, to opo�o e�nai adÔnato.Sthn Prìtash g' 2 apodeiknÔetai ìti h qord  enì kÔklou an kei stoeswterikì tou kÔklou, en¸ sthn Prìtash g' 3 apodeiknÔetai ìti m�a di�metrodiqotome� m�a qord  an kai mìno an e�nai k�jeth se aut n.Prìtash g' 4.E�n se èna kÔklo dÔo euje�e pou den pernoÔn apì to kèntro tèmnontaimetaxÔ tou, tìte den diqotomoÔntai.'Estw o kÔklo ABGD, kai mèsa s' autìn dÔo euje�e oi AG, BD pouden pernoÔn apì to kèntro kai tèmnontai metaxÔ tou sto E; lègw, ìti dendiqotomoÔntai.

Sq ma 8.2: Prìtash g' 4.Apìdeixh.Diìti, èstw ìti e�nai dunatìn na diqotomhjoÔn ¸ste h AE na e�nai �sh methn EG, kai h BE me thn ED; a èqei lhfje� to kèntro tou kÔklou, èstw toZ,7 kai a sundeje� h ZE.
Morgan να δώσει μία εναλλακτική μέθοδο, αποδεικνύοντας πρώτα ότι η ευθεία που διχοτομεί
κάθετα μία χορδή περιέχει το κέντρο του κύκλου. Παρ΄ όλα αυτά, και αυτή η μέθοδος έχει
προβλήματα· για λεπτομέρειες, κοιτάξτε τον Heath, vol. II, σελ. 7–8.7Πρόταση γ΄ 1.



8.3. BIBL�IO G�, M�EROS A: QORD�ES, SQETIK�H J�ESH K�UKLWN 77Epeid  loipìn k�poia euje�a ZE pou pern� apì to kèntro diqotome� k�poiaAG, thn tèmnei kai kajètw,8 e�nai �ra orj  h ZEA.P�li, epeid  k�poia euje�a ZE diqotome� k�poia BD, thn tèmnei kai kajè-tw, �ra e�nai orj  h ZEB. De�qjhke ìti kai h ZEA e�nai orj , �ra h ZEAe�nai �sh me thn ZEB, h mikrìterh me thn megalÔterh; to opo�o e�nai adÔnato.'Ara, ean se èna kÔklo dÔo euje�e pou den pernoÔn apì to kèntro tèmnontaimetaxÔ tou, tìte den diqotomoÔntai, O.E.D. 2Oi Prot�sei g' 11/12 e�nai �d�dume �. Ja de�xoume mìno thn Prìtash g'11 pou mil� gia eswterik� efaptìmenou kÔklou; h apìdeixh th g' 12 poumil� gia exwterik� efaptìmenou kÔklou e�nai parapl sia.Prìtash g' 11.E�n dÔo kÔkloi ef�ptontai metaxÔ tou eswterik�, kai lhfjoÔn ta kèntratou, tìte h euje�a pou sundèei ta kèntra tou, proekteinìmenh ja per�seiapì to shme�o epaf  twn kÔklwn.Diìti a e�nai dÔo kÔkloi ABG, ADE pou ef�ptontai metaxÔ tou eswteri-k� sto shme�o A, kai a lhfje� to kèntro Z tou kÔklou ABG kai to kèntro Htou kÔklou ADE.9 Lègw ìti h euje�a pou sundèei ta H kai Z proekteinìmenhpern� apì to A.

Sq ma 8.3: Prìtash g' 11.Apìdeixh.8Πρόταση γ΄ 3.9Πρόταση γ΄ 1.



78 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUDiìti e�n den e�nai dunatìn, a empèsei ìpw h ZHJ, kai a sundejoÔn oiAZ, AH.Epeid  loipìn to �jroisma twn AH, HZ e�nai megalÔtero apì thn ZA,dhlad  kai apì thn ZJ,10 a afaireje� h koin  ZH. 'Ara h loip  AH e�naimegalÔterh th loip  HJ. H AH e�nai �sh me thn HD, �ra kai h HD e�naimegalÔterh apì thn HJ, dhlad  h mikrìterh e�nai megalÔterh apì thn mega-lÔterh, to opo�o e�nai adÔnato. 'Ara h apì ta Z kai H sundedemènh euje�a denja per�sei èxwterik� (apì ton èna kÔklo, all� eswterik� tou �llou); �ra japer�sei apì to koinì shme�o A.'Ara, e�n dÔo kÔkloi ef�ptontai metaxÔ tou eswterik�, kai lhfjoÔn takèntra tou, tìte h euje�a pou sundèei ta kèntra tou, proekteinìmenh japer�sei apì to shme�o epaf  twn kÔklwn, O.E.D. 2

Sq ma 8.4: Prìtash g' 12.
Oi Prot�sei g' 11/12 e�qan anar�jmhte efarmogè sthn arqitektonik  touMesa�wna, kai e�nai ousiastikì sustatikì tou legìmenou GotjikoÔ rujmoÔ.(Sq ma 8.5)10Πρόταση α΄ 20.



8.3. BIBL�IO G�, M�EROS A: QORD�ES, SQETIK�H J�ESH K�UKLWN 79
Sq ma 8.5: Efarmogè twn Prot�sewn g' 11/12 sthn mesaiwnik  arqitekto-nik : H ay�da th Ritterstiftskirche sto Wimpfen th German�a, 1280.Sqìlia sti Prot�sei g' 11/12: Sqetik  jèsh kÔ-klwnE�nai genik� paradektì apì tou melethtè twn Stoiqe�wn, ìti oi apode�xeitwn Prot�sewn g' 11/12 e�nai arket� problhmatikè.11 H shmerin  prakti-k , pou antikajist� autè ti Prot�sei, all� exakolouje� na bas�zetai staprohgoÔmena Eukle�deia jewr mata, sundèei ton arijmì, thn fÔsh kai thn jè-sh twn koin¸n shme�wn dÔo kÔklwn, me thn sqèsh pou èqei h apìstash twnkèntrwn tou me to m ko twn akt�nwn tou. 12Sunolik�, oi Prot�sei g' 11/12 antikaj�stantai apì ti epìmene:131. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo kÔklwn e�nai megalÔterh apì to �-jroisma twn akt�nwn tou, tìte oi kÔkloi den èqoun koin� shme�a kai e�naiexwteriko� o èna pro ton �llon.2. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo �niswn kÔklwn e�nai mikrìterh apì thnapìluth tim  th diafor� twn akt�nwn tou, tìte oi kÔkloi den èqoun koin�shme�a kai o mikrìtero kÔklo ke�tai olìklhro eswterik� tou megalÔterou.3. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo kÔklwn e�nai �sh me to �jroisma twnakt�nwn tou, tìte oi kÔkloi èqoun èna koinì shme�o kai mìno, to opo�o ke�taisthn di�kentro. Oi kÔkloi e�nai exwteriko� o èna pro ton �llon.4. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo �niswn kÔklwn e�nai �sh me th diafor�11Δείτε λ.χ. τον Heath, Vol. II, σελ. 24–32.12Οι ρίζες αυτής της μεθόδου βρίσκονται στους Veronese, Legendre και άλλους.13Για τις αποδείξεις, κοιτάξτε τον Heath, Vol. II, σελ. 30–32, ή τα βιβλία της Γεωμετρίας
του Λυκείου.



80 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUtwn akt�nwn tou, tìte oi kÔkloi èqoun èna koinì shme�o kai mìno, to opo�oke�tai sthn di�kentro. O mikrìtero kÔklo ke�tai eswterik� tou megalÔterou.5. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo kÔklwn e�nai mikrìterh apì to �jroi-sma kai megalÔterh apì th diafor� twn akt�nwn tou, tìte èqoun dÔo koin�shme�a pou br�skontai summetrik� w pro th di�kentro, all� den ke�ntai s'aut n.8.4 Bibl�o g', Mèro B: EfaptìmeneOi tèsseri prot�sei aut  th paragr�fou e�nai jemeli¸dei gia thn stoi-qei¸dh gewmetr�a, diìti metasqhmat�zoun thn diaisjhtik  ènnoia th efapto-mènh w �m�a gramm  pou akoump� ton kÔklo� se èna eÔqrhsto ergale�o,me to na d¸soun m�a apl  kataskeu  th efaptìmenh: H efaptìmenh e�naik�jeth sthn akt�na pou �getai apì to kèntro pro sto shme�o epaf .Prìtash g' 16H euje�a pou fèretai k�jeta apì to �kro th diamètrou enì kÔklou, japèsei ektì tou kÔklou. Kai ston tìpo metaxÔ th euje�a kai th perifèreiaden mpore� na paremblhje�14 �llh euje�a. Kai h men gwn�a tou hmikukl�ou e�naimegalÔterh apì k�je oxe�a eujÔgrammh gwn�a, h de loip  e�nai mikrìterh (apìk�je oxe�a eujÔgrammh gwn�a).15'Estw o kÔklo ABG gÔrw apì to kèntro D kai me di�metro AB; lègw ìtih agìmenh apì to A pro thn AB k�jeth ja pèsei ektì tou kÔklou.Apìdeixh.Diìti an ìqi, a èqei pèsei entì tou kÔklou ìpw h GA kai a èqei sundeje�h DG.Epeid  h DA e�nai �sh me thn DG, h gwn�a DAG e�nai �sh me th gwn�a ADG.16H DAG e�nai orj , �ra kai h AGD. 'Etsi sto tr�gwno AGD to �jroisma twn14ου παρεμπεσείται στο αρχαίο κείμενο=δεν μπορεί να πέσει μεταξύ.15Από την αρχαιότητα ήδη, αλλά και στο διάστημα από τον 13ο έως τον 17ο αιώνα, το
τελευταίο μέρος της πρότασης έγινε αντικείμενο διαμάχης. Ποιες γωνίες εννοεί ο Ευκλείδης;
Κατά τον Πρόκλο, και εδώ απηχείται η παράδοση των μεικτών γωνιών, τις οποίες κατά τ΄
άλλα ο Ευκλείδης χρησιμοπιεί από ελάχιστα έως καθόλου. Η γωνία που παρεμβάλλεται βέβεια
δεν είναι μεικτή. Στν προ-Ευκλείδεια εποχή, ο Δημόκριτος είχε γράψει περί της διαφορής
γνώμης ή περί ψαύσεως κύκλου και σφαίρης.16Πρόταση α΄ 5.



8.4. BIBL�IO G�, M�EROS B: EFAPT�OMENES 81

Sq ma 8.6: Prìtash g' 16. Orismì th efaptomènh.dÔo gwni¸n DAG, AGD e�nai �so me dÔo orjè, to opo�o e�nai adÔnato.17 'Arah agìmenh apì to A k�jeth sthn BA ja pèsei entì tou kÔklou. Omo�wmporoÔme na de�xoume ìti kamm�a tètoia k�jeth de ja pèsei ep� th perifèreia.'Ara ja pèsoun ìle ektì.A pèsei ìpw h AE. Lègw ìti ston tìpo metaxÔ th AE kai th perifèreiaGJA den paremb�lletai kamm�a �llh euje�a.Diìti an  tan dunatìn, a paremblhje� ìpw h ZA kai a aqje� apì toshme�o D h DH k�jeth sthn ZA.18 Kai epeid  h AHD e�nai orj  kai h DAHe�nai mikrìterh apì orj , e�nai �ra megalÔterh h AD apì th DH. 19 H DAe�nai �sh me th DJ, �ra h DJ e�nai megalÔterh apì th DH, h mikrìterh apìth megalÔterh; to opo�o e�nai adÔnato. 'Ara ston tìpo metaxÔ th euje�a AEkai th perifèreia den paremb�lletai kamm�a �llh euje�a.Lègw ìti kai h men gwn�a tou hmikukl�ou pou perièqetai apì thn euje�a BAkai thn perifèreia GJA e�nai megalÔterh apì kaje eujÔgrammh oxe�a gwn�a,h de loip  pou perièqetai apì thn perifèreia GJA kai thn euje�a AE e�naimikrìterh apì k�je eujÔgrammh oxe�a gwn�a.Diìti an up�rqei eujÔgrammh gwn�a megalÔterh apì th gwn�a pou periè-qetai apì thn euje�a BA kai thn perifèreia GJA   mikrìterh apì thn gwn�apou perièqetai apì thn perifèreia GJA kai thn euje�a AE, ston tìpo metaxÔth perifèreia GJA kai th euje�a AE ja paremb�lletai euje�a, h opo�a jak�nei thn gwn�a (pou perièqetai sti euje�e) megalÔterh men apì thn perieqì-menh apì thn euje�a BA kai thn perifèreia GJA, mikrìterh de apì thn gwn�a17Πρόταση α΄ 17.18Πρόταση α΄ 12.19Πρόταση α΄ 19.



82 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUpou perièqetai apì thn perifèreia GJA kai thn euje�a AE.All� den paremb�lletai. 'Ara den up�rqei eujÔgrammh oxe�a gwn�a pouna e�nai megalÔterh apì th gwn�a pou perièqetai apì thn euje�a BA kai thnperifèreia GJA   mikrìterh apì th gwn�a pou perièqetai apì thn perifèreiaGJA kai thn euje�a AE. 2

Sq ma 8.7: �Keratoeide� gwn�e �.Sqoli�zonta thn apìdeixh, a doÔme xan� thn �keratoeid  �20 gwn�a pousqhmat�zetai apì thn euje�a kai ton kÔklo sto shme�o epaf . E�dame ìti oEukle�dh apodeiknÔei ìti h gwn�a metaxÔ tou kÔklou kai th efaptomènhe�nai mikrìterh apì k�je eujÔgrammh gwn�a.ToÔto èqei sobarè sunèpeie sth di�taxh twn gwni¸n analìgw tou me-gèjou tou. H gwn�a α tou sq mato 8.7 mpore� na diqotomhje� (xan� kaixan�), all� potè h prokÔptousa gwn�a den ja g�nei mikrìterh apì thn ke-ratoeid . me sÔgqronou ìrou, h di�taxh aut  twn gwni¸n (twn meikt¸nsumperilambanomènwn) e�nai mh Arqim deia.21O Eukle�dh  tan en mero th kat�stash, diìti se �lle peript¸seiapokle�ei mh-Arqim deie diat�xei. Ston Orismì e' 4, mil� gia megèjh �ikan�ìtan pollaplasiastoÔn, na xeper�soun to èna to �llo�, kai sthn Prìtash i' 1èqei akrib¸ thn kat�stash th g' 16 kai de�qnei me th bo jeia tou orismoÔ e'4 ìti ta diadoqik� mis�, telik� ja g�noun mikrìtera apì to deÔtero mègejo.Oi Arqim deie kai oi mh-Arqim deie diat�xei  tan gnwstè ekatì per�pouqrìnia prin ton Arqim dh.Pìrisma.20Ο όρος οφείλεται στον Πρόκλο.21Ας είναι x η γωνία μεταξύ του κύκλου και της εφαπτομένης και y μία τυχαία ευθύγραμμη
γωνία. Ο Ευκλείδης απλά μας λέγει ότι για κάθε φυσικό αριθμό n, το nx < y δηλαδή το x
είναι απειροστό ως προς το y. ΄Ενα σύνολο που έχει μία αλγεβρική δομή και μία διάταξη κατά
την οποία υπάρχουν x, y με το x να είναι απειροστό ως προς το y καλείται μη-Αρχιμήδειο.



8.4. BIBL�IO G�, M�EROS B: EFAPT�OMENES 83Apì toÔto e�nai fanerì, ìti h euje�a pou �getai k�jeta apì ta �kra miadiamètrou kÔklou, ef�ptetai ston kÔklo [kai ìti h euje�a ef�ptetai se ènamìno shme�o, epeid  de�qjhke ìti h euje�a pou tèmnei ton kÔklo se dÔo shme�apèftei entì tou kÔklou.22℄. O.E.D.Oi Prot�sei g' 18/19 e�nai (merik�) ant�strofa tou Por�smato. H Prì-tash g' 17 e�nai eidikoÔ endiafèronto lìgw th tupik  th qr sh th sum-metr�a se èna majhmatikì epiqe�rhma.Prìtash g' 17.Na aqje� efaptomènh tou kÔklou apì dojèn shme�o tou.'Estw A to dojèn shme�o, kai BGD o doje� kÔklo. Prèpei na aqje� apìto A efaptomènh tou kÔklou BGD.

Sq ma 8.8: Prìtash g' 17.Apìdeixh.Diìti a èqei lhfje� to kèntro E tou kÔklou,23 kai a èqei sundeje� h AE.Kai a èqei grafe� o kÔklo AZH me kèntro E kai di�sthma24 EA. Kai a èqeiaqje� k�jeta sthn EA h DZ apì to D25 kai a èqoun sundeje� oi EZ, AB.Lègw ìti h efaptomènh apì to A ston kÔklo BGD èqei aqje� h AB.22Πρόταση γ΄ 2.23Πρόταση γ΄ 1.24διάστημα=ακτίνα.25Πρόταση α΄ 11.



84 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUDiìti epeid  to E e�nai kèntro twn kÔklwn BGD, AZH, �ra h EA e�nai �shme thn EZ kai h ED me thn EB. 'Etsi oi dÔo euje�e AE, EB e�nai �se meti dÔo euje�e ZE, ED kai perièqoun koin  gwn�a.26. 'Ara h b�sh DZ e�nai�sh me th b�sh AB, kai to tr�gwno DEZ e�nai �so me to tr�gwno EBA, kai oiloipè gwn�e e�nai �se me ti loipè gwn�e.27 'Ara h gwn�a EDZ e�nai �shme th gwn�a EBA. H EDZ e�nai orj , �ra orj  kai h EBA. Kai h EB e�naiapì to kèntro,28. Kai h euje�a pou �getai k�jeta apì to �kro th diamètrouef�ptetai ston kÔklo;29 �ra h AB ef�ptetai ston kÔklo BGD.'Ara apì to dojèn shme�o A tou kÔklou BGD �qjhke efaptomènh euje�a hAB, O.E.P. 2Fusik�, to �kìsmhma� th apìdeixh e�nai o aprosdìkhto trìpo me tonopo�o h efaptomènh DZ, pou sthn pr¸th mati� den de�qnei na èqei sqèsh meto prìblhma, qrhsimopoie�tai gia na paraqje� h zhtoÔmenh efaptomènh AB;toÔto k�nei thn kataskeu  komyotèqnhma.H kataskeu  de�qnei ep�sh ìti apì dojèn shme�o (ektì kÔklou) mporoÔnna aqjoÔn dÔo efaptìmene ston kÔklo. E�nai ep�sh fanerì ìti toÔte oiefaptìmene e�nai �se, kai ìti oi gwn�e me pleurè ti efaptìmene kai thneuje�a pou sundèei to dojen shme�o me to kèntro e�nai ep�sh �se.30 O Eu-kle�dh parale�pei thn per�ptwsh ìpou to dojèn shme�o br�sketai ep�nw sthnperifèreia, profan¸ lìgw th leptomeroÔ an�lush th Prìtash g' 16. Aparathr soume tèlo, ìti e�n xèrame ìti h eggegrammènh se hmikÔklio gwn�ae�nai orj  (Prìtash g' 31 parak�tw), apl¸ ja e�qame na gr�youme kÔklodiamètrou AE; toÔto tèmnei ton dojènta kÔklo sta dÔo shme�a epaf .8.5 Bibl�o g', Mèro G1: Gwn�e se tm -mata kÔklwn'Isw oi tèsseri pio shmantikè prot�sei twn Stoiqe�wn e�nai oi parak�tw:1. H Prìtash a' 32 per� tou ajro�smato gwni¸n trig¸nou;26Με κορυφή το Ε.27Πρόταση α΄ 4.28δηλαδή ακτίνα.29Πρόταση γ΄ 16.30Τα παραπάνω δείχθηκαν από τον ΄Ηρωνα τον Αλεξανδρέα.



8.5. BIBL�IO G�, M�EROS G1: GWN�IES SE TM�HMATA 852. h Prìtash a' 47 (to Pujagìreio Je¸rhma);3. h Prìtash f' 21 per� tou analloi¸tou twn gwni¸n se tm ma kai4. h Prìtash st' 2 per� twn analogi¸n twn pleur¸n omo�wn trig¸nwn.H Prìtash g' 20 shmatodote� m�a nèa arq  sto Bibl�o g'.Prìtash g' 20.Se èna kÔklo, h gwn�a sto kèntro 31 e�nai dipl�sia th gwn�a sthn peri-fèreia, ìtan oi gwn�e èqoun thn �dia perifèreia b�sh.32

Sq ma 8.9: Prìtash g' 20. Ep�kentrh kai eggegrammènh gwn�a.Apìdeixh.QrhsimopoioÔme sÔgqrono sumbolismì gia suntom�a, all� kat� t' �llaakoloujoÔme katalept¸ ton Eukle�dh. 'Estw α = ∠BAG me b�sh to tìxoBG. To E e�nai to kèntro tou kÔklou. Gia thn pr¸th per�ptwsh, a e�nai toE sto eswterikì th α. H AE proekte�netai sto Z. Tìte to △ABE e�naiisoskelè; �ra h exwterik  gwn�a ǫ = ∠BEZ= 2∠ABE=2β. 'Omoia, η =
∠GEZ= 2∠EAG=2γ. 'Ara µ = ∠BEG= ǫ+ η = 2(β + γ) = 2α. H per�ptwshtou shme�ou D antimetwp�zetai parìmoia, me th diafor� ìti afairoÔntai ant�na prost�jentai oi gwn�e. 2H Prìtash g' 21 e�nai �meso pìrisma th g' 20:31=η επίκεντρη γωνία.32Με άλλα λογια η επίκεντρη γωνία ενός τόξου είναι διπλάσια της εγγεγραμμένης στο ίδιο
τόξο.



86 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUPrìtash g' 21.Se èna kÔklo oi gwn�e sto �dio tm ma e�nai �se metaxÔ tou.

Sq ma 8.10: Prìtash g' 21. Oi eggegrammène sto �dio tìxo e�nai �se.H pr¸th ousiastik  efarmog  th Prìtash g' 21 e�nai h parak�tw.Prìtash g' 22.Sta tetr�pleura entì kÔklwn,33 to �jroisma twn apènanti gwni¸n e�nai�so me dÔo orjè.'Estw o kÔklo ABGD, kai mèsa s' autìn èstw tetr�pleuro to ABGD;lègw, ìti to �jroisma twn apènanti gwni¸n e�nai �so me dÔo orjè.Apìdeixh.A èqoun sundeje� oi AG, BD.Epeid  se k�je tr�gwno, to �jroisma twn tri¸n gwni¸n tou e�nai �so medÔo orjè,34 to �jroisma twn tri¸n gwni¸n GAB, ABG, BGA e�nai �so me dÔoorjè. H men GAB e�nai �sh me thn BDG; e�nai sto �dio tm ma BADG;35 h deAGB e�nai �sh me thn ADB; e�nai sto �dio tm ma ADGB.'Ara ìlh h ADG e�nai �sh me to �jroisma twn BAG kai AGB. Prost�jetaikai sti dÔo h AGB. 'Ara to �jroisma twn ABG, BAG kai AGB e�nai �so me to�jroisma twn ABG kai ADG. All� to �jroisma twn ABG, BAG kai AGB e�nai�so me dÔo orjè. 'Ara kai to �jroisma twn ABG kai ADG e�nai �so me dÔo33=εγγεγραμμένα τετράπλευρα.34Πρόταση α΄ 32.35Πρόταση γ΄ 21.



8.6. BIBL�IO G�, M�EROS G2: QORD�ES, T�OXA KAI GWN�IES 87

Sq ma 8.11: Prìtash g' 22. Eggegrammèno tetr�pleuro: Oi apènanti gwn�eèqoun �jroisma dÔo orjè.orjè. 'Omoia mporoÔme na de�xoume ìti kai to �jroisma twn gwni¸n BAD,DGB e�nai �so me dÔo orjè.'Ara, sta tetr�pleura entì kÔklwn, to �jroisma twn apènanti gwni¸ne�nai �so me dÔo orjè, O.E.D. 28.6 Bibl�o g', Mèro G2: Qordè, tìxa kaigwn�eSe toÔth th par�grafo tou Bibl�ou g', ta apotelèsmata th prohgoÔmenhepekte�nontai me èna teqnikì trìpo se genikìtere katast�sei, parìmoia meti prot�sei per� embad¸n parallhlogr�mmwn kai trig¸nwn sto Bibl�o a' 36-38. H isìthta twn gwni¸n metafèretai apì �to �dio tm ma� se ��sa tm mata�swn kÔklwn� kai ìmoia gia ti qordè kai ta tìxa: �sa tìxa kajor�zoun �seqordè kai antistrìfw; to �dio �sqÔei gia ti gwn�e kai ta tìxa. 'Ola aut�br�skoun efarmog  sto Bibl�o d'.8.7 Bibl�o g', Mèro G3: Perissìtera per�gwni¸n se kÔklouSto Mèro G1, dÔo akra�e peript¸sei den melet jhkan. H pr¸th e�nai aut th gwn�a se hmikÔklio. H di�metro enì kÔklou e�nai m�a euje�a gramm  kai



88 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUgia ton Eukle�dh autì den or�zei gwn�a (180 moir¸n   dÔo orj¸n) sto kèntro.Prìtash g' 31.36Se èna kÔklo h gwn�a se hmikÔklio e�nai orj . . . 37

Sq ma 8.12: Prìtash g' 31. H eggegrammènh se di�metro e�nai orj .H apìdeixh k�nei p�li qr sh isoskel¸n trig¸nwn kai perilhptik� èqei wex : H exwterik  gwn�a ∠ZAG e�nai �sh me to �jroisma ∠ABG+∠AGB; �raafoÔ ∠ABG+∠AGB= ∠BAE+∠EAG, prokÔptei ìti h ∠BAG e�nai orj .Prìtash g' 32.E�n k�poia euje�a ef�ptetai se kÔklo, kai apì to shme�o epaf  aqje�euje�a pou tèmnei ton kÔklo, oi gwn�e pou sqhmat�zei me thn efaptomènh jae�nai �se me ti gwn�e sta enall�x tm mata tou kÔklou.Diìti e�n h euje�a EF ef�ptetai ston kÔklo ABCD sto shme�o B, kaiapì to B aqje� euje�a BD pou tèmnei ton kÔklo; lègw ìti oi gwn�e pousqhmat�zei h BD me thn efaptomènh EF e�nai �se me ti gwn�e sta enall�xtm mata tou kÔklou, dhlad  h gwn�a FBD e�nai �sh me th gwn�a BAD kai hgwn�a EBD e�nai �sh me th gwn�a DCB.36Το θεώρημα αυτό αποδίδεται στον Θαλή. ΄Εχει ειπωθεί προηγουμένως ότι είναι άμε-
ση απόρροια της Πρότασης γ΄ 20, αν αυτή επεκταθεί ώστε να περιέχει την περίπτωση είναι
μικρότερο ή ίσο του ημικυκλίου, δηλαδή η γωνία στο κέντρο είναι ίση με δύο ορθές. Υπάρ-
χουν ενδείξεις στα Μετά τα Φυσικά του Αριστοτέλη, ότι υπήρχε διαφορετική απόδειξη του
αποτελέσματος αυτού γνωστής στους προ-Ευκλείδειους χρόνους.37Η πρόταση περιέχει και άλλα αποτελέσματα που αφορούν γωνίες τμημάτων και γωνίες
σε τμήμτα μεγαλύτερα ή μικρότερα ημικυκλίων.
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Sq ma 8.13: Prìtash g' 32. Je¸rhma gwn�a qord  kai efaptomènh.Apìdeixh.Jèloume na de�xoume ìti φ = ∠FBD = ∠BAD = α kai ψ = ∠EBD =
∠DCB = γ. En gènei, to A e�nai tuqa�o shme�o ston kÔklo, all� lìgwtou analloi¸tou th gwn�a BAD mpioroÔme na upojèsoume ìti h BA e�naidi�metro. Jètoume ep�sh β = ∠ABC. H ∠ADB e�nai orj ;38 �ra to�jroisma α+β e�nai �so m�a orj .39 All� ep�sh β+φ e�nai m�a orj  kai ètsi
α = φ.Ep�sh, γ = π − α = π − φ = ψ.40 2Oi epìmene dÔo prot�sei e�nai parallagè th g' 32 pou e�nai qr simegiat� dhmiourgoÔn katast�sei kat�llhle gia thn efarmog  th g' 21.Prìtash g' 33.Na grafe� se doje�sa euje�a, tm ma kÔklou pou dèqetai gwn�a �sh me eu-jÔgrammh gwn�a.Prìtash g' 34.Apì dojènta kÔklo na afaireje� tm ma pou dèqetai gwn�a �sh me doje�saeujÔgrammh gwn�a.'Estw o doje� kÔklo ABG kai D h doje�sa eujÔgrammh gwn�a; zhte�taina afaireje� tm ma kÔklou pou dèqetai gwn�a �sh me thn eujÔgrammh gwn�aD.38Πρόταση γ΄ 3139Πρόταση α΄ 32.40Πρόταση γ΄ 22.
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Sq ma 8.14: Prìtash g' 33.
Sq ma 8.15: Prìtash g' 34.Apìdeixh.A aqje� apì to B efaptomènh EZ. Kai a èqei kataskeuaste� p�nw stoZB gwn�a ZBG �sh me thn D. 41Epeid  loipìn h euje�a EZ ef�ptetai ston kÔklo ABG, kai apì to shme�oepaf  B dièrqetai h BG, h gwn�a ZBG e�nai �ra �sh me thn gwn�a pou kata-skeu�sthke sto enall�x tm ma BAG. All� h ZBG e�nai �sh me thn D; �ra kaih gwn�a sto tm ma BAG e�nai �sh me thn D.'Ara, apì ton dojènta kÔklo ABG afairèjhke to BAG pou dèqetai gwn�a�sh me th doje�sa eujÔgrammh gwn�a D. O.E.P.42 28.8 Bibl�o g' Mèro D: Tomè qord¸n te-mnous¸n kai efaptomènwnSth shmerin  gewmetr�a tou luke�ou, oi teleuta�e trei prot�sei tou Bibl�oug' t�jentai entì tou plais�ou th jewr�a th omoiìthta ìpou, oi apode�xei41Πρόταση α΄ 23.42Μία εναλλακτική κατασκευή εδώ θα ήταν να κατασκευάσουμε μία επίκεντρη γωνία δι-

πλάσια της δοθείσας· αν η δοθείσα είναι ορθή, χρειάζεται μόνο να φέρουμε την διάμετρο του
κύκλου.



8.8. BIBL�IOG�M�EROSD: QORD�ES,T�EMNOUSES,EFAPT�OMENES91tou e�nai eÔkole. Se autì to st�dio o Eukle�dh den mpore� na qrhsimo-poi sei analog�e kai gia autì to lìgo d�dei per�ploke kai makroskele�apode�xei.Peplegmènh sti Prot�sei g' 35/36 e�nai h kataskeu  th analloi¸toupou kale�tai s mera dÔnamh shme�ou w pro kÔklo h opo�a èqei pa�xei shman-tikì rìlo sthn istor�a th gewmetr�a.Prìtash g' 35.E�n dÔo euje�e tèmnontai se kÔklo, to perieqìmeno apì ta tm mata thmia orjog¸nio isoÔtai me to perieqìmeno orjog¸nio apì ta tm mata th �l-lh.
Sq ma 8.16: Prìtash g' 34: AE·EG=BE·ED.Prìtash g' 36.43E�n lhfje� k�poio shme�o ektì tou kÔklou, kai ston kÔklo pèftoun dÔoeuje�e, h m�a tèmnousa kai h �llh efaptomènh, tìte to orjog¸nio pou periè-qetai apì ìlh thn tèmnousa kai to tm ma th ektì tou kÔklou metaxÔ toushme�ou kai th kurt  perifèreia, e�nai �so me to tetr�gwno th efaptomè-nh.

Sq ma 8.17: Prìtash g' 36. Jèwrhma Tèmnousa kai Efaptomènh:DB2 =DG·DA.43Η Πρόταση αυτή είναι το γνωστό Θεώρημα Τέμνουσας και Εφαπτομένης.



92 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUA xanaparajèsoume thn parap�nw Prìtash ¸ste na sumperilamb�nei kaithn ant�strof  th Prìtash g' 37, dèste kai to sq ma 8.17:DB efaptomènh an kai mìno an DB2 =DG·DA.Ja de�xoume mìno to eujÔ; to ant�strofo den èqei idia�tero endiafèron.Apìdeixh me thn qr sh omoiìthta.JewroÔme ta tr�gwna△DBG kai△DBA, ta opo�a èqoun koin  thn ∠ADB.E�n h DB e�nai efaptomènh, tìte apì thn g' 32 e�nai ∠DBG=∠BAG. Apì thna' 32 oi ant�stoiqe loipè gwn�e e�nai �se kai ta tr�gwna △DBG kai △DBAe�nai isog¸nia. 'Ara,44 DG:DB=DB:DA,kai 45 DB2 =DG·DA.
2H apìdeixh tou Eukle�dh.O Eukle�dh jewre� pr¸ta thn per�ptwsh ìpou h AD pern� apì to kèntro.Parale�poume aut  thn per�ptwsh diìti oi mèjodoi pou akoloujoÔntai e�naipanomoiìtupe me autè th genik  per�ptwsh.46'Estw EZ k�jeth sthn DA; sundèontai oi ED, EB. Sthn euje�a DA èqoumethn kat�stash th b' 6: AD·DG+GZ2=ZD2.T¸ra trei efarmogè tou P. J. bohjoÔn. Apì kataskeu EG2=GZ2+EZ2,ED2=DZ2+EZ2.'Ara, AD·DG+GE2=ED2,kai epeid  GE=EB,44Πρόταση στ΄ 4.45Πρόταση στ΄ 16.46Τούτη η περίπτωση είναι αυτό που στις μέρες μας ονομάζουμε οριακή. Ο Ευκλείδης,

όπως και όλοι οι ΄Ελληνες γεωμέτρες άλλωστε, δεν επιτρέπει στον εαυτό του να συνάγει
την αλήθεια της οριακής περίπτωσης κατευθείαν από την γενική περίπτωση που την περιέχει,
αλλά δίδει ξεχωριστή απόδειξη.



8.8. BIBL�IOG�M�EROSD: QORD�ES,T�EMNOUSES,EFAPT�OMENES93AD·DG+EB2=ED2.T¸ra, epeid  h DB e�nai efaptomènh,ED2=DB2+EB2.Antikajist¸nta kai afair¸nta to EB2 h parap�nw d�deiAG·DG=DB2.
2Ek pr¸th ìyew, h apìdeixh tou Eukle�dh de�qnei pio per�plokh apì thnapìdeixh me thn qr sh omoiìthta. Par� toÔto h teleuta�a qrhsimopoie� thnPrìtash st' 4 kai thn st' 16, oi opo�e qrei�zontai ta ennoiak� duskolìte-ra jemèlia tou Bibl�ou e'. Sunolik� loipìn h apìdeixh tou Eukle�dh e�naiaploÔsterh an kai teqnik� polÔplokh.
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Kef�laio 9Stoiqe�wn Bibl�o d': Kanonik�polÔgwnaJa qrhsimopoioÔme ton sun jh ìro �kanonikì polÔgwno� ant� tou eukle�deiou�isìpleurou kai isog¸niou polug¸nou�; h kurtìthta uponoe�tai p�ntote. ToBibl�o d' akolouje� èna sfiqtì pl�no kai den èqei ti upodiairèsei pou èqounta �lla bibl�a. Tèssera probl mata diapragmateÔontai susthmatik�:1. H eggraf  eujugr�mmou sq mato se dojènta kÔklo;2. h perigraf  eujugr�mmou sq mato se dojènta kÔklo;3. h eggraf  kÔklou se dojèn eujÔgrammo sq ma kai4. h perigraf  kÔklou se dojèn eujÔgrammo sq ma.Ta probl mata aut� lÔnontai gia
• tr�gwna sti Prot�sei d' 2-5;
• tetr�gwna (kanonik� tetr�pleura) sti Prot�sei d' 6-9;
• kanonik� pent�gwna sti Prot�sei d' 10-14;
• kanonik� ex�gwna sthn Prìtash d' 15 kai
• kanonik� dekapent�gwna sthn Prìtash d' 16.95



96 KEF�ALAIO 9. BIBL�IO D�: KANONIK�A POL�UGWNAO austhrì kai susthmatikì sqediasmì tou bibl�ou d' ma d�nei na ka-tal�boume ìti e�nai monograf�a enì mìno suggrafèa thn opo�a o Eukle�dhenswm�twse sta Stoiqe�a. H par�leiyh tou axi¸mato twn parall lwn, h k�-pw arqa ik  gl¸ssa, ìpw kai ta sqìlia pou prostèjhkan sto bibl�o autìsthn meta-Eukle�deia epoq , ma d�noun na katal�boume ìti m�llon toÔto e�naièrgo k�poiou Pujagore�ou. O Eukle�dh de�qnei ìti parexèkkline tou arqikoÔkeimènou me dÔo trìpou: pr¸ta, xanadoÔleye thn kataskeu  tou kanonikoÔpentag¸nou gia na exale�yei thn qr sh twn analogi¸n kai Ôstera, den qrhsi-mopo�hse kajìlou tou orismoÔ tou bibl�ou gia thn eggraf  polug¸nwn sepolÔgwna, thn opo�a profan¸ diat rhse apì thn arqik  monograf�a.Apì majhmatik  �poyh, to plèon ousiastikì ep�teugma tou Bibl�ou d' e�naih kataskeu  tou kanonikoÔ pentag¸nou. Ta upìloipa jewr mata e�nai sqetik�eÔkola, �ra k�poio mpore� na pe� ìti h kataskeu  tou pentag¸nou e�nai olìgo Ôparxh ìlou tou bibl�ou. H jewr�a sto Bibl�o d' e�nai endiafèrousamìno exait�a aut  th dÔskolh per�ptwsh, thn opo�a ja diapragmateutoÔmexeqwrist� sthn epìmenh par�grafo.Shme�o ekk�nhs  ma e�nai h Prìtash d' 2 me thn exairetik� ìmorfh apì-deixh.Prìtash d' 2.Na eggrafe� se dojènta kÔklo, tr�gwno isog¸nio me dojèn tr�gwno.'Estw o doje� kÔklo ABG kai to dojèn tr�gwno to DEZ; zhte�tai naeggrafe� ston kÔklo ABG tr�gwno isog¸nio me to DEZ.Apìdeixh.A èqei aqje� apì to A efaptomènh HJ ston kÔklo ABG, kai èstw ìtièqei kataskeuastei sthn euje�a AJ kai sto shme�o th A, gwn�a JAG �sh meth DEZ kai sthn euje�a AH kai sto shme�o th A gwn�a HAB �sh me th DZE;1a èqei sundeje� kai h BG.Epeid  loipìn k�poia euje�a AJ ef�ptetai ston kÔklo ABG kai apì toshme�o epaf  A dièrqetai h euje�a AG, �ra h gwn�a JAG e�nai �sh me thngwn�a ABG sto enall�x tm ma tou kÔklou. 2 All� h JAG e�nai �sh me thDEZ �ra kai h ABG e�nai �sh me th DEZ. Gia tou �diou lìgou kai h AGBe�nai �ra �sh me th DZE; kai �ra h loip  BAG e�nai �sh me th loip  EDZ [�ra1Πρόταση α΄ 23.2Πρόταση γ΄ 32.
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Sq ma 9.1: Prìtash d' 2: Eggraf  se kÔklo trig¸nou isogwn�ou me dojèntr�gwno.to ABG tr�gwno e�nai isog¸nio me to ABG tr�gwno kai eggr�fetai autì stonkÔklo ABG℄.'Ara ston dojènta kÔklo eggr�fetai tr�gwno isog¸nio me dojèn tr�gwno,3 O.E.P. 2.To epìmeno je¸rhma ma d�dei ep�sh th geÔsh tou Bibl�ou d':Prìtash d' 15.Ston dojènta kÔklo na eggrafe� isìpleuro kai isog¸nio ex�gwno.3Επειδή φυσικά κάθε σημείο του κύκλου μπορεί να ληφθεί ως γωνιακό σημείο, υπάρχουν
άπειρες λύσεις στο πρόβλημα. Ακόμη και αν σταθεροποιήσουμε ένα σημείο Α, υπάρχουν
έξι τρόποι με τους οποίους μπορούμε να τοποθετήσουμε τις γωνίες. επίσης το πρόβλημα
μπορεί να αναχθεί στην γ΄ 34, δηλαδή να αφαιρέσουμε από τον κύκλο τμήμα που περιέχει
γωνία ίση με δοθείσα γωνία. Μπορεί επίσης να επιλυθεί με την εναλλακτική μέθοδο που
εφαρμόζεται και στην γ΄ 34: γράφονται επίκεντρες γωνίες ίσες με το διπλάσιο των γωνιών
του δοθέντος τριγώνου. Ως ειδική περίπτωση, μπορούμε με την μέθοδο αυτής της Πρότασης
να εγγράψουμε ισόπλευρο τρίγωνο σε κάθε κύκλο· αφού πρώτα το κατασκευάσουμε με την
βοήθεια της Πρότασης α΄ 1. Ι σοδύναμα, μπορούμε να χωρίσουμε την περιφέρεια κύκλου σε
τρία ίσα τόξα.
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Sq ma 9.2: Prìtash d' 15: Eggraf  se kÔklo kanonikoÔ exag¸nou.Apìdeixh.Ja d¸soume thn apìdeixh suntomeÔonta k�pw ta epiqeir mata tou Eu-kle�dh. 'Estw K o kÔklo kèntrou H. Fèretai h di�metro AD kai o kÔklo
H kèntrou D kai akt�na DH, o opo�o tèmnei ton K sta shme�a G kai E.1. To ex�gwno ABGDEZ e�nai isìpleuro. Apì kataskeu , ta tr�gwna

△HGD kai △HDE e�nai isìpleura, oi ant�stoiqe gwn�e tou sto He�nai to èna tr�to twn dÔo orj¸n. Epeid  h BE e�nai euje�a, h loip gwn�a ∠BHG e�nai ep�sh �sh me to èna tr�to twn dÔo orj¸n. Oi tre�upìloipe gwn�e sto H e�nai k�jete sti prohgoÔmene; �ra e�nai ìle�se. All� �se gwn�e ba�noun se �sa tìxa4 kai upote�nontai apì �seqordè.5. 'Ara to ex�gwno e�nai isìpleuro.2. E�nai ep�sh isog¸nio. To tìxo BGDEZ e�nai �so me to tìxo GDEZA;4Πρόταση γ΄ 26.5Πρόταση γ΄ 29.



99�ra apì thn g' 27 h ∠BAZ e�nai �sh me thn ∠GBA k.o.k.
2H kataskeu  tou eggegrammènou kÔklouSe ant�jesh me to prìblhma th eggraf  kanonikoÔ n-g¸nou se dojèntakÔklo ìpou k�je n prèpei na antimetwpiste� xeqwrist�, h kataskeu  toueggegrammènou (ìpw kai tou perigegrammènou) kÔklou kanonikoÔ n-g¸nouepidèqetai genik  lÔsh. H diadikas�a th Prìtash d' 13, ìpou o Eukle�-dh eggr�fei kÔklo se kanonikì pent�gwno, mpore� na genikeute�, ef' ìson hapìdeixh sthn ous�a den qrhsimopoie� poujen� ìti to en lìgw polÔgwno e�naipent�gwno. O Eukle�dh to gnwr�zei autì, diìti sthn st' 15 gia to ex�gwnokai sthn d' 16 gia to dekapent�gwno, lègei ìti h kataskeu  g�netai ìpw kaisthn per�ptwsh tou pentag¸nou.

Sq ma 9.3: Kataskeu  eggegrammènou kÔklou.A doÔme l�go thn kataskeu  tou eggegrammènou kÔklou kanonikoÔ n-g¸nou ABGDE. . . (To sq ma anafèretai sto kanonikì pent�gwno, all� ap'



100 KEF�ALAIO 9. BIBL�IO D�: KANONIK�A POL�UGWNAìti e�pame den èqei shmas�a.) Fèrontai oi diqotìmoi GZ, DZ twn gwni¸n ∠BGDkai ∠GDE ant�stoiqa. Apì to Z fèrontai oi ZB, ZA, ZE.Ta tr�gwna △BGZ, △DGZ e�nai �sa: h BG e�nai �sh me th GD, h GZ e�naikoin  kai h ∠BGZ e�nai �sh me thn ∠DGZ apì kataskeu . 6 Àra kai ta Ôyh ZJ,ZK e�nai �sa7 kai m�lista isoÔntai me thn akt�na tou eggegrammènou kÔklou.Analìgw kataskeu�zontai oi ZL, ZM, ZH, klp.9.1 To kanonikì pent�gwnoSe toÔth th par�grafo ja melet soume thn Eukle�deia kataskeu  tou kano-nikoÔ pentag¸nou pou apì mình th e�nai èna panèmorfo komm�ti twn majh-matik¸n. W sun jw, o Eukle�dh den mil� per� kin trwn h skop¸n k�poiwnsugkekrimènwn endi�meswn jem�twn ìpw l.q. thn d' 10, all� apl� parajèteito ulikì tou. To apofasistikì b ma pro to pent�gwno e�nai to �l mma� d' 10.Prìtash d' 10.Na kataskeuaste� isoskelè tr�gwno pou èqei kaje m�a apì ti gwn�e toupro th b�sh dipl�sia th loip .Apìdeixh.A e�nai AB m�a opoiad pote euje�a kai a tmhje� sto g ¸steAB·BG=AG2.8'Estw K o kÔklo kèntrou A kai akt�na AB. Fèretai BD �sh me thn AGkai sundèontai oi AD, DG. To zhtoÔmeno tr�gwno e�nai to △ABD. Pr�gmati:An H e�nai to hmikÔklio gÔrw apì to △AGD, epeid  to B e�nai ektì tou
H, h BA to tèmnei sto A kai sto G kai �emp�ptei� se autì. Apì kataskeu AB·BG=AG2 =BD2.T¸ra to apofasistikì b ma e�nai h efarmog  th Prìtash g' 37:AB·BG=BD2 �ra h BD e�nai efaptìmenh sto H.'Ara, ∠BDG=∠BAD apì thn g' 32 epeid  h teleuta�a e�nai h gwn�a stoenall�x tm ma tou kÔklou H. Ta upìloipa e�nai èna kataigismì puroteqnh-m�twn isoskel¸n trig¸nwn! AfoÔ to △BAD e�nai isoskelè,6Πρόταση α΄ 4.7Ο Ευκλείδης το αποδεικνύει αυτό λεπτομερώς.8Πρόταση β΄ 11.
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Sq ma 9.4: Prìtash d' 10.
∠ABD=∠BDG+∠GDA=∠BAD+∠GDA.H ∠BGD e�nai exwterik  tou △DAG:

∠BGD=∠BAD+∠GDA=∠ABD.'Ara, to△DGB èqei dÔo gwn�e �se, e�nai isoskelè, kai lìgw kataskeu GD=BD=AG.T¸ra to △DGA e�nai isoskelè, �ra
∠BAD=∠GDA.'Ara oi gwn�e sth b�sh, ∠ABD=∠BAD+∠GDA=∠BAD+∠BAD, e�naidipl�sie th loip  ∠BAD, O.E.D. 2Prìtash d' 11.Sto dojènta kÔklo, na eggrafe� pent�gwno isìpleuro kai isog¸nio.Apìdeixh.
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Sq ma 9.5: Prìtash d' 11. Eggraf  kanonikoÔ pentag¸nou se kÔklo.Sto dojènta kÔklo, eggr�fetai me thn mèjodo th Prìtash d' 2 tr�gwno
△ADG isog¸nio me autì pou kataskeu�sthke sthn Prìtash d' 10. Diqoto-moÔntai oi gwn�e sta G kai D kai proekte�nontai oi diqotìmoi sta E kai B.Sundèontai oi AB, BG, DE, EA.1. To pent�gwno e�nai isìpleuro. Apì kataskeu , oi pènte gwn�e ∠DAG,

∠AGE, ∠EGD, ∠GDB,∠BDA e�nai �se metaxÔ tou, �ra apì thn Prì-tash g' 26 ba�noun se �sa tìxa kai apì thn g' 29 se �se qordè.2. me èna epiqe�rhma ìmoio me autì tou exag¸nou, prokÔptei ìti to pent�-gwno e�nai kai isog¸nio. 9
29Ο De Morgan σχολιάζει ότι η μέθοδος της απόδειξης της Πρότασης δ΄ 11 δεν είναι τόσο

φυσιολογική, αλλά, αν κοιτάξουμε το σχήμα θα καταλάβουμε ότι σχηματίζεται το πεντάγραμ-
μο εκτός από την ευθεία ΒΕ. Είναι γνωστή η ενασχόληση του ΄Ιππασου του Μεταποντίνου
με το πεντάγωνο-δωδεκάεδρο. ΄Αρα η μέθοδος δείχνει πυθαγόρεια και συνεπώς μεγάλου
ιστορικού ενδιαφέροντος.
Μία άλλη μέθοδος θα μπορούσε να είναι η εξής: Με την δ΄ 10, εγγράφεται ένα δεκάγωνο
στον κύκλο, και κατόπιν ενώνονται οι εναλλάξ κορυφές.



9.2. EIKAS�IES GIA TO PENT�AGWNO 1039.2 Eikas�e gia to pent�gwnoSe toÔth thn par�grafo ja parajèsoume orismène eikas�e gia thn kataskeu-  tou eggegrammènou kanonikoÔ pentag¸nou, th opo�a èqoume  dh eik�seithn Pujagìreia proèleush. Ja exet�soume tou epitreptoÔ (kai mh) trìpoukataskeu¸n, akolouj¸nta thn qr simh diadikas�a th �an�lush kai th sÔn-jesh � ìpw aut  perigr�fetai sthn sÔntomh prosj kh sti Prot�sei ig' 1�5twn Stoiqe�wn:10An�lush e�nai h paradoq  tou apotelèsmato kai h �fixh mèsw autoÔ sek�poia alhj  prìtash.SÔnjesh e�nai h paradoq  twn upojèsewn kai h �fixh mèsw aut¸n stozhtoÔmeno apotèlesma.Sth majhmatik  èreuna, toÔta qrhsimopoioÔntai suneq¸. An upojèsoumeìti apode�xame èna apotèlesma, exet�zoume e�n mporoÔme na antistrèyoumeti sunepagwgè gia na ft�soume sthn upìjesh. Me �lla lìgia h an�lushe�nai h prosp�jeia apìdeixh tou �antistrìfou� mia prìtash p =⇒ q. HsÔnjesh e�nai h kajeaut  prosp�jeia th apìdeixh th prìtash, kai mìnoaut  kajist� thn apìdeixh isqÔousa.

Sq ma 9.6: Pr¸th an�lush tou pentag¸nou.10Η προσθήκη αυτή παραλείφθηκε από την οριστική εκδοχή των Στοιχείων.



104 KEF�ALAIO 9. BIBL�IO D�: KANONIK�A POL�UGWNAPr¸th an�lush tou pentag¸nouUpojètoume ìti d�detai èna kanonikì eggegrammèno pent�gwno maz� me tidiagwn�ou tou (Sq ma 9.6).Oi gwn�e ∠BAC kai ∠ACE e�nai �se, ìpw eÔkola prokÔptei apì thnisìthta twn △DAC kai △ACE. 'Ara h diag¸nio AD e�nai par�llhlh sthnpleur� BC. Me ton �dio trìpo prokÔptei ìti ìle oi diag¸nioi e�nai par�l-lhle sti apènanti ant�stoiqe pleurè. 'Ara to tetr�pleuro BCDF e�naiparallhlìgrammo; �ra h BF e�nai �sh me thn pleur� tou pentag¸nou, kai tashme�a C, F kai A ja ke�ntai se kÔklo K kèntrou B kai akt�na BA. Apìsummetr�a, h koruf  D ja ke�tai sth mesok�jeto th AB. 'Opw parap�nw, h
DF e�nai �sh me thn AB.

Sq ma 9.7: Pr¸th sÔnjesh tou pentag¸nou: NeÔsh.
Pr¸th sÔnjesh tou pentag¸nou: NeÔshH mèjodo th neÔsh den e�nai t�pote �llo apì thn qrhsimopo�hsh diabajmi-smènou kanìna dhlad  tou q�raka. ToÔth h mèjodo profan¸ den up�rqeista Stoiqe�a ìpou ta mìna epitrept� gewmetrik� ergale�a e�nai o kanìna kaio diab th.11 E�nai ìmw gegonì, ìti arketo� 'Ellhne majhmatiko� ex�skh-11Τούτο μάλλον οφείλεται σε πλατωνικές παραδόσεις, αν και πουθενά στα πλατωνικά κεί-
μενα δεν καθορίζεται αυτός ο περιορισμός. Πάντως από ένα σημείο και ύστερα καθιερώθηκε·
έτσι η νεύση έπαψε να θεωρείται παραδεκτή μέθοδος απόδειξης.



9.2. EIKAS�IES GIA TO PENT�AGWNO 105san thn mèjodo th neÔsh, an�mes� tou kai o Ippokr�th o Q�o. O P�ppoep�sh anafèrei ìti o Apoll¸nio o Perga�o ègraye dÔo bibl�a Per� neÔsew.Ta bibl�a aut� q�jhkan, all� o P�ppo perigr�fei th mèjodo; a doÔmepw aut  efarmìzetai sto pent�gwno:Qar�ssoume ton kanìna me dÔo shme�aD,F ¸steDF = AB. (Sq ma 9.7).Apì thn AB kataskeu�zoume thn m kai ton kÔklo K kai katìpin glistr�meton q�raka sth jèsh ìpou to D ∈ m, to F ∈ K kai h proektetamènh DFpern� apì to A. To na sumplhrwje� to pent�gwno e�nai t¸ra eÔkolo, an kaiprèpei na apodeiqje� ìti e�nai kanonikì.DeÔterh an�lush tou pentag¸nouOi duskol�e sthn kataskeu  tou pentag¸nou aux�nontai dramatik� an xeq�-soume th neÔsh. O Eukle�dh, qwr� na to lèei parajètei thn an�lush toupentag¸nou sta pla�sia th jewr�a th omoiìthta. Ekkin¸nta apì doje�sapleur� tou pentag¸nou pou prèpei na kataskeuaste�, prèpei k�pw na or�-soume th diag¸nio. Parajètoume pr¸ta ton parak�tw Orismì 3 tou Bibl�oust':M�a euje�a lègetai ìti èqei tmhje� se mèso kai �kro lìgo, e�n o lìgoìlh th euje�a prì to megalÔtero tm ma th e�nai �so me to lìgo toumegalÔterou tm matì th pro to mikrìtero.12Prìtash ig' 8.Se kanonikì pent�gwno oi diag¸nioi pou upote�nontai apì dÔo diadoqikègwn�e, tèmnoun h m�a thn �llh se mèso kai �kro lìgo kai ta megalÔteratm mat� tou e�nai �sa me thn pleur� tou pentag¸nou.Suntomeumènh apìdeixh.De�qnoume pr¸ta ìti to DCHE e�nai parallhlìgrammo; �ra EH = DC =
AB (Sq ma). Katìpin ta tr�gwna △ABE kai △HAB e�nai isog¸nia, �ra hst' 4 d�dei

EB : BA = AB : BH.All� AB = EH ; �ra
BE : EH = EH : HB.

212Και πάλι η χρυσή τομή. Συγκρίνετε με την Πρόταση β΄ 11.
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Sq ma 9.8: DeÔterh an�lush tou pentag¸nou.Apì thn st' 16, to parap�nw e�nai isodÔnamo me thn
BE ·HB = EH2,dhlad  th sunj kh th b' 11. A jèsoume pro stigm  x = BE kai a gia m�aapì ti pleurè tou pentag¸nou. Tìte HB = x−a kai pa�rnoume thn ex�swsh
x(x− a) = a2,ìpou o a e�nai doje� kai o x �gnwsto. E�n a = 2b tìte
x2 − 2bx = 4b2,

x2 − 2bx+ b2 = 5b2,

(x− b)2 = 5b2.Apì autì to x kataskeu�zetai eÔkola kai pa�rnoume to qarakthristikì tr�-gwno th d' 10 ìpw sto Sq ma 9.8 (b).DeÔterh sÔnjesh tou pentag¸nouEkkin¸nta apì thn a = 2b ìpw sto Sq ma 9,8 (a), pa�rnoume to x kai totr�gwno th d' 10 me thn qarakthristik  tou idiìthta kai mporoÔme katìpin naproqwr soume, all� qrhsimopoi¸nta suneq¸ jewr�a omoiìthta.



9.2. EIKAS�IES GIA TO PENT�AGWNO 107Tr�th sÔnjesh tou pentag¸nou'Oqi mìnon h neÔsh, all� kai ta epiqeir mata omoiìthta e�nai apagoreumèna.Aut  e�nai h sÔnjesh tou Eukle�dh.SumpèrasmaApì ìla ta parap�nw mporoÔme na fantastoÔme ta akìlouja st�dia pou pè-rase to bibl�o d':1. Kataskeu�zei k�poio (m�llon Pujagìreio) to pent�gwno me th mèjodoth neÔsh.2. To epiqe�rhma th neÔsh apale�fetai kai antikaj�statai apì k�poio ì-moio me autì tou sq mato3. K�poio (m�llon kai p�li Pujagìreio, all� me epirroè apì ton Pl�-twna) gr�fei m�a monograf�a qrhsimopoi¸nta k�poia jewr�a analogi¸n,all� ousiastik� d�donta to ke�meno pou br�skoume sta Stoiqe�a.
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Kef�laio 10Phgè twn majhmatik¸n VI:Ta polÔgwna met� tonEukle�dh
10.1 T� q�same sto Bibl�o d'Sthn Prìtash d' 16 o Eukle�dh kataskeu�zei èna kanonikì 15-gwno enapo-jètonta èna isìpleuro tr�gwno se èna kanonikì pent�gwno (Sq ma 10.1).Peplegmènh se aut  th lÔsh e�nai h parak�tw genik  arq :E�n mporoÔme na kataskeu�soume èna kanonikì r-gwno kai èna kanonikì
s-gwno kai epiplèon gnwr�zoume arijmoÔ x, y tètoiou ¸ste xr+ys = 1, tìtemporoÔme ep�sh na kataskeu�soume èna kanonikì rs-gwno.Qreiazìmaste tìxo �so me to 1/rs tou kÔklou kai x, y ìpw parap�nw.Tìte,

1

rs
=
xr + ys

rs
= x

1

r
+ y

1

s
.'Ara, o sunduasmì autì d�dei to zhtoÔmeno tìxo. Sthn per�ptwsh tou 15-g¸nou e�nai

2

5
− 1

3
=

1

15
.Ef' ìson gia k�je arijmoÔ r, s me mègisto koinì diairèth (r, s) = 1, mporoÔmena qrhsimopoi soume ton Eukle�deio Algìrijmo (z' 1,2) kai na broÔme x, y me109



110 KEF�ALAIO 10. PHG�ES VI: POL�UGWNAthn zhtoÔmenh idiìthta, odhgoÔmaste eÔkola sthn per�ptwsh (3) tou kata-lìgou th epìmenh paragr�fou. Ennoe�tai, ìti h genik  morfopo�hsh e�naisÔgqronh. O Eukle�dh den e�qe kanèna lìgo na parajèsei thn genik  arq (3); tou qrei�zetai mìno h eidik  per�ptwsh pou diapragmateÔetai.

Sq ma 10.1: H kataskeu  tou kanonikoÔ dekapentag¸nou.
10.2 Ti gn¸rize o Eukle�dhMporoÔme me ti opoiesd pote epiful�xei na jewr soume ìti o Eukle�dh�gn¸rize� thn (3) parak�tw, kai opwsd pote kai autì kai o pro-eukle�deiosuggrafèa tou Bibl�ou d' gn¸rizan ti tetrimmène parathr sei (1) kai (4):1. Gia k�je n > 1, to kanonikì 2n-gwno e�nai kataskeu�simo.2. Ta kanonik� 3-gwna kai 5-gwna e�nai kataskeu�sima.3. E�n ta kanonik� r-gwna kai s-gwna e�nai kataskeu�sima kai (r, s) = 1.tìte kai to kanonikì rs-gwno e�nai kataskeu�simo.4. E�n to kanonikì n-gwno e�nai kataskeu�simo kai o k diaire� ton n, tìtekai to kanonikì k-gwno e�nai kataskeu�simo.



10.3. TI �EKANE O ARQIM�HDHS 111Dedomènwn twn (1)�(4), to prìblhma gia to tuqa�o n an�getai se dun�meipr¸twn pi, p 6= 2. 110.3 Ti èkane o Arqim dhMe k�poia sugkekrimènh parallag  th mejìdou th neÔsh, o Arqim dhkataskeÔase to kanonikì ept�gwno kai me thn sun jh neÔsh to kanonikìenne�gwno. ToÔth h neÔsh d�nei thn lÔsh th triqotìmhsh th gwn�a:A doÔme to sq ma 10.2 kai a proqwr soume me an�lush kai sÔnjesh:An�lush: 'Estw o kÔklo kèntrou M kai akt�na r kai h euje�a DEC meth apìstash CE = r doje�sa.Qrhsimopoi¸nta ti a' 32 kai a' 5 br�skoume gia ti α, β ìti
α = ∠MDE + ∠MCD

= ∠MDE + ∠MEC

= ∠MDE + 2∠MDE

= 3β.

Sq ma 10.2: H Arqim deia triqotìmhsh gwn�a me neÔsh.SÔnjesh: 'Estw doje�sa gwn�a α < π/2. Qar�ssoume apìstash XY = rston kanìna kai ton glistr�me sth jèsh ìpou to X br�sketai sthn proekte-tamènh euje�a AB, to Y e�nai ep�nw ston kÔklo kai h XY pern� apì to C.H gwn�a β e�nai α/3.1Από το Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής: Για κάθε n > 1 υπάρχουν πρώτοι
p1, . . . , pj ξένοι μεταξύ τους και φυσικοί m1, . . . , mj τέτοιοι ώστε n = pm1

1
. . . p

mj

j .



112 KEF�ALAIO 10. PHG�ES VI: POL�UGWNAEfarmog : Triqotome�tai gwn�a π/3 ¸ste β = π/9. Me thn 2β sto kèntrotou kÔklou kataskeu�zetai to kanonikì eggegrammèno enne�gwno.10.4 Ti apèdeixe o GaussO Carl Friedrich Gauss (1777�1855) arq�zei to episthmonikì tou hmerolìgiome thn parak�tw kataq¸rhsh.To jemèlio sto opo�o bas�zetai h dia�resh tou kÔklou, e�nai h gewmetrik tou dia�resh se dekaept� mèrh, kai oÔtw kaj' ex .O èfhbo Gauss den e�qe brei mìno thn kataskeu  tou kanonikoÔ dekae-ptag¸nou, all� ep�sh kai ti genikè arqè p�sw ap' aut n. Sthn pr¸th toudhmos�eush2 gr�fei:Gia èna perittì pr¸to p, to kanonikì pi-gwno e�nai kataskeu�simo me ka-nìna kai diab th e�n kai mìno e�n i = 1 kai p = 22k

+ 1, dhlad  o p e�nai ènaarijmì tou Fermat.Den e�nai ìloi oi arijmo� tou Fermat pr¸toi. L.q. oi arijmo� F5, . . . F23e�nai gnwstì ìti e�nai sÔnjetoi. Kat� sunèpeia, apì th stigm  pou den e�naiakìmh gnwstì kanèna genikì apotèlesma gia to pìte èna arijmì Fermate�nai pr¸to, to prìblhma kataskeu  tou kanonikoÔ eggegrammènou n-g¸nouparamènei anoiktì.310.5 Pw to èkane o GaussJa parajèsoume th mèjodo tou Gauss gia thn per�ptwsh tou kanonikou penta-g¸nou. Sto migadikì ep�pedo, to kanonikì n-gwno par�statai apì ti n-ostèr�ze th mon�da, dhlad  apì ti r�ze th ex�swsh
zn − 1 = 0.ToÔte oi r�ze e�nai oi

ζk = cos
2π

k
+ sin

2π

k
, k = 1, . . . , n,2Disquisitiones Arithmeticae, Αριθμητικές ΄Ερευνες, 1801.3Σύμφωνα με το θεώρημα του Gauss το κανονικό εννεάγωνο δεν είναι κατασκευάσιμο,

πράγμα που δείχνει ότι η μέθοδος της νεύσης είναι ισχυρότερη από αυτή του κανόνα και του
διαβήτη.



10.5. PWS TO �EKANE O GAUSS 113kai ep�sh isqÔei ìti an ζ1 = ζ tìte ζk = ζk, k = 2, . . . , n. MolataÔta, oparap�nw tÔpo den bohj�. Gia thn per�ptwsh tou pentag¸nou (Sq ma 10.3)ja qrhsimopoi soume thn ex�swsh
0 = z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1).

Sq ma 10.3: H mèjodo tou Gauss gia to kanonikì pent�gwno.O pr¸to par�gonta d�dei thn lÔsh ζ1 = 1 kai den èqei �llo endiafèronplhn tou ìti stajeropoie� thn jèsh tou pentag¸nou ston monadia�o kÔklo.Epeid  ìle oi lÔsei e�nai mh mhdenikè, diairoÔme ton deÔtero par�gonta me
z2 kai pa�rnoume

0 = z2 + z + 1 + z−1 + z−2

= z2 + 2 + z−2 + z + z−1 − 1

= (z + z−1)2 + (z + z−1) − 1.Me autì to mikrì tèqnasma, jètoume w = z + z−1 kai katal goume sthntetragwnik  ex�swsh
w2 + w − 1 = 0, pou èqei lÔsei ti w1,2 =

1 ±
√

5

2
.



114 KEF�ALAIO 10. PHG�ES VI: POL�UGWNA'Ara loipìn, oi pèmpte r�ze th mon�da pou e�nai diaforetikè tou 1, ikano-poioÔn ti
z + z−1 =

1 ±
√

5

2
,An ζ e�nai m�a pèmpth r�za th mon�da diaforetik  tou 1, tìte to �dio isqÔeigia thn ζ2 kai oi parap�nw exis¸sei d�doun

ℜ(ζ) = −1

4
+

√
5

4
, ℜ(ζ2) = −1

4
−

√
5

4ta opo�a e�nai kataskeu�sima, ìpw fa�netai kai sto Sq ma 10.3 (b): 'Estwto orjog¸nio tr�gwno me korufè ta 0, (kèntro tou kÔklou), i/2, (−1)/4(kataskeu�sima). Apì to Pujagìreio je¸rhma, h akt�na tou e�nai √5/2. Mekèntro to (−1)/4 kai me aut  thn akt�na, fèretai kÔklo pou tèmnei ton prag-matikì �xona (th di�metro tou kÔklou pou or�zetai apì ta 0, 1) sta shme�a
ℜ(ζ) kai ℜ(ζ2).Apomènei na prosdioriste� to fantastikì mèro y tou ζ = x + iy. Epeid 
x2 + y2 = 1, pa�rnoume

y1 = ℑ(ζ) =
1

4

√
2

√

5 +
√

5, y2 = ℑ(ζ2) =
1

4

√
2

√

5 −
√

5.'Ara h pleur� f tou kanonikoÔ pentag¸nou kai h diag¸nio tou d d�dontai apìti
f =

1

2

√
2

√

10 − 2
√

5, d =
1

2

√
2

√

10 + 2
√

5.H sÔgkrish th ex�swsh w2 + w − 1 = 0 kai aut  pou d�detai sthn deÔterhan�lush tou pentag¸nou, ma d�dei na katal�boume ìti toÔth e�nai h afh-rhmènh ous�a tou probl mato. O Gauss èftase eke� y�qnonta to genikìprìblhma kai qrhsimopoi¸nta to nèo ergale�o twn migadik¸n; o Eukle�dhdiapragmateuìtan k�je per�ptwsh qwrist�. H gen�keush kai h afhrhmènhdiapragm�teush èkanan to prìblhma prosb�simo kai thn lÔsh di�fanh.



Kef�laio 11Stoiqe�wn Bibl�o e': H genik jewr�a twn analogi¸n
11.1 Oi analog�e èxw apì ta majhmatik�M�a apì ti kÔrie anakalÔyei tou Pujagìra  tan h sqèsh metaxÔ twn mou-sik¸n armonik¸n kai twn lìgwn twn tmhm�twn tou monoqìrdou; h aploÔsterh tan 2:1 gia thn okt�ba. 'Eqoun grafe� poll� gia autì to jèma.1 Parak�twja mil soume gia thn epirro  tou sthn arqitektonik  kai ti tèqne.Mèro th gewmetrik  orolog�a èqei proèljei apì thn oikodomik  tèqnh,ìpou  tan apara�thta ta akrib  sqèdia. GÔrw sto 540 p.Q. qt�sthke o naìtou Apìllwna sthn Kìrinjo. E�nai o palaiìtero gnwstì naì me kajar analog�a m ko : pl�to = pl�to : Ôyo.O naì tou Diì sthn Olump�a, qtismèno gÔrw sto 450 p.Q. kubern�tai apìthn analog�a 1 : 2. O naì tou Parjen¸na, qtismèno apì ton Ikt�no kai tonKallikr�th sta 447-432 p.Q. br�jei apì ton lìgo 9 : 4, dhlad  autìn twnmikrìterwn tetr�gwnwn arijm¸n. Pr�gmati e�nai metaxÔ �llwn,

81 : 36 = m ko : pl�to = pl�to : Ôyo = 36 : 16.Per�pou thn �dia epoq , o PolÔkeito kai o Feide�a, ègrayan m�a diatrib  giati analog�e tou anjr¸pinou s¸mato, me t�tlo Kan¸n, h opo�a dustuq¸q�jhke. O Pl�twn sto Sofist  lègei:1Κοιτάξτε λ. χ. την ιστοσελίδα
http://www.musicheaven.gr/html/modules.php?name=News&file=article&sid=2190115



116 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IESTo tèleio par�deigma (gia thn shmas�a twn analogi¸n) ègkeitai sto ìti apìautè, fti�qnetai èna ant�grafo sÔmmorfo me ti analog�e tou prwtotÔpouse ìle ti trei diast�sei.O Aristotèlh e�qe ti analog�e se meg�lh ekt�mhsh. Akìma kai th di-kaiosÔnh thn or�zei san analog�a sta Hjik� Nikom�qeia.2 Sto �dio bibl�oo Aristotèlh anafèrei ti pio teqnikè diadikas�e th enallag  kai thsÔnjesh tou lìgou pou ja exhghjoÔn parak�tw stou OrismoÔ 12 kai 14.Kat� ton Eratosjènh ton Kurhna�o,3 oi analog�e e�nai o enopoihtikìdesmì twn majhmatik¸n episthm¸n. H epidèxia qr sh twn analogi¸n up rxeèna kÔrio ergale�o twn majhmatik¸n èw thn epoq  tou Galila�ou kai touNeÔtwna pou ti qrhsimopo�hsan me anupèrblhto trìpo.'Isw fa�netai par�xeno, all� oi analog�e up�rqoun kai sthn Kain  Dia-j kh. To Kat� Iw�nnh Euaggèlio xekin� w ex : En arq  hn o Lìgo kaio Lìgo hn pro ton Jeìn kai Jeì hn o Lìgo. OÔto hn arq  pro tonJeìn...11.2 Genik� sqìlia per� tou Bibl�ou e'Sto Bibl�o e' den up�rqoun diakritè par�grafoi. 'Eqei mìno èna antike�meno:thn jewr�a twn analogi¸n gia genikìtera megèjh. 'Ena sqìlio ma lègei ìtita jewr mata tou Bibl�o e' e�nai tou EÔdoxou tou Kn�diou kai mporoÔme naupojèsoume ìti to �dio isqÔei kai gia tou orismoÔ. Tr�a e�nai ta shme�a pouja upogramm�soume:1. To Bibl�o e' èqei ton pio afhrhmèno qarakt ra apì ìla ta �lla bibl�atwn Stoiqe�wn. Oi prot�sei tou efarmìzontai se di�forwn eid¸n me-gèjh ìpw euje�e, epif�neie, stere� gwn�e, k.l.p. Lìgw tou uyhloÔepipèdou twn afhrhmènwn ide¸n, to Bibl�o e' e�nai to pio kontinì stiplatwnikè idèe.2Βέβαια, οι απόψεις του για την κοινωνική δικαιοσύνη και την κατανομή των φόρων είναι
αρκετά διαφορετικές από τις σύγχρονες: Η δικαιοσύνη είναι μία κατανομή χρημάτων από το
δημόσιο ταμείο, που ακολουθεί τον ίδιο λόγο με αυτόν που έχουν οι αντίστοιχες συνεισφορές
(του καθενός πολίτη προς το δημόσιο ταμείο) μεταξύ τους.3(∼ 250 − 200 π.Χ.) Υπήρξε βιβλιοθηκάριος της Βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας. Φίλος
του Αρχιμήδη, διατηρούσε αλληλογραφία με αυτόν. Είναι γνωστός για το κόσκινό του,
μία διαδικασία που δίδει τους πρώτους αριθμούς μέχρι ένα δοθέντα φυσικό n, και για την
μέτρηση -με σφάλμα λίγων χιλιομέτρων- του Ισημερινού της Γης με την χρήση σφαιρικής
τριγωνομετρίας.



11.3. ANALOG�IES: S�UGQRONH EKDOQ�H 1172. To Bibl�o e' e�nai anex�rthto apì ta prohgoÔmena bibl�a twn Stoiqe�wn.Ja mporoÔse na e�nai e�te monograf�a, e�te eisagwg  k�poiwn �Stoiqe�wn�grammènwn apì th sqol  tou Eudìxou. H jèsh tou entì tou èrgou touEukle�dh, ano�gei thn pÔlh th gewmetr�a th omoiìthta sto Bibl�ost'.3. Opwsd pote, h afhrhmènh je¸rhsh twn analogi¸n, den ja mporoÔsena apotelèsei thn pr¸th diapragm�teus  tou apì tou 'Ellhne ma-jhmatikoÔ. Mpore� mìno na eikasje�, ìti o Lèwn kai o Ippokr�thja parèjetan diafìrwn eid¸n jewr mata ep�nw sti analog�e sta dik�tou Stoiqe�a.Up�rqoun dÔo diaforetik� jèmata pou ja ma apasqol soun sthn perai-tèrw suz thsh tou Bibl�ou e'. To pr¸to èqei na k�nei me thn afhrhmènh fÔshkai ta lept� shme�a tou orismoÔ twn megej¸n pou �e�nai ston �dio lìgo�. TodeÔtero e�nai eukolìtero; afor� sthn exoike�wsh ma me ton diaisjhtikì qara-kt ra twn diafìrwn prot�sewn pou diatup¸nontai me afhrhmèno trìpo. Autìja to epitÔqoume me thn qr sh th �lgebra. Ja asqolhjoÔme pr¸ta me todeÔtero jèma.11.3 Oi analog�e se sÔgqronh ekdoq Sto ex  ìla ta gr�mmata ja anaparistoÔn m kh tmhm�twn kai ja ta metaqei-rizìmaste san (jetikoÔ) pragmatikoÔ arijmoÔ.Arijmhtik�, mporoÔme na or�soume ìti o lìgo a : b tou a pro to b e�naito kl�sma a

b
kai ètsi

a : b = c : d ⇔ a

b
=
c

d
⇔ ad = bc.Gewmetrik�, kai akolouj¸nta ton Eukle�dh, af noume ton lìgo qwr� orismìkai apl¸ ton anaparistoÔme w thn kl�sh th diagwn�ou se èna orjog¸niope pleurè a kai b. Lègoume tìte ìti ta a, b kai c, d e�nai ston �dio lìgo e�ne�nai gÔrw apì thn �dia diag¸nio (Sq ma 11.1.)Blèpoume ìti to per�fhmo Sq ma th Prìtash a' 43 emfan�zetai xan�.Lìgw aut  th Prìtash èqoume ad = cb. Lìgw kai th Prìtash e' 16èqoume ep�sh ad = cb. 'Ara, pa�rnoume autì pou sto sqole�o ma maja�nounw �qiast��

a : b = c : d ⇔ ad = bc.



118 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IES
Sq ma 11.1: O gewmetrikì orismì th isìthta lìgwn.A doÔme l�go thnPrìtash e' 16.4

a : b = c : d ⇔ a : c = b : d.Arijmhtik  apìdeixh.
a : b = c : d ⇔ ad = bc,

a : c = b : d ⇔ ad = cb.Lìgw th metajetikìthta tou pollaplasiasmoÔ twn arijm¸n, èqoume bc = cbkai prokÔptei to zhtoÔmeno. 2Sth sÔgqronh gewmetr�a, h met�jetikìthta ston pollaplasiasmì twn a-rijm¸n e�nai isodÔnamh me thn metajetikìthta ston pollaplasiasmì twn sun-tetagmènwn, pr�gma pou jesmojete� to isqurìtero gewmetrikì ax¸ma.5 'Etsi,den e�nai par�xeno pou h e' 16 èqei shmantikè efarmogè.To parak�tw sq ma ma de�qnei ìti h e' 16 den e�nai profan ; l.q. totm ma b mpore� na topojethje� me dÔo trìpou.'Ena �llo shmantikì mèso gia ton qeirismì twn analogi¸n e�nai h sunepa-gwg  ex isìthta:4Θα μπορούσαμε να διατυπώσουμε την Πρόταση αυτή και ως εξής: Η αναλογία παραμένει
αναλλοίωτη από την εναλλαγή των μέσων της.5Θεώρημα του Πάππου.



11.3. ANALOG�IES: S�UGQRONH EKDOQ�H 119
Sq ma 11.2: Prìtash e' 16.Prìtash e' 22.
a : b = r : skai
b : c = s : t

}

⇒ a : c = r : t.Arijmhtik�, autì e�nai aploÔstato. Pollaplasi�zoume kat� mèlh kai apale�-foume. Gewmetrik� ìmw, e�nai polÔ pio endiafèron. 'Estw dÔo ìmoia tr�gwname pleurè a, b, c kai r, s, t. (Sq ma 11.3.)

Sq ma 11.3: Ex isìthto!.Ta tr�a zeÔgh twn ant�stoiqwn gwni¸n e�nai �sa. Epeid  to �jroisma twngwni¸n e�nai anallo�wto, arke� h isìthta dÔo zeug¸n. All� omoiìthta shma�neiep�sh ìti oi lìgoi twn ant�stoiqwn pleur¸n e�nai �soi.6 H sunepagwg  exisìthta ma lègei ìti arkoÔn na e�nai �soi oi dÔo lìgoi.6Πρόταση στ΄ 4 και 5.



120 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IES11.4 Oi orismo� tou Bibl�ou e'Orismo�1. 'Ena mègejo e�nai mèro enì megèjou, to mikrìtero tou megalÔte-rou, an metr� to megalÔtero.2. To megalÔtero e�nai pollapl�sio tou mikrìterou, an metr�tai apìto mikrìtero.O Eukle�dh den kajor�zei ti e�nai to mègejo, kai or�zei to �mèro � kaito �pollapl�sio apì th �mètrhsh� h opo�a ep�sh den or�zetai. Sti Prot�seie' 1-6 anaptÔssei ti idiìthte th �mètrhsh �   tou pollaplasiasmoÔ enìmegèjou a me èna fusikì arijmì n ètsi ¸ste na p�rei ton na.3. 'Ena lìgo e�nai enì e�dou sqèsh metaxÔ dÔo omogen¸n megej¸npou afor� to phl�ko tou.P�li, o lìgo fa�netai na e�nai tìso jemeli¸dh gia ton Eukle�dh, ìpwkai ta sÔnola gia èna sÔgqrono majhmatikì. To ti shma�nei �omogen  megèjh�prokÔptei apì sugkekrimèna parade�gmata kai g�netai pio sugkekrimèno stonepìmeno orismì. Oi gwn�e e�nai omogen  megèjh; to �dio kai oi euje�e, taembad� k.l.p. To �phl�ko� èqei na k�nei me m�a grammik  di�taxh twn omogen¸nmegej¸n, kai p�sw apì ton Orismì 3 krÔbetai èna ax�wma ìti h di�taxh e�naiArqim deia. Autì shma�nei ìti ta apeirost� megèjh ìpw oi keratoeide� gw-n�e exairoÔntai. 7 Se sÔgqronh gl¸ssa, o parak�tw Orismì 4 metafr�zetaiw ex : O lìgo a : b up�rqei e�n up�rqoun arijmo� n,m tètoioi ¸ste na > bkai mb > a.4. (DÔo) Megèjh lègetai ìti èqoun lìgo to èna pro to �llo, e�ne�nai dunatì ìtan pollaplasiastoÔn8 na uperboÔn to èna to �llo.5. Megèjh lègetai ìti e�nai ston �dio lìgo, to pr¸to pro todeÔtero kai to tr�to pro to tètarto, ìtan opoiad pote isopolapl�sia kaian lhfjoÔn tou pr¸tou kai tou tr�tou e�nai ant�stoiqa �sa me galÔtera,  mikrìtera apì opoiad pote isopolapl�sia kai an lhfjoÔn tou tr�tou kai toutètartou, kaj' oiond pote trìpo kai an g�nei o pollaplasiasmì autì.6. Megèjh pou èqoun ton �dio lìgo, kaloÔntai an�loga.O Orismì 5 e�nai kentrikì gia to Bibl�o e'. A doÔme ti lègei algebrik�:7Με άλλα λόγια, λόγοι όπως 0

0
εξαιρούνται.8Το καθένα με κάποιο φυσικό αριθμό.



11.5. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU E� 121'Estw a, b, c, d tèssera megèjh kai m,n fusiko� arijmo�. Tìte e�nai a : b =
c : d an gia k�je m,n

na > mb ⇔ nc > md,

na = mb ⇔ nc = md,

na < mb ⇔ nc < md.A p�me èna b ma parak�tw kai a to sundèsoume autì me th sÔgqronh jewr�atwn pragmatik¸n arijm¸n. A e�nai a, b, c, d ∈ R me
a : b = ab−1 = x,

c : d = cd−1 = y.Tìte, gia thn pr¸th apì ti trei sqèsei tou orismoÔ èqoume,
na > mb ⇔ nc > md,

a >
m

n
b ⇔ c >

m

n
d,

x = ab−1 >
m

n
⇔ y = cd−1 >

m

n
gia k�je rhtì r =

m

n
.Sth gl¸ssa twn sunìlwn autì ma lègei ìti oi jetiko� arijmo� x, y or�zontaina e�nai �soi e�n to sÔnolo ìlwn twn rht¸n r < x e�nai �so me to sÔnoloìlwn twn rht¸n r < y. 'Etsi, isìthta jetik¸n arijm¸n or�zetai w isìthtasunìlwn. ToÔto omoi�zei me thn kataskeu  tou Dedekind twn pragmatik¸n,me m�a ousi¸dh diafor�: O Eukle�dh xekin� p�ntote apì dojènta megèjh,en¸ o Dedekind agnoe� thn ek twn protèrwn Ôparxh (k�poiwn) pragmatik¸narijm¸n kai me shme�o ekk�nhsh tou rhtoÔ dhmiourge�9 tou pragmatikoÔ.11.5 Oi Prot�sei tou Bibl�ou e'Oi pr¸te èxi prot�sei tou Bibl�ou e' jewroÔn pollapl�sia megej¸n. E�-nai prokatarktikè gia ta kÔria jewr mata per� lìgwn kai analogi¸n. SesÔgqronh gl¸ssa, gia megèjh a, b, c, d kai fusikou arijmoÔ m,n, r, s:1. n(a + b) = na + nb,9Η φιλοσοφία την οποία ασπαζόταν ο Dedekind δεν είχε καμμία σχέση με την πλατωνική.

Κατά τον Πλάτωνα, όλα είναι ήδη δημιουργημένα, και εμείς απλώς τα ανακαλύπτουμε.



122 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IES2. (n+m)a = na+ma,3. n(ma) = (nm)a,4. a : b = c : d⇒ (ra) : (sb) = (rc) : (sd),5. r(a− b) = ra− rb, (an a > b),6. (r − s)a = ra− sa, (an r > s).Ta parap�nw apoteloÔn k�poia apì ta sÔgqrona axi¸mata twn dianusmatik¸nq¸rwn. Ta megèjh pa�zoun to rìlo twn dianusm�twn kai oi fusiko� twnpragmatik¸n. H ennoiologik  diafor� metaxÔ arijm¸n kai dianusm�twn exhge�merik¸ giat� o Eukle�dh den efarmìzei aut  thn afhrhmènh jewr�a sto Bibl�ost' ìpou xekin� apì thn arq  ti analog�e gia tou arijmoÔ. H duskol�a e�naih �dia me to na perigrafe� to R w o dianusmatikì q¸ro ìpou ta stoiqe�a toue�nai tautìgqrona arijmo� kai dianÔsmata. Sti Prot�sei st' 7-11 oi lìgoiqeir�zontai san majhmatik� antike�mena, all� o Eukle�dh potè den jewre� ènalìgo w èna rhtì arijmì.Prot�sei e' 7/9.
a = b ⇔ a : c = b : c.

c = d ⇔ a : c = a : d.Prot�sei e' 8/10.
a > b ⇔ a : c > b : c.Prìtash e' 11.H isìthta twn lìgwn e�nai metabatik .Oi Prot�sei e' 12�25 e�nai per� tou qeirismoÔ twn analogi¸n; e�dame merik�parade�gmata sthn prohgoÔmenh par�grafo. Oi apode�xei merikè forè e�naiidia�tera teqnikè. Gia na p�roume m�a geÔsh ja doÔme ti Prot�sei e' 17 kai19, xekin¸nta apì thn



11.5. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU E� 123Prìtash e' 19.E�n èna ìlo e�nai w pro èna ìlo ìpw èna afairejèn tm ma e�nai w proèna afairejèn tm ma, to upìloipo ja e�nai pro to upìloipo ìpw to ìlo proto ìlo.Me thn gewmetrik  je¸rhsh to katalaba�noume amèsw:10
Sq ma 11.4: Gewmetrik  ermhne�a th Prìtash e' 19.O Eukle�dh qrhsimopoie� thn gl¸ssa twn tmhm�twn: èstw AB to ìlomègejo kai tm ma AE afaire�tai me upìloipo EB . . . tìte

AB : CD = BE : DF ⇒ EB : FD = AB : CD.Gia thn apìdeixh qrhsimopoie� ti e' 11, 16 (enallag ) kai 17 all� ìqi tonOrismì 5 analutik�. Autì to k�nei sthnPrìtash e' 17.E�n megèjh e�nai an�loga suntijèmena, tìte e�nai kai an�loga qwrizìme-na.11P�li o Eukle�dh qrhsimopoie� thn gl¸ssa twn tmhm�twn kai to sq maMe ton sumbolismì tou sq mato èqoume AE+EB = AB kai CF+FD =
CD. O isqurismì e�nai

AE : BE = CD : DF ⇒ AE : EB = CF : FD.10Παραλλαγή αυτής της Πρότασης είναι η ε΄ 26.11Μεταφράζουμε το συγκείμενα και το διαιρεθέντα του Ευκλείδη σε συντιθέμενα και χωρι-
ζόμενα αντίστοιχα. Αυτή η μετάφραση είναι ακριβώς στο πνεύμα του Heath που χρησιμοποιεί
τις λατινικές λέξεις composendo και separendo αντίστοιχα.



124 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IESApìdeixh.Ja akolouj soume thn apìdeixh tou Eukle�dh sth sÔgqronh gl¸ssa.Prèpei na elègxoume ton Orismì 5 gia ta AE,EB,CF,DF dhlad 
nAE > mEB ⇒ nCF > mFD, kai ìmoia gia ta <, = . (11.1)W èna e�do gèfura metaxÔ twn parap�nw megej¸n, o Eukle�dh eis�geita nEB, nFD.

Sq ma 11.5: Apìdeixh th Prìtash e' 17: oi gèfure.Sto B ma 1 th apìdeixh qrhsimopoie� ti e' 1,2 gia na de�xei ti sqèsei
nAE + nEB = nAB

mEB + nEB = (m+ n)EB

nCF + nFD = nCD

mFD + nFD = (m+ n)FD.Sto B ma 2, dia mèsou th upìjesh
AB : BE = CD : DF,twn parap�nw pollaplas�wn kai tou OrismoÔ 5 pa�rnei

nAB > (n+m)EB ⇒ nCD > (n +m)FD (11.2)kai ìmoia gia ta = kai <.B ma 3. Gr�foume th sqèsh 11.1 w A ⇒ B kai èstw ep�sh
C : nAB > (n+m)EB.



11.5. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU E� 125Ta nEB afairoÔntai apì ta d'yo mèlh kai prokÔptei h
A : nAE > mEB.B ma 4. P�li apì thn C èpetai qrhsimopoi¸nta thn 11.2 ìti
nCD > (n+m)FD.Ta nCD afairoÔnta apì ta dÔo mèlh kai prokÔptei h
B : nCF > mFD.B ma 5. Apì to B ma 3 e�nai C ⇒ A kai apì to B ma 4 e�nai C ⇒ B. 'Aralègei o Eukle�dh, A ⇒ B. 2To emfanè logikì l�jo sto B ma 5 th apìdeixh den e�nai sobarì kaidiorj¸netai w ex : Sto B ma 3, xekin�me apì thn A kai de�qnoume thn

A ⇒ C. Apì to B ma 4 e�nai C ⇒ B, �ra A ⇒ B.Pèran toÔtou, h apìdeixh e�nai austhr . Up�rqei o Orismì pou prèpeina elegqje�, kai sumper�smata �ek tou sq mato � den epitrèpontai. Ep�sh,èqei m�a diaisjhtik ,   dhmiourgik  sunist¸sa. S�goura o orismì prèpei naelegqje�. All� p¸? Se autì to shme�o h idèa na qrhsimopoihjoÔn ta dÔotm mata gèfure HK = nEB kai MN = nFD odhge� sth lÔsh. K�poioendeqomènw na mpore� na k�nei k�poiou e�dou an�lush aut  th idèa, ìmwgenik�, den up�rqei sugkekrimènh diadikas�a pou na bohj�. H logik  kai hdhmiourgik  sunist¸sa diaplèkontai ed¸ se m�a kal  majhmatik  apìdeixh.
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Kef�laio 12
Stoiqe�wn Bibl�o st':Omoiìthta
12.1 Ta perieqìmena tou Bibl�ou st'Orismo� Orismo� th omoiìthta eujugr�mmwn sqhm�twn.Prìtash 1 To basikì je¸rhma.Prot�sei 2�8 A: Omoiìthta trig¸nwn.Prot�sei 9�13 B: An�logh dia�resh tmhm�twn.Prot�sei 14�17 G: Analog�e kai embad�.

127



128 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTAProt�sei 18�22 D: 'Omoia eujÔgramma sq mata.Prìtash 23 SÔnjetoi lìgoi.Prot�sei 24�30 E: H efarmog  twn embad¸n.Prot�sei 31�31 Di�fora.
12.2 Orismo�1. 'Omoia sq mata e�nai aut� pou èqoun ti gwn�e ant�stoiqa �se kai tiper�1 ti �se gwn�e ant�stoiqe pleurè an�loge.2. M�a euje�a lègetai ìti tèmnetai se �kro kai mèso lìgo ìtan ìlh proto megalÔtero tm ma e�nai �sh me to megalÔtero tm ma pro to mikrìtero.23. 'Uyo pantì sq mato e�nai h agìmenh apì thn koruf  k�jeto proth b�sh.31Ο Ευκλείδης δεν λέγει ότι οι αντίστοιχες πλευρές είναι αυτές που υποτείνονται από τις
αντίστοιχες ίσες γωνίες.2Και πάλι η χρυσή τομή. Αν a είναι το όλο μήκος και x το μεγαλύτερο τμήμα, έχουμε

a

x
=

x

a − x
.

Η θετική λύση της εξίσωσης αυτής (για a = 1) είναι ο αριθμός του Fibonacci

φ =

√
5 − 1

2
.3Ο Αριστοτέλης δεν χρησιμοποιεί τον όρο, αλλά προτιμά το κάθετος.



12.3. H B�ASH THS GEWMETR�IAS THS OMOI�OTHTAS 12912.3 H b�sh th gewmetr�a th omoiìth-taTo basikì je¸rhma tou Bibl�ou st' de�qnei arket� aj¸o, all� e�nai to jemèlioth Eukle�deia gewmetr�a th omoiìthta.Prìtash st' 1.Ta tr�gwna kai ta parallhlìgramma pou e�nai k�tw apì to �dio Ôyo e�naito èna pro to �llo ìpw oi b�sei tou.4

Sq ma 12.1: (a) Prìtash st' 1. (b) O orismì tou embadoÔ.'Estw △1 = △ABC kai △2 = △ACD dÔo tr�gwna k�tw apì to �dio Ôyo.(Sq ma 12.1 (a)). TìteEmbadìn △ABC : Embadìn △ACD = M ko BC : M ko CD.Gia thn apìdeixh prèpei na bebaiwje� o orismì 5 tou bibl�ou e'. An HC =
nBC tìte to △HCA ja èqei embadìn n(Embadìn△BCA). To �dio epiqe�rhmaqrhsimopoie�tai gia ta CD kai to △CDA. 'Ara,

nBC > mCD ⇒ n (Embadìn △BCA) > m (Embadìn △CDA), klp.Sqìlio. To kÔrio sthn Prìtash aut  e�nai ìti sundèei megèjh diafore-tikoÔ e�dou: embad� kai m kh. A qrhsimopoi soume pro stigm  sÔgqronh4 ΄Ως συνήθως, λέγοντας ‘τρίγωνα’ και ‘παραλληλόγραμμα’ ο Ευθκλείδης εννοεί τα εμβαδά
τους.



130 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTAorolog�a. 'Estw a = BC kai b = CD oi b�sei twn trig¸nwn me koinì Ôyo
h. Tìte

△1 =
1

2
ah, kai △2 =

1

2
bhkai h sunepagwg  △1 : △2 = a : b e�nai profan .Up�rqei ìmw èna polÔ leptì shme�o kai sth sÔgqronh parous�ash thgewmetr�a kai se aut  twn Stoiqe�wn. O pio p�nw tÔpo prokÔptei apì thnPrìtash st' 1 all� to ant�strofo den isqÔei!Giat� ìmw? Lìgw th Prìtash a' 41 o tÔpo gia to embadìn tou trig¸nouprokÔptei amèsw apì ton tÔpo gia to embadìn tou orjogwn�ou. Periorizì-maste loipìn sta orjog¸nia; a e�nai orjog¸nio m kou a kai Ôyou 1. Anti-metwp�zoume t¸ra to ex  er¸thma: Ti shma�nei na metr�me èna orjog¸nio ( ti shma�nei na metr�me èna tm ma)? K�poio stajeropoie� èna monadia�o tm ma

OE kai y�qnei gia èna pragmatikì a tètoion ¸ste AB = aOE dhlad 
AB : OE = a : 1.E�dame pw autì sundèetai me th jewr�a twn pragmatik¸n arijm¸n sth suz -thsh tou OrismoÔ 5 tou Bibl�ou e'. H Prìtash st' 1 k�nei èna b ma parap�nw.Stajeropoi¸nta to OE shma�nei ìti stajeropoie�tai to monadia�o tetr�gw-no sto opo�o antistoiqe� emb�dìn (mètrou) 1. Mètrhsh orjogwn�ou shma�neimètrhs  tou w pollapl�sio tou monadia�ou tetrag¸nou.5 Oi duskol�e sthnst' 1 prokÔptoun apì ta �rrhta tm mata. W sun jw, o Eukle�dh siwp�per� autoÔ�oÔte kan èqei anafèrei thn ènnoia mèqri stigm . Sto Sq ma 12.1

(b) blèpoume pw èna �rrhto tm ma a, lambanìmeno w ìrio klasm�twn m/n,odhge� sto �dio pollapl�sio A tou monadia�ou tetrag¸nou.12.4 Ta basik� jewr mata th gewmetr�ath omoiìthtaTo jemeli¸de je¸rhma st' 1 qrhsimopoie�tai �mesa gia thn apìdeixh tou jew-r mato twn analìgwn tmhm�twn pou e�nai to kajolikì ergale�o sth gewmetr�ath omoiìthta.5Δηλαδή, νέτρηση των πλευρών σημαίνει το πέρασμα από το 2–διάστατο μέτρο στο 1–
διάστατο μέτρο. Η Πρόταση στ΄ 1 με άλλα λόγια είναι ο πρώτος αξιοσημείωτος πρόλογος
κατασκευής μέτρων γινομένων στη θεωρία μέτρου.



12.4. BASIK�A JEWR�HMATA 131Prìtash st' 2.E�n se tr�gwno aqje� euje�a par�llhlh me m�a apì ti pleurè tou, tìtetèmnei an�loga ti �lle pleurè. Kai e�n oi pleurè tou trig¸nou tmhjoÔnan�loga, h euje�a pou en¸nei ta shme�a tom  e�nai par�llhlh me th loip pleur�.Diìti a èqei aqje� par�llhlh h DE sthn pleur� BG tou trig¸nou ABG;lègw ìti h BD pro th DA e�nai ìpw h GE pro thn EA.

Sq ma 12.2: Prìtash st' 2.Apìdeixh.A èqoun sundeje� oi BE, GD.
(⇒) 'Ara to tr�gwno BDE e�nai �so me to tr�gwno GDE. Diìti èqoun thn�dia b�sh DE kai br�skontai metaxÔ twn �diwn parall lwn.6Kai to ADE e�nai èna �llo tr�gwno. Ta �sa megèjh èqoun prì to �diomègejo ton �dio lìgo.7 'Ara, to tr�gwno BDE e�nai pro to ADE ìpw toGDE pro to tr�gwno ADE.All� to tr�gwno BDE e�nai pro to tr�gwno ADE ìpw h BD pro thnDA, diìti br�skontai k�tw apì to �dio Ôyo, pou �getai apì to E k�jeta sthnAB; e�nai to èna pro to �llo ìpw oi b�sei tou. 8 Gia tou �diou lìgou,6Πρόταση α΄ 38.7Πρόταση ε΄ 7.8Πρόταση στ΄ 1.



132 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTAto tr�gwno GDE e�nai pro to ADE ìpw h GE pro thn EA, kai �ra ìpw hBD pro thn DA e�nai kai h GE pro thn EA. 9(⇐) 'Estw ìti èqoun tmhje� oi pleurè tou trig¸nou ABG, AB kai AG sean�loga mèrh sto D, dhlad  h BD pro thn DA e�nai ìpw h GE pro thnAE, kai a èqei sundeje� h DE. Lègw ìti h DE e�nai par�llhlh me thn BG.Suneq�zoume me sÔgqronh orolog�a gia eukol�a: E�nai
△BDE : △ADE = BD : DA, △GDE : △ADE = GE : EAapì thn st' 1. 'Ara

△BDE : △ADE = △GDE : △ADE.'Omw tìte10
△GDE = △BDEkai ta tr�gwna e�nai sthn �dia b�sh. 'Ara,11 DE‖BG. 2

Sq ma 12.3: Prìtash st' 3.H parak�tw e�nai gnwst  kai w je¸rhma th diqotìmou (Sq ma 12.3):Prìtash st' 3.9Πρόταση ε΄ 11.10Πρόταση ε΄ 9.11Πρόταση α΄ 39.



12.4. BASIK�A JEWR�HMATA 133E�n diqotomhje� gwn�a trig¸nou kai h tèmnousa thn gwn�a tèmnei kai thb�sh, ta tm mata th b�sh ja èqoun ton �dio lìgo me autìn twn loip¸npleur¸n tou trig¸nou. Kai e�n ta tm mata th b�sh èqoun ton �dio lìgo meautìn twn loip¸n pleur¸n tou trig¸nou, h euje�a apì thn koruf  prì thntom  diqotome� thn gwn�a tou trig¸nou.Apìdeixh.(⇒) Fèretai h EG‖AD. 'Ara ∠AGE=∠GAD=∠BAD=∠AEG kai AG=AE.'Ara, BD : DG = AB : AE = AB : AG.To ant�strofo apodeiknÔetai parìmoia. 2Prot�sei 4/5.

Sq ma 12.4: Prot�sei st' 4/5.Oi Prot�sei 4/5 sunoy�zontai sto parak�tw sumpèrasma. 'Estw dÔotr�gwna me pleurè a, b, c kai r, s, t kai me gwn�e α, β, γ kai ρ, σ, τ ant�stoiqa.Tìte
α = ρ
β = σ
γ = τ

}

⇔
{

b : c = s : t
c : a = t : r
a : b = r : s

.A parathr soume ìti ex' isìthto k�poia apì ti trei sqèsei mpore� naparalhfje�.ProkÔptei ìti to sq ma (ìpw ekfr�zetai me ti gwn�e) ekfr�zetai mèswanalogi¸n. Sthn epoq  pou ta �rrhta tm mata  tan �gnwsta, oi lìgoi twn



134 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTAtmhm�twn ekfr�zontan me arijmoÔ, kai sunep¸ ta sq mata twn trig¸nwn�all� kai twn sqhm�twn pou apoteloÔntai apì tr�gwna�mporoÔn na perigra-foÔn me arijmoÔ.12 'Omw ta Stoiqe�a den k�noun metafusik . . .Oi Prot�sei 4/5 e�nai to pr¸to krit rio omoiìthta. Oi Prot�sei 6/7e�nai to deÔtero krit rio omoiìthta.Prot�sei 6/7.
α = ρ

b : c = s : t

}

⇔
{ β = σ
c : a = t : r

.To parak�tw e�nai gnwstì kai w Je¸rhma tou Eudìxou.

Sq ma 12.5: Prìtash st' 8: Je¸rhma tou Eudìxou.Prìtash st' 8E�n se orjog¸nio tr�gwno aqje� k�jeto apì thn orj  gwn�a pro thb�sh, ta tr�gwna gÔrw apì thn k�jeto e�nai kai ta dÔo ìmoia pro to ìlotr�gwno kai metaxÔ tou.H apìdeixh e�nai �mesh mèsw twn krithr�wn omoiìthta. M�a �mesh sunè-peia th Prìtash st' 8 e�nai h Prìtash st' 13 gia to pw br�skoume ton mèsoan�logo dÔo tmhm�twn.Prìtash st' 13.Na breje� o mèso an�logo dÔo dojèntwn tmhm�twn.12Πυθαγόρας: τα πάντα είναι αριθμός.



12.4. BASIK�A JEWR�HMATA 135

Sq ma 12.6: Prìtash st' 13: EÔresh tou mèsou analìgou.Apìdeixh.JewroÔme ta AB, BG se m�a euje�a kai fèroume to hmikÔklio me di�metroAG. 'Estw h BD k�jeth sthn AG sto D. Epeid  h gwn�a ADG e�nai orj èqoume ta ìmoia tr�gwna th st' 8. 'AraAB : BD = BD : AG.
2A parathr soume se autì to shme�o pw o tetragwnismì tetrapleÔrouth Prìtash b' 14 prokÔptei apì thn Prìtash st' 13. An ABGD e�nai tetr�-pleuro, tìte br�skoume tou mèsou an�logou k�je dÔo diadoqik¸n pleur¸nkai pollaplasi�zoume ti sqèsei sÔmfwna me ti Prot�sei e' 16/17.13Oi upìloipe prot�sei tou Mèrou B tou Bibl�ou st' de�qnoun pw tè-mnoume tm ma ìmoia me dojèn tetmhmèno tm ma kai pw br�skoume ton tr�tokai ton tètarto an�logo se dojènta tm mata.13Ο Αριστοτέλης ήξερε και τις δύο αποδείξεις. Λέγει στο Περί Ψυχής:

Για παράδειγμα, τι είναι ο ‘τετραγωνισμός ’; Η κατασκευή ενός τετραγώνου ίσου (σε
εμβαδόν) με δοθέν ορθογώνιο. ΄Ενας τέτοιος ορισμός είναι η παράθεση του συμπεράσματος,
ενώ, εάν πείτε ότι ο τετραγωνισμός είναι η εύρεση του μέσου αναλόγου, δηλώνετε την αιτία
του πράγματος που ορίστηκε.



136 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTA12.5 Bibl�o st', Mèro G: Analog�e kaiembad�To kÔrio je¸rhma tou mèrou G e�nai h Prìtash st' 16. O Eukle�dh, ìpwèna sÔgqrono suggrafèa, b�zei ta teqnik� mèrh th apìdeixh se èna l mma(Prìtash st' 14) kai prosjètei k�poia sumplhr¸meta (Prot�sei st' 15 kai17). To �Sq ma� th a' 43 epanemfan�zetai. To Mèro G den exart�tai apì tapr¸ta dÔo mèrh tou Bibl�ou st'. Gia thn apìdeixh o Eukle�dh epistrèfei stir�ze th st' 1. Parajètoume ti st' 14 kai 16 kai skiagrafoÔme thn apìdeixh.Prìtash st' 14Se �sa kai isog¸nia parallhlìgramma oi pleurè gÔrw apì ti �se gwn�-e e�nai antistrìfw an�loge; kai isog¸nia parallhlìgramma sta opo�a oipleurè gÔrw apì ti �se gwn�e e�nai antistrìfw an�loge e�nai �sa.

Sq ma 12.7: Prìtash st' 14.Apìdeixh.TopojetoÔntai ta parallhlìgramma ètsi ¸ste ta shme�a D, B, E kai Z,B, H na e�nai suneujeiak�. Parathre�ste sto Sq ma 12.7 ìti up�rqei èna�aìrato� parallhlìgrammo.
(⇒) 'Estw ìti ta parallhlìgramma e�nai �sa. Dhl¸nonta ta embad� meparenjèsei prokÔptei(ADBZ) = (BHGE) ⇒ (ADBZ) : (ZE) = (BHGE) : (ZE)



12.5. BIBL�IO ST�, M�EROS G 137ìpou ZE (me ton gnwstì Eukle�deio sumbolismì e�nai to p�nw arister� pa-rallhlìgrammo. QrhsimopoioÔme t¸ra thn st' 1(ADBZ) : (ZE) = DB : BE,(BHGE) : (ZE) = GB : BH.'Ara DB : BE = GB : BH,kai oi pleurè e�nai antistrìfw an�loge.
(⇐) Antistrèfoume ta b mata tou prohgoÔmenou mèrou th apìdeixh. 2Prìtash st' 16.E�n tèsseri euje�e e�nai an�loge, to orjog¸nio pou perièqetai apìta �kra e�nai �so me to orgog¸nio pou perièqetai apì ta mèsa; kai e�n toorjog¸nio pou perièqetai apì ta �kra e�nai �so me to orjog¸nio pou perièqetaiapì ta mèsa, oi tèsseri euje�e ja e�nai an�loge.

Sq ma 12.8: Prìtash st' 16.Apìdeixh.Sumbol�zoume me a, b, c, d ta m kh twn eujei¸n kai me ad, bc ta embad� twnorjogwn�wn. Zhte�tai na apodeiqje� ìti
a : b = c : d ⇔ ad = bc.A parathr soume ìti aut  h sqèsh e�nai m�a profan  anadiatÔpwsh thPrìtash st' 14. 2



138 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTAOi dÔo Prot�sei st' 14/16 ma lègoun ep�sh ìti e�n dÔo isog¸nia pa-rallhlìgramma e�nai isembadik�, ja parame�noun isembadik� e�n all�xoume tigwn�e krat¸nta anallo�wte ti pleurè.Up�rqoun dÔo akìmh jewr mata per� orjogwn�wn kai omoiìthta sto Mè-ro E tou Bibl�ou st'. O Eukle�dh ta anab�llei gia to Mèro E diìti a-naptÔssei to antike�meno twn omo�wn sqhm�twn sto Mèro D. Prì stigm na deqjoÔme w dedomènh thn omoiìthta kai a parajèsoume ti Prot�sei st'24, 26 entì tou antikeimènou th gewmetr�a twn orjogwn�wn. Sumbol�zontathn omoiìthta me ≈ èqoume:
Sq ma 12.9: Prot�sei st' 24/26.Prìtash st' 24.
T ∈ AC ⇒ AT ≈ TC ≈ AC.Prìtash st' 26.

AT ≈ AC ⇒ T ∈ AC.12.6 Bibl�o st', Mèro D: 'Omoia eujÔgram-ma sq mataTo pr¸to pr�gma pou k�nei o Eukle�dh se toÔto to mèro tou Bibl�ou st'e�nai na de�xei to pw mporoÔn na kataskeuastoÔn ìmoia tm mata. (Prìtash st'18.) 'Eqonta exasfal�sei thn Ôparxh omo�wn sqhm�twn, proqwr� sto plèonshmantikì je¸rhma, to opo�o sundèei m kh kai embad� w pro thn omoiìthta.



12.6. BIBL�IO ST�, M�EROS D 139Prìtash st' 19.Ta ìmoia tr�gwna e�nai to èna pro to �llo ston dipl�sio lìgo twn ant�-stoiqwn pleur¸n.

Sq ma 12.10: Prot�sei st' 24/26.O dipl�sio lìgo or�zetai sto Bibl�o e':Orismì e' 9.E�n a : b = b : c tìte to a : c kale�tai o dipl�sio lìgo tou a : b.Me sÔgqronou ìrou, an a : b = b : c = k tìte a : c = (a : b)·(a : b) = k2.H Prìtash st' 19 ma lègei loipìn ìti e�n oi pleurè dÔo omo�wn trig¸nwnsundèontai me èna par�gonta omoiìthta k, tìte ta embad� tou sundèontaime ton par�gonta k2. Autì efarmìzetai sthn parak�tw Prìtash st' 25 apìthn �llh pleur�: Axi¸netai m�a sqèsh a : c = k2 gia ta embad�, kai zhte�tai opar�gonta k w o mèso an�logo twn a kai c.Sthn apìdeixh th st' 19 o Eukle�dh qeir�zetai me maestr�a ti analog�egia ti euje�e èw ìtou na mporèsei na efarmìsei to jemeli¸de je¸rhma st'1 gia ne per�sei sta embad�.Epanalamb�noume ta epiqeir mata tou Eukle�dh, all� parajètoume to Sq -ma 12.10 gia na k�noume thn diadikas�a l�go pio di�fanh (me thn ènnoia ìtid�doume se èna shme�o dÔo sÔmbola, ta B kai E).Xekin�me me thn β = ǫ kai thn
AB : BC = DE : EF.H enallag  d�dei
AB : DE = BC : EF.



140 KEF�ALAIO 12. BIBL�IO ST�: OMOI�OTHTAKataskeu�zoume t¸ra to shme�o G sthn BC oÔtw ¸ste14
AB : DE = EF : BG.ProkÔptoun dÔo sumper�smata:1. To embadìn tou △ABG e�nai �so me autì tou △DEF ;152. BC : EF = EF : BG, �ra o BC : BG e�nai o dipl�sio lìgo tou

BC : EF .To apotèlesma prokÔptei t¸ra apì thn Prìtash st' 1:
(ABC) : (DEF ) + (ABC) : (ABG) = BC : BG.

2H epìmenh Prìtash st' 20 epekte�nei to apotèlesma th st' 19 sta ì-moia polÔgwna mèsw trigwnismoÔ. H Prìtash st' 21 de�qnei ìti h sqèsh thomoiìthta e�nai metabatik .12.7 Bibl�o st', Mèro E: H efarmog  twnembad¸nSuzht same sto Bibl�o b' kai id�w sti Prot�sei b' 5/6 to pw h efarmog twn embad¸n sta Arqa�a Ellhnik� majhmatik� mpore� na metafraste� san thlÔsh tetragwnik¸n exis¸sewn. Gnwr�zonta ta basik�, den ja suzht soumethn gen�keus  tou apì ta tetr�gwna sta ìmoia parallhlìgramma pou g�netaisti Prot�sei st' 28/29.16Oi mèjodoi pou qrhsimopoi jhkan sto Bibl�o b' qrei�zetai na tropopoih-joÔn l�go gia ti an�gke ti apìdeixh th parak�tw14Πρόταση στ΄ 11.15Πρόταση στ΄ 14.16Ξανατονίζουμε σε αυτό το σημείο την αέναη διαμάχη ιστορικών και μαθηματικών περί
του αν τα Ελληνικά μαθηματικά ήταν καθαρά γεωμετρικά όπως υποστηρίζουν οι πρώτοι, ή,
επηρεασμένα από τις Βαβυλωνιακές μεθόδους, δεν ήταν τίποτε άλλο από άλγεβρα μεταμφιε-
σμένη σε γεωμετρία όπως υποστηρίζουν οι δεύτεροι. Αυτό που είναι γεγονός, είναι ότι ενώ
οι φιλόλογοι δίδουν ιδιαίτερο βάρος στην έκφραση και στη φόρμα, οι μαθηματικοί τεινουν να
θεωρούν τα πάντα υπό το βλέμμα κάποιου ισομορφισμού. Και οι δύο όψεις είναι απαραίτητες
για την κατανόηση των Αρχαίων μαθηματικών και κατ΄ επέκταση των νεώτερων.



12.7. BIBL�IO ST�, M�EROS E 141Prìtash st' 25.Na kataskeuaste� èna kai to autì sq ma ìmoio me dojèn eujÔgrammo sq makai �so me �llo dojèn eujÔgrammo sq ma.
Sq ma 12.11: Prìtash st' 25.Ant� tou trig¸nou pou jewre� o Eukle�dh w to pr¸to dojèn sq ma, ed¸ja p�roume qwr� bl�bh th genikìthta to orjog¸nio ABCD, ìpw stoSq ma 12.11.'Estw ìti to dojèn embadìn e�nai �so me Q. Mèsw th a' 44 efarmìzoume to

Q sthn euje�a BC. Me thn st' 13 kataskeu�zoume ton mèso an�logo BH twn
AB kai BF .17 T¸ra to orjog¸nio AKMN me pleur� AK �sh me BH e�naiìmoio kai omoiìjeto me to orjog¸nio ABCD kai ja èqei embadì Q sÔmfwname ti st' 19/20.O PloÔtarqo (∼ 45 − 125 m.Q.), o suggrafèa twn B�wn Parall lwnjewroÔse thn Prìtash st' 25 w m�a shmantik  gen�keush tou Pujagore�ouJewr mato. Gr�fei sta Sumpìsi� tou:An�mesa sta perissìtera gewmetrik� jewr mata,   probl mata, e�nai kaito akìloujo: Dojèntwn dÔo sqhm�twn, na efarmoste� èna tr�to, �so me topr¸to kai ìmoio me to �llo. Sth dÔnamh tou probl mato autoÔ lègetai ìtijus�asan oi Pujagìreioi kai anant�rrhta, toÔto to prìblhma e�nai pio leptìkai pio episthmonikì apì to je¸rhma pou apodeiknÔei ìti to tetr�gwno th u-pote�nousa e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn kajètwn pleur¸n.1817Αλγεβρικά, αυτό σημαίνει ότι βρίσκουμε τη ρίζα BH =

√
AB · BF , το οποίο θα χρησι-

μοποιηθεί στις στ΄ 28/29.18Πράγματι το Πυθαγόρειο Θεώρημα μπορεί να διαβαστεί και ως η λύση του εξής προβλή-
ματος: Να κατασκευαστεί τετράγωνο, ίσο περιεχομένου με ένα άλλο σχήμα, το οποίο στην
περίπτωση αυτή είναι δύο τετράγωνα.
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Kef�laio 13Par�rthma: Ask sei
Bibl�o a'1�151. Se doje�sa euje�a gr�yte èna isoskelè tr�gwno pou èqei thn k�je pleur�tou �sh me doje�sa euje�a.2. E�n dÔo euje�e diqotomoÔntai se orjè gwn�e, k�je shme�o opoiasd poteapì autè isapèqei apì ta �kra th �llh.3. E�n oi gwn�e ABG kai AGB sthn b�sh enì isoskeloÔ trig¸nou diqoto-moÔntai apì ti euje�e BD, GD, de�xte ìti to tr�gwno DBG e�nai isoskelè.4. Sto sq ma th a' 5 e�n oi ZG kai BH sunant¸ntai sto J, de�xte ìti oi ZJkai HJ e�nai �se.5. Ta AGB, ADB e�nai dÔo tr�gwna sto �dio mèro th AB, tètoia ¸ste h AGe�nai �sh me thn BD kai h AD e�nai �sh me thn BG, kai oi AD kai BG tèmnontaisto O. De�xte ìti to tr�gwno AOB e�nai isoskelè.6. E�n dÔo isoskel  tr�gwna e�nai sthn �dia b�sh, tìte h euje�a pou en¸nei tikorufè tou   h proekteinìmenh aut  euje�a, ja diqotome� th b�sh se orjègwn�e.7. Bre�te èna shme�o se doje�sa euje�a tètoio ¸ste oi apost�sei tou apì dÔodojènta shme�a na e�nai �se.8. Diqotome�tai doje�sa gwn�a BAG; e�n proektaje� sto H h GA kai diqoto-mhje� h gwn�a BAH, tìte oi dÔo diqotìmoi e�nai se orjè gwn�e.143



144 KEF�ALAIO 13. PAR�ARTHMA: ASK�HSEIS16�269. H gwn�a A trig¸nou ABG diqotome�tai apì euje�a pou tèmnei th BG sto D.De�xte ìti h BA e�nai megalÔterh apì th BD kai h GA e�nai megalÔterh apìth GD.10. H k�jeto e�nai h mikrìterh euje�a pou mpore� na aqje� apì dojèn shme�ose doje�sa euje�a.11.To �jroisma twn apost�sewn tuqìnto shme�ou apì ti trei gwn�e tri-g¸nou e�nai megalÔtero apì to hmi�jroisma twn pleur¸n tou trig¸nou.12. Oi tèsseri pleurè k�je tetrapleÔrou èqoun �jroisma megalÔtero apìto �jroisma twn dÔo diagwn�wn.13. Kataskeu�ste tr�gwno me dojènta: th b�sh, m�a apì ti gwn�e sth b�sh,kai to �jroisma twn pleur¸n.14. Se doje�sa euje�a bre�te èna shme�o tètoio ¸ste oi k�jete pou �gontaiap' autì pro dÔo doje�se euje�e e�nai �se.15. Oi AB, AG e�nai dÔo euje�e pou tèmnontai sto A. Apì tuqìn shme�o Rna aqje� euje�a pou ti tèmnei sta E kai Z ant�stoiqa, tètoia ¸ste h AE nae�nai �sh me thn AZ.27�3116. K�je euje�a par�llhlh me th b�sh isoskeloÔ trig¸nou sqhmat�zei �segwn�e me ti pleurè tou.17. E�n apì shme�o pou isapèqei apì dÔo par�llhle euje�e, aqjoÔn dÔoeuje�e pou tèmnoun ti par�llhle, tìte ja apokìptoun �sa tm mata apìautè ti par�llhle.18. E�n h exwterik  diqotìmo trig¸nou e�nai par�llhlh me th b�sh tou, tìteto tr�gwno e�nai isoskelè.19. H pleur� BG enì trig¸nou ABG proekte�netai sto D kai h gwn�a AGBdiqotome�tai apì euje�a GE h opo�a tèmnei thn AB sto E. M�a euje�a �getaiapì to E par�llhlh me th BG, pou tèmnei thn AG sto Z kai thn exwterik diqotìmo th AGD sto H. De�xte ìti h EZ e�nai �sh me th ZH.20. H AB e�nai h upote�nousa tou orjogwn�ou trig¸nou ABG. Bre�te shme�oD th AB tètoio ¸ste h DB na e�nai �sh me thn k�jeto apì to D sthn AG.21. Euje�a �getai k�jeta pro th b�sh isoskeloÔ trig¸nou ABG kai tèmneithn AB sto D kai thn proèktash th GA sto E. De�xte ìti to tr�gwno AEDe�nai isoskelè.



1453222. H gwn�a twn diqotìmwn twn gwni¸n th b�sh isoskeloÔ trig¸nou e�nai�sh me m�a exwterik  gwn�a tou trig¸nou.23. H A e�nai h koruf  tou isoskeloÔ trig¸nou ABG. Proekte�netai h BAsto D ¸ste h AD e�nai �sh me th BA. De�xte ìti h gwn�a BGD e�nai orj .24. Kataskeu�ste isoskelè tr�gwno pou èqei thn gwn�a sthn koruf  �sh meto tetrapl�sio th k�je m�a gwn�a sth b�sh.25. H euje�a pou en¸nei to mèson th upote�nousa orjogwn�ou trig¸nou methn orj  gwn�a e�nai �sh me to misì th upote�nousa.26. Oi diqotìmoi twn gwni¸n th b�sh isoskeloÔ trig¸nou tèmnoun tipleurè sta D kai E. De�xte ìti h DE e�nai par�llhlh me th b�sh.27. Triqotome�ste thn orj  gwn�a.28. Triqotome�ste doje�sa peperasmènh euje�a.33�3429. E�n dÔo apènanti pleurè tetrapleÔrou e�nai �se, tìte e�nai parallhlì-grammo.30. Oi euje�e pou diqotomoÔn dÔo diadoqikè gwn�e parallhlogr�mmou e�naik�jete.31. Ta A, B, G e�nai tr�a shme�a p�nw se m�a euje�a, tètoia ¸ste h ABe�nai �sh me thn BG. De�xte ìti to �jroisma twn kajètwn apì ta A kai Gpro opoiad pote euje�a pou den pern� metaxÔ twn A kai G e�nai dipl�sio thkajètou apì to B pro thn �dia euje�a.35�4532. Diqotome�ste èna parallhlìgrammo me euje�a pou �getai apì dojèn shme�oentì tou parallhlogr�mmou.33. De�xte ìti ta tèssera tr�gwna sta opo�a qwr�zetai èna parallhlìgrammoapì ti diagwn�ou tou e�nai �sou perieqomènou.34. H euje�a pou en¸nei ta mèsa dÔo pleur¸n trig¸nou e�nai par�llhlh me thb�sh tou kai e�nai �sh me to misì th b�sh.35. H euje�a pou en¸nei ta mèsa pleur¸n trig¸nou apokìptei tr�gwno perie-qomènou �sou me to tètarto tou ìlou.36. To ABGD e�nai parallhlìgrammo. Apì to D �getai euje�a pou tèmnei thnBG sto Z kai thn proèktash th AB sto H. De�xte ìti ta tr�gwna ABZ kai



146 KEF�ALAIO 13. PAR�ARTHMA: ASK�HSEISGZH e�nai �sa.37. To ABGD e�nai dojèn tetr�pleuro. Kataskeu�ste èna �llo tetr�pleuro�sou perieqomènou pou èqei m�a pleur� thn AB kai m�a �llh ep�nw se euje�apou �getai apì shme�o th GD par�llhlh me thn AB.38. Diqotome�ste dojèn tr�gwno me euje�a pou �getai apì dojèn shme�o pleu-r� tou.46�4839. Sti pleurè AG, BG trig¸nou ABG gr�fontai tetr�gwna AGDE, BGZHant�stoiqa. De�xte ìti h AZ e�nai �sh me th BD.40. To tetr�gwno th pleur� pou upote�nei oxe�a (ant. amble�a) gwn�atrig¸nou e�nai mikrìtero (ant. megalÔtero) apì to �jroisma twn tetrag¸nwntwn pleur¸n pou perièqoun th gwn�a.41. Shme�o R en¸netai me ti korufè orjogwn�ou ABGD. To �jroisma twntetrag¸nwn twn RA kai RG e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn RBkai RD.42. To �jroisma twn tetrag¸nwn twn diagwn�wn orjogwn�ou e�nai �so me todipl�sio tou ajro�smato twn tetrag¸nwn twn �swn pleur¸n.43. 'Estw tr�gwno ABG me thn gwn�a A orj . 'Agontai pro ti apènantipleurè oi BE, GZ. Tìte to tetrapl�sio tou ajro�smato twn tetrag¸nwntwn BE kai GZ e�nai �so me to pentapl�sio tou tetrag¸nou th BG.Bibl�o b'1�1144. Na diaireje� doje�sa euje�a se dÔo mèrh, oÔtw ¸ste to orjog¸nio pouperièqetai apì aut� na e�nai to mègisto dunatìn.45. Kataskeu�ste orjog¸nio �so me th diafor� dojèntwn tetrag¸nwn.46. Sto sq ma th b' 11, e�n h GJ proektaje� ¸ste na tm sei thn BZ sto I,de�xte ìti to GI e�nai k�jeto sto BZ.47. De�xte ìti se m�a euje�a pou diaire�tai ìpw sthn b' 11, to orjog¸niopou perièqetai apì to �jroisma kai th diafor� twn tmhm�twn e�nai �so me toorjog¸nio pou perièqetai apì ta tm mata.



14712�1448. To �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n enì trig¸nou e�nai �so me todipl�sio �jroisma tou tetrag¸nou tou misoÔ th b�sh kai tou tetrag¸nouth euje�a pou �getai apì thn koruf  pro to mèso th b�sh.49. To �jroisma twn tetrag¸nwn twn diagwn�wn parallhlogr�mmou e�nai �some to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n.50. To �jroisma twn tetrag¸nwn twn diagwn�wn tetrapleÔrou e�nai �so me todipl�sio �jroisma twn eujei¸n pou en¸noun ta mèsa twn apènanti pleur¸n.51. To �jroisma twn tetrag¸nwn twn diagwn�wn tetrapleÔrou e�nai megalÔte-ro to �jroisma twn diagwn�wn kat� tèsseri forè to tetr�gwno th euje�apou en¸nei ta mèsa twn diagwn�wn.52. Gr�fetai tetr�gwno BDEG sthn upote�nousa BG orjogwn�ou trig¸nouABG. De�xte ìti to �jroisma twn tetrag¸nwn twn DA kai AG e�nai �so me to�jroisma twn tetrag¸nwn twn EA kai AB.53. Diairèste doje�sa euje�a se dÔo tm mata ¸ste to orjog¸nio pou periè-qetai apì aut� na e�nai �so me to tetr�gwno doje�sa euje�a h opo�a e�naimikrìterh apì th mis  th euje�a pou diaire�tai.Bibl�o g'1�1554. Na grafe� kÔklo dojènto kèntrou pou tèmnei dojènta kÔklo sta �krath diamètrou tou.55. De�xte ìti oi euje�e pou �gontai k�jeta apì ta mèsa twn pleur¸n orjo-gwn�ou eggegrammènou se kÔklo tèmnontai se stajeropoihmèno shme�o.56. E�n se dÔo efaptìmenou kÔklou aqjoÔn dÔo par�llhle di�metroi, èna�kro apì k�je di�metro kai to shme�o epaf  ja ke�ntai sthn �dia euje�a.16�1957. Apì shme�o ektì kuklou mporoÔn na aqjoÔn dÔo efaptìmene pro autìn,�sou m kou.58. Prosdior�ste to shme�o sthn proèktash th diamètrou kÔklou, ¸ste hefaptìmenh pou �getai apì autì pro thn perifèreia na èqei dojèn m ko.



148 KEF�ALAIO 13. PAR�ARTHMA: ASK�HSEIS59. Apì ta �kra th diamètrou kÔklou, �gontai efaptìmene pou apokìptounapì tr�th efaptìmenh tm ma AB. E�n G e�nai to kèntro tou kÔklou, tìte totr�gwno ABG e�nai orjog¸nio.60. Na aqje� euje�a pou na ef�ptetai se dÔo dojènte kÔklou.61. 'Ena tetr�pleuro perigr�fetai ¸ste oi pleurè tou na ef�ptontai sekÔklo. De�xte ìti tì �jroisma twn dÔo pleur¸n tou e�nai �so me to �jroismatwn �llwn dÔo.62. Se perigegrammèno tetr�pleuro, to ajroisma twn gwni¸n pou upote�nontaiapì to kèntro apì dÔo apènanti pleurè e�nai �so me dÔo orjè.63. AB e�nai h di�metro kai G to kèntro hmikukl�ou. De�xte ìti to kèn-tro O k�je kÔklou pou eggr�fetai sto hmikÔklio isapèqei apì to G kai thnefaptomènh sto hmikÔklio pou e�nai par�llhlh me thn AB.64. Proekte�netai h di�metro BA kÔklou sto R ¸ste h AR na e�nai �sh methn akt�na. Apì to A �getai h efaptomènh ǫ kai apì to R �getai euje�a poutèmnei ton kÔklo sto G kai thn ǫ sto E. En¸netai h BG kai h proèktas  thtèmnei thn ǫ sto D. Tìte to tr�gwno DEG e�nai isìpleuro.20�2265. 'Agontai dÔo efaptìmene AB, AG pro kÔklo; de�xte ìti an D e�nai shme�oth perifèreia ektì tou trig¸nou ABG, tìte to �jroisma twn gwni¸n ABDkai AGD e�nai stajerì.66. ARB e�nai m�a stajeropoihmènh qord  pou pern� apì to shme�o tom  RdÔo kÔklwn. Gia opoiad pote �llh qord  GRD twn kÔklwn pou pern� apì toR isqÔei ìti oi proekt�sei twn AG kai DB sqhmat�zoun stajer  gwn�a.67. De�xte ìti plhn orjogwn�wn, kanèna parallhlìgrammo den eggr�fetai sekÔklo.68. Tr�gwno eggr�fetai se kÔklo. De�xte ìti to �jroisma twn gwni¸n statr�a tm mata exwterik� tou trig¸nou e�nai �so me tèsseri orjè.69. Diairèste èna kÔklo se dÔo mèrh ¸ste h gwn�a pou perièqetai sto ènatm ma na e�nai �sh me to pentapl�sio th gwn�a pou perièqetai sto �llo.70. Ta A, B, G, D e�nai tèssera shme�a kat� seir� ep�nw se kÔklo; oiproekt�sei twn AB, GD tèmnontai sto Z kai autè twn AD, BG sto J.De�xte ìti oi diqotìmoi twn gwni¸n AZG kai AJG e�nai k�jete metaxÔ tou.



1493171. Oi kÔkloi pou perigr�fontai sti �se pleurè isoskeloÔ trig¸nou wdi�metroi, ja tèmnontai sto mèso th b�sh.72. Sthn pleur� AB trig¸nou ABG perigr�fetai kÔklo pou thn èqei wdi�metro. H EZ e�nai di�metro par�llhlh sth BG. De�xte ìti oi EB kai ZBdiqotomoÔn thn eswterik  kai thn exwterik  gwn�a sto B.73. E�n kÔklo èqei kèntro O kai sthn akt�na OA perigrafe� kÔklo pou thnèqei w di�metro, tìte h perifèreia autoÔ tou kÔklou ja diqotome� k�je qord pou �getai apì to A pro ton exwterikì kÔklo.74. H AD e�nai di�metro kÔklou kai ta B, G e�nai shme�a th perifèreia sto�dio mèro th AD. H k�jeto apì to D sth BG thn tèmnei sto E. De�xte ìtito tetr�gwno th AD e�nai megalÔtero apì to �jroisma twn tetrag¸nwn twnAB, BG, GD kat� to dipl�sio orjog¸nio pou perièqoun oi BG, GE.75. DÔo �soi kÔkloi ef�ptontai exwterik� kai apì to shme�o epaf  �gontaiqordè, m�a pro k�je kÔklo kai k�jete metaxÔ tou. De�xte ìti h euje�apou en¸nei ta �lla �kra aut¸n twn qord¸n e�nai �sh kai par�llhlh me thndi�kentro.32�3476. 'Estw AB qord  kÔklou kai ǫ efaptìmenh sto A. Apì shme�o D th ǫ�getai par�llhlh me thn AB pou tèmnei thn perifèreia sta E kai Z. De�xteìti to tr�gwno EAD e�nai isog¸nio me to tr�gwno ZAB.77. E�n apì shme�o perifèreia kÔklou aqjoÔn qord  kai efaptomènh, oik�jete pou prosp�ptoun se autè apì to mèson tou tìxou pou ba�nei h qord ,e�nai �se.78. Kataskeu�ste tr�gwno me dojènta: th b�sh, thn apènant� th gwn�a, kaito Ôyo.79. Apì dojèn shme�o ektì kÔklou kèntrou O, na aqje� euje�a pou tèmeneiton kÔklo sta B kai G, ¸ste to embadìn tou BOG na e�nai to el�qisto sunatì.35�3780. E�n dÔo kÔkloi tèmnontai, oi efaptìmene pou �gontai pro tou dÔokÔklou apì k�je shme�o th proèktash th koin  qord  e�nai �se.81. De�xte ìti h koin  qord  dÔo temnìmenwn kÔklwn diqotome� ti koinè touefaptomène.



150 KEF�ALAIO 13. PAR�ARTHMA: ASK�HSEIS82. E�n oi AD, GE aqjoÔn k�jeta sti pleurè BG, AB trig¸nou ABG, de�xteìti to orjog¸nio pou perièqetai apì ti BG kai BD e�nai �so me to orjog¸niopou perièqetai apì ti BA kai BE.83. Apì shme�o th koin  qord  dÔo temnìmenwn kÔklwn, �gontai dÔo �lleqordè, m�a pro k�je kÔklo. De�xte ìti ta �kra aut¸n twn qord¸n ja ke�ntaise perifèreia kÔklou.Bibl�o d'1084. De�xte ìti h gwn�a AGD sto sq ma th d' 10 e�nai �sh me to tripl�sio thgwn�a sth koruf  tou trig¸nou. Katìpin de�xte ìti up�rqoun dÔo isoskel tr�gwna me thn idiìthta th d' 10.85. Sto sq ma th d' 10 upojèste ìti oi dÔo kÔkloi tèmnontai xan� sto E.Tìte h DE e�nai �sh me th DG.86. De�xte ìti o mikrìtero apì tou kÔklou tou sq mato th d' 10 e�nai�so me ton kÔklo pou perigr�fetai sto zhtoÔmeno tr�gwno.11�1687. Oi euje�e pou sundèoun ti mh diadoqikè korufè enì kanonikoÔ penta-g¸nou tèmnontai sti korufè enì �llou kanonikoÔ pentag¸nou.88. Kataskeu�ste kanonikì ex�gwno apì isìpleuro tr�gwno eggegrammèno sekÔklo. De�xte ìti h pleur� tou exag¸nou e�nai �sh me thn akt�na tou kÔklou,kai to ex�gwno èqei dipl�sio perieqomèno apì to tr�gwno.89. K�je isìpleuro eggegrammèno polugwnikì sq ma e�nai ep�sh kai isog¸-nio.Bibl�o st'1�290. Apì shme�o D th b�sh BG trig¸nou ABG �gontai euje�e DE, DZpar�llhle me ti AB, AG pou ti tèmnoun sta E, Z ant�stoiqa. De�xte ìtito tr�gwno AEZ e�nai mèso an�logo metaxÔ twn trig¸nwn ZBD, EDG.



15191. Apì shme�o E th koin  b�sh dÔo trig¸nwn AGB, ADB, �gontai euje�epar�llhle me ti AG, AD pou tèmnoun ti BG, BD sta Z, H ant�stoiqa.De�xte ìti h ZH e�nai par�lhlh sth GD.92. Par�llhlh euje�a me thn pleur� BG trig¸nou ABG tèmnei thn AB sto Dkai thn AG sto E. An oi BE kai GD tèmnontai sto Z, de�xte ìti to tr�gwnoADZ e�nai �so me to tr�gwno AEZ.93. E�n dÔo pleurè tetrapleÔrou e�nai par�llhle, opoiad pote euje�a pa-r�llhlh pro autè, tèmnei ti dÔo �lle pleurè   ti proekt�sei tou,an�loga.394. H pleur� BG trig¸nou ABG diqotome�tai sto D kai oi gwn�e ADB, ADGdiqotomoÔntai apì ti DE, DZ pou tèmnoun ti AB, AG sta E, Z ant�stoiqa.de�xte ìti h EZ e�nai par�llhlh me thn BG.4�695. Oi AB kai GD e�nai par�llhle, to E e�nai to mèson th GD, oi AG kaiBE tèmnontai sto Z kai oi AE kai BD tèmnontai sto H. De�xte ìti h ZH e�naipar�llhlh me thn AB.96. Efaptìmenh kÔklou sto shme�o A tèmnei dÔo par�llhle efaptìmene staB, G, ta shme�a epaf  twn opo�wn e�nai ta D, E ant�stoiqa. An oi BE, GDtèmnontai sto Z, de�xte ìti h AZ e�nai par�llhlh me ti efaptìmene BD, GE.97. Sti pleurè AB, AG trig¸nou ABG pa�rnontai shme�a D, E tètoia ¸steh BD e�nai �sh me thn GE. Oi proekt�sei twn DE, BG tèmnontai sto Z; de�xteìti h AB pro thn AG e�nai ìpw h EZ pro th DZ.7�1898. Apode�xte to Pujagìreio Je¸rhma me thn bo jeia th st' 8.99. De�xte ìti oi diag¸nioi k�je ptetrapleÔrou eggegrammènou se kÔklodiairoÔn to tetr�pleuro se tèssera tr�gwna pou e�nai ìmoia an� dÔo. Me thbo jeia autoÔ apode�xte thn g' 35.



152 KEF�ALAIO 13. PAR�ARTHMA: ASK�HSEIS19100. To kanonikì ex�gwno e�nai o mèso an�logo tou eggegrammènou kaitou perigegrammènou kanonikoÔ trig¸nou. Sumper�nete ìti o dipl�sio lìgotwn pleur¸n twn trig¸nwn e�nai to tetr�gwno tou lìgou tou perigegrammènoutrig¸nou pro to kanonikì ex�gwno.


