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             




      
f

1 2 1 2 1 2 1 2
x x f x f x ln g x ln g x g x g x  



g  

   3 4 5 6           g 3 g 4 g 5 g 6  

  
 
 

 
 

  
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

           
                                     

                
                                    

x x x x

x

x

x x x xx x
x

g 4 g 5 g 4 g 5
g 3 1 1

g 3 g 3 g 3 g 3g 3
lim lim

g 4g 6 g 5 g 6 g 5
g 4 1 1

g 4 g 4 g 4 g 4

   

 
 
 

 
   

 

x

x

g 3
lim

g 4
  

 
 

 
 

 
 

 
    

       
                 

       

x x x x

x x x x

g 4 g 5 g 6 g 5
lim lim lim lim 0

g 3 g 3 g 4 g 4
 

  
 
 

 
 

  
 
 

 
 

 
 



    
             


      
                    

x x

x

x x xx
x

g 3 g 4
g 5 1

g 5 g 5

lim 0

g 5 g 5 g 4
g 6 1

g 6 g 6 g 6

 

      h x f x ln2 ,  x 1, .         h 1 f 1 ln2 ln4030 ln2 ln2015 0 . 

 


 
x
lim f x   


 

x
lim h x  1   h 0 , 

    h 1 h 0  h   h x 0  

     1, 1, . h 


   1, , 

0
x   

 

21.        3 5
f x 5f x x 3x 1          2 5

f x f x 5 x 3x 1  
 
 




5

2

x 3x 1
f x

f x 5
. 

x 0   
 

 
2

1
f 0 0

f 0 5
  x 1  

 


  
 2

3
f 1 0

f 1 5
, 

    f 0 f 1 0 f   1,0  Bolzano  

  f x 0   1,0  f 

 

 f  1 1  

   0
f x 0  0

K x ,0  
f

C  0
M 0,x  

1
f . 
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 f     1
f x f x   f x x .  1  

        3 5 5 3
x 5x x 3x 1 x x 2x 1 0 .  

     5 3
h x x x 2x 1,   x 0,1    h 0 1 0 ,     h 1 1 0  h  

  0,1  Bolzano     h x 0     5 3
x x 2x 1 0

 0,1 . 

 

22.             
22 2

f x 1 2xf x f x x x 1 0   1  f x x   

 x 0        2
f 0 1 f 0 1 

   
 

  

  
 

  

4 3 4

3 2 3x x x

f 0 x 5x 2 f 0 x
lim lim lim f 0 x

x 2x x 3 x
 

 
 



  
 

  

4 3

3 2x

f 0 x 5x 2
lim

x 2x x 3
  f 0 0   f 0 1 

    f 0 0 1 0    f x x 0             2 2
1 f x x x 1 f x x 1 x  

    
   

 
     

  
    
 

2 2

2

2x x x x

2

x 1 x 1
lim f x lim x 1 x lim lim 0

1x 1 x
x 1 1

x

 

 

23.  f   f x 0    x 9,12 f  

  9,12   f 9 0    f x 0    x 9,12 . 

         2
g x f x f 9 f 10 ,   x 9,10 .  

                   
2

g 9 f 9 f 9 f 10 f 9 f 9 f 10   

                   
2

g 10 f 10 f 9 f 10 f 10 f 9 f 10 .  

                
2

g 9 g 10 f 9 f 10 f 9 f 10 0  

    g 9 g 10 0    g 9 0    g 10 0  
1

x 9  
1

x 10  

    g 9 g 10 0 g   9,10  olzano 

 
1

x 9,10            
2

1 1
g x 0 f x f 9 f 10  

Bolzano          2
g x f x f 11 f 12    11,12 . 

    2 2

1 2
f x f x    f x 0     

1 2
f x f x  

1 2
x x    1

x 9,10  

  2
x 11,12 f 1 1. 

 

24.  f   1,3 g  

    
 

     

1 x 3 1 x 3

1 x 1 3 0 x 2
  1 x 2     g

A 1,2 . 

       g 1 f 1 f 2        g 2 f 2 f 3 .  

                    f 1 2f 2 f 3 0 f 2 f 3 f 1 f 2          g 2 f 1 f 2  

           
2

g 1 g 2 f 1 f 2 0  



 

 

 

 383 

    g 1 g 2 0 g   1,2 Bolzano, 

  1,2     g 0       f 1 f . 

       g 1 g 2 0 g 1 0    g 2 0  1   2 . 

   1,2     g 0       f 1 f . 

 f   1,3 m,M     m f x M  

  x 1,3    m f 1 M ,   m f 2 M ,   m f 3 M  

        3m f 1 f 2 f 3 3M . 

                    f 1 2f 2 f 3 0 f 1 f 2 f 3 f 2     3m f 2 3M  

 
  

f 2
m M

3
. 

 


f 2

3
 f

  0
x 1,3   

 
 

0

f 2
f x

3
. 

 

25.       f 2 6 f 2 1 f          f 2,2 1,6 . 

 k 1 k 6   k 1,6   f x k  

  k 1,6   f x k   

          




              
f

2 1 0 1 2 6 f 2 f 1 f 0 f 1 f 2 1

              4f 2 4f 1 4f 2 4 4f 1 24 ,             3f 2 3f 0 3f 2 3 3f 0 18  

            2f 2 2f 1 2f 2 2 2f 1 12    : 

     
       

       
4f 1 3f 0 2f 1

9 4f 1 3f 0 2f 1 54 1 6
9

 

       4f 1 3f 0 2f 1

9
 f 

f   2,2   

 
       

  
4f 1 3f 0 2f 1

f
9

           9f 4f 1 3f 0 2f 1  

 

26.   


f  
1 2

x ,x  
1 2

x x     
1 2

f x f x .  

     
1 2

f f x f f x       
1 2

f x f x

                 
1 1 2 2 1 2 1 2

1 1
f f x f x f f x f x 1 x 1 x x x

4 4
  f . 

      h x f x x ,     h 0 f 0 0 ,      h 4 f 4 4  

x 4 :         f f 4 f 4 f 4 4       h 4 4 1 0  Bolzano 

  0,4 . 

     
    

      
:x f f x f x1 1 1

f f x f x x 1
4 x x 4 x

   2   

 
     

 
 

 

 
      
 
 

2

x x

f f x f f x f x
lim lim

x f x x
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     
    

      
x 0 f f x f x1 1 1

f f x f x 1 x
4 x x x 4

  

 
    

 

   
          

   

2

x x

f f x f x 1 1 1 1
lim lim

x x x 4 4 2
 

 

27.       3
f x 3f x 2x 1  1 . 

0
x x        3

0 0 0
f x 3f x 2x 1  2 .  

 1 ,  2  

            3 3

0 0 0
f x f x 3f x 3f x 2x 2x

                    2 2

0 0 0 0
f x f x f x f x f x f x 3 2 x x .  

         2 2

0 0
f x f x f x f x   f x   

    2

0
3f x 0           2 2

0 0
f x f x f x f x 0  x  

           2 2

0 0
f x f x f x f x 3 3 0  x .  

    
 

       


 

  

0

0 2 2

0 0

2 x x
f x f x

f x f x f x f x 3
  

    
       


 

  

0

0 2 2

0 0

2 x x
f x f x

f x f x f x f x 3
  3  

                        2 2 2 2

0 0 0 0
f x f x f x f x 3 3 f x f x f x f x 3 3  

               

 
  

     

0 0

2 2 2 2

0 0 0 0

2 x x 2 x x1 1

3 3f x f x f x f x 3 f x f x f x f x 3
 

 3      
       

 
   

   

0 0

0 2 2

0 0

x x 2 x x
f x f x

3f x f x f x f x 3
 

   
 

   
0 0

0

2 x x 2 x x
f x f x

3 3
. 






0

0

x x

2 x x
lim 0

3
 



 
   
 0

0

x x

2 x x
lim 0

3
 

    


 
0

0
x x
lim f x f x 0 . 

 
1 2

x ,x  
1 2

x x     
1 2

f x f x    3 3

1 2
f x f x , 

           3 3

1 1 2 2
f x 3f x f x 3f x     

1 2 1 2
2x 1 2x 1 x x   

       
 

      


2

2

1
f 0 f 0 3 1 f 0 0

f 0 3
  

      
 

    


2

2

1
f 1 f 1 3 1 f 1 0

f 1 3
olzano f 

  0,1    f 0 . 
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28.  x 1:          f f 1 f 1 2 f 3 5 .  

 
   

 
   

 

5 3 5

4 4x x x

f 1 x 2x 3 3x 3
lim lim lim x

5f 3 x 4x 2 5x
 



 

 

 

 385 
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      
 

3f 2 2f 4 4f 5
m M

9
  0

x 1,6   

 
      


0

3f 2 2f 4 4f 5
f x

9
 

 

29.             
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 27.  

              
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            
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    
 

       
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   
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      
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i.             3 2
f 2 f 2 5 f 2 f 2 1 5 ,   f 2 0   
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ii.   f x y    1
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  


 

3

3y 1 y 1

y 12y y 1
3lim 3lim

y y 2

 
 

  



2
2y 2y 1

y 1  
 

 2

15

4y y 2
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ii.  
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f y y f               1 1 1
1 f k f f k  

 

35.  x 1             f 1 2f 1 2 f 1 2  

            
             3 2 3

f x 2x 2f x 2x 3x 2 f x 2x 2f x 2  

x 1:               
2

f 1 2f 1 2 f 1
3

 

 
 




   

x 1

f x 2 2
f 1 lim

x 1 3
 

 
    


    



f x 2
g x f x g x x 1 2

x 1
,  x 1 
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         
 

    




22

x 1 x 1

x 1 x 1x 1 g x x 1 2 4
lim lim

x 1

 



g x

x 1

    


2 x 1 x 1

x 1

 
  
 
 

 

  
2 16

2 4
3 3
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                
3 3

f 5x 2 f 2x 4 3x 6  

             2 2
15f 5x 2 f 5x 2 6f 2x 4 f 2x 4 3  

 x 2 :               2 2
15f 8 f 8 6f 8 f 8 3        2 2

30f 8 12f 8 3  

   2 1
f 8

6
  

 

36.  f    f x 0      x , f  

   ,    
  

    
 

3

f f f 0
2 8

   
 

   
 

f ,f ,f
2

 

  f x 0      x , . 

    


  
       

 

f

f f f
2 2

        
 

       
 

3 3
f f f f f

2
  

 
 

     
 

        

3

3 3
f f f f

8 2
 

   
0

x ,   



0

f x
2

. 

i. 
 
 

 

 

 
 

 
 


     

     
      

3
3 33

3

3 2x x

3

x
x x xlim lim f f

5 7 8f 28f x 5x 7
8f

x x

 

 
    

3 33 3 3

x 1 1 x 1

x xx x x
, 

 

 
   
 
 

3 3x x

1 1
lim lim 0

x x
,  






3x

x
lim 0

x
 

ii. 

   

         

          
        

     
   

    

4 3 4

3 2 3x x x

2 2 2
f x f x 2f f x f x

3 3 3
lim lim lim

ff x f x f x
 

 

37.  
 

    
 

1 2 f

z
x ,x D ,

4


1 2
x x    

1 2
f x f x . 

      


           

f

1
f x f x f x x 4x z z x 4x z x z  

     
22

x 2 z 2 x z z 0   1 .  

1f f
C ,C   1   

            
2 2 4

0 4 z 2 4 z z 0 ... z
5

. 

 
4

z
5

 z 
4

5
A,B 

1 2
z ,z , 

   
1 2 max

4 8
z z 2

5 5
     

1 2 1 2

8
z z 5 z z 8 0

5
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38.  
1 2

x ,x     
1 2

f x f x    3 3

1 2
f x f x     

1 2
3f x 3f x ,  

               3 3

1 1 2 2 1 2 1 2
f x f x f x f x x 3 x 3 x x  f -1, 

  

  f x y  1        3 3
y 3y x 3 x y 3y 3 .  

  1
x f y     1 3

f y y 3y 3 , y     1 3
f x x 3x 3 , x . 

 
1 2

x ,x  
1 2

x x     
1 2

f x f x .    3 3

1 2
f x f x , 

   
1 2

3f x 3f x                 3 3

1 1 2 2 1 2 1 2
f x 3f x f x 3f x x 3 x 3 x x  

   
1 2

f x f x  
f . 

 f       1
f x f x  

           1 3 3
f x x x 3x 3 x x 2x 3 0       2

x 1 x x 3 0  x 1 

  2
x x 3 0     0 . 

                  1
f f f z 6 8i 1 f 3 f z 6 8i 1 0  

                        1 1
f z 6 8i 1 f f z 6 8i f 1 z 6 8i 7 z 6 8i 7  

z  

 K 6,8    7 . 

                  z 6 8i z 6 8i z 10 z 6 8i 7 z 10 7  

           7 z 10 7 10 7 z 7 10 3 z 17 . 

                
2 2

z 6 8i 7 i 6 8i 7 6 8 49   1 . 

         
2 24

g x 6 x 8 x 5 ,   x 0,1 .  

g   0,1    

    g 0 5 0 ,              
2 2

g 1 6 8 5 49 5 44 0     g 0 g 1 0  

Bolzano            
2 24

g x 0 6 x 8 x 5 0  

 0,1 . 

 

39.  
1 2

x ,x     
1 2

f x f x
   

1 2f x f x
e e   

           1 2f x f x

1 2 1 2
e f x e f x x x , f -  

  f x y  y
e y x   1

x f y      1 y
f y e y, y  

   1 x
f x e x , x . 

 
1 2

x ,x  
1 2

x x 1 2x x
e e          1 2x x 1 1

1 2 1 2
e x e x f x f x ,  

1
f  .  

1f f
C ,C  

1
f  

y x      1
f x f x        1 x x

f x x e x x e 0  

1
f,f   

  A e 1, z  f   A z ,e 1  

1
f    1

f z e 1     1
f 1 e 1
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    1 1
f z f 1  1

f  1 1 z 1

z  

    1
f 1 e 1            1

f f 1 f e 1 1 f e 1 .   1
f 0 1

  f 1 0           z 2f e 1 i z f 1 i z 2i z . 

 z x yi , x,y           
22 2 2

x yi 2i x yi x y 2 x y  

2
x  2

y    2
4y 4 x  2

y  y 1.  

        2 2 2
z 1 x y 1 x 1 1 x 0 z i . 

       
2 1

z 1 z 1 zz 1 z
z

.         
1 1 1 1

w z z w w
1z z z

z

. 

 

40.   z   K 3, 4   

    z 3 4i 5 . 

         2 2
f x z x 4x x 4x 1 i 2x ,   x 1,3 . f   1,3 , 

  

                 f 1 z 1 4 1 4 1 i 2 z 3 4i 2 5 2 3 0 , 

                  f 3 z 9 12 9 12 1 i 6 z 3 4i 6 5 6 1 0 ,  

    f 1 f 3 0 Bolzano    f x 0  

      2 2
z x 4x x 4x 1 i 2x   1,3 . 

  z i ,  ,  

 
 



   
  



2

x 3

z x x 1 i 25
lim 12 2Re z

x 3
 

 
 



    
  



2

x 3

i x x 1 i 25
lim 12 2Re z

x 3
 

   
 



    
  



2

x 3

x x 1 i 25
lim 12 2Re z

x 3
 

   
 



    
  



2 2

x 3

x x 1 25
lim 12 2Re z

x 3
 

 


           
  



2 2 2 2

x 3

2 x x x 1 2 x 2 2x 25
lim 12 2Re z

x 3
 

 
 



      
 



2 2 2

x 3

2x 2 1 x 2 24
lim 12 2Re z

x 3
  1  

           
2 2

z 3 4i 5 3 4 25  

       2 2
6 9 8 16 25     2 2

6 8   2 . 
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 1   

 
 



      
  



2

x 3

2x 2 1 x 6 8 2 24
lim 12 2Re z

x 3
 

 
 



     
 



2

x 3

2x 2 1 x 6 6 24
lim 12 2Re z

x 3
 

 




x 3

x 3
lim

    



2x 2 8 2

x 3
   12 2Re z  

   


      
x 3
lim 2x 2 8 2 12 2Re z  

   6 2 8 2   12 2     2 2 1. 

 2              2 2
1 6 8 6 7 0 1 . 

  1   1   z 1 i     7    1  z 7 i . 

                    
22

z 3 4i z 3 4i z 3 4i 5 z 3 4 z 5 5  

      5 z 5 5 0 z 10 . 

 

41.  K 3, 4    2 , 

      
2 2

3 4 2 . 

           
2 22

f x 3 x 4 x 1,   x 0,1 .  

  f 0 1             
2 2

f 1 3 4 1 2 1 1.  

f   0,1      f 0 f 1 0 ,   f x 0  

  0,1 . 

  K 3, 4     2 , 

          z 3 4i 2 z 1 2i 2 2i 2 .  

           z 1 2i 2 2i z 1 2i 2 2i     z 1 2i 2 2 2

      2 z 1 2i 2 2 2    2 z 1 2i 3 2   

  z 4 5i                  
2 22 2

f x 4 3 x 5 4 x 1 x x 1  

 
    

  

 
 

   

2 2

2 2 2x x x

f x x x 1 x
lim lim lim

x 2x 4 x 2x 4 x
 

  1


 


2 2

2 2x x

x x
lim lim 1

x x
 

  1




 
 

2

2 2

2x x

x
lim lim x

x
 

 

42.  
1 2

x ,x  
1 2

x x    
1 2

f x f x  f . 

 


 
x
lim f x   


 

x
lim f x   f A . 

     
3

f 0 z 0 ,    
3

f z z 0 Bolzano f , 

  f x 0    0, z . 

2   2 1   6 6 24  3 

  6  6 6 24   

2  2 2 8  0  
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 
  

  
   

 

3 2 23 2
2

x 0 x 0 x 0

f x z x z x x z
lim lim lim z 1

xx x

x

 M z  

 

 

43.                z z 1 z z  

           
2 2

... z 1 z 1 0            2 2 2 2
f 1 f 1 0  

     2 2
g x f x x 1      g g 0  g  Bolzano 

    , :  g( ) 0 . 

i.    
 

        
f x 0

2 2 2
z x 2 f x x 4 x 4 x 2 . 

ii. f 2    f x 0    x 2,2  

f  

iii.    f 0 2 0   f x 0    x 2,2 ,  

       2 2 2
f x x 4 f x 4 x ,    x 2,2 . 

iv. 
   

  

        
  

2 2 2 2 2

x 0 x 0 x 0

f x f x 6 4 x 4 x 6 4 x 2 x
lim lim lim

x x x
 

 

  
   
 
 

2

x 0 x 0

4 x 2 4
lim x lim

x

 2
x  4

x  

 
 

  
  

 

2

x 0
4 x 2

 

 

44.  x 0         z 1f 0 z i f 2 z 1   1   

 x 2         z 1f 2 z i f 0 z 1   2 .  

 1 ,  2    

               z 1f 0 z i f 2 z 1f 2 z i f 0 0  

             f 0 z 1 z i f 2 z 1 z i 0  

           z 1 z i f 0 f 2 0   z 1 z i      f 0 f 2 . 

f  0 2     f 0 f 2    z 1 z i . 

                   
2 2

z 1 z i z 1 z i z 1 z 1 z i z i  

            zz z z 1 zz iz iz 1 z z i z z  

           2Re z i 2Im z i Re z Im z  

   z 1 z i          z 1f x z i f 2 x z 1   

                z 1f x z 1f 2 x z 1 f x f 2 x 1  1 . 

x 1             
1

f 1 f 1 1 2f 1 1 f 1
2

. 

       
1

f x f x f 1
2

 f  x 1. 
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     Re z Im z  z x yi  y x  

z  y x . 

 A 0,4  i,  

  


    


min 2 2

0 4
z 4i d A, 2 2

1 1
  

 
 

   
 

  
            

1 2 x u

x 2 x 2 u 0
lim f x lim 1 f 2 x lim 1 f u 1 

 

 

45.    

      
2 2 2 2 2 2

OA OB AB z w z w  

                     
22 22 2

x x 1 f x 1 f x x 2 x xf x x 1 0 .  

     g x xf x x 1     g 0 g 1 0  Bolzano  

              
22 2 2 2

z w x x 1 f x 1 f x 2x 2x   1  

  x 0,1   2
2x 2x 0   2

f x 0  1   

 
 
   

          
   

  

2

2

x 02x x 1 02x 2x 0

f x 0f x 0f x 0
  f 0 0    f 1 0  

  f 0 0  z i , w i    z w 2 2 . 

  f 1 0 z 1, w i   z w 2 . 

z 1 w i  

i.     
25

100 100 4
w i i 1 z  

ii.                          
   

50 50
100 100 100 100 2 2

z w z w 1 i 1 i 1 i 1 i  

      
50 50 50 50 50 50

2i 2i 2 i 2 i   

iii.                          
100 100100 100 100 1002 100

z kw 1 ki i ki i k i i kz w kz w  

 z w   z w 2  z i , w i   

i.      
              

 

4 44 4 4 4
z w i i i i 1 1   

ii. u,wu, zu   

      AB u wu u 1 i u 2 ,       A u wu u 1 i u 2   

      B zu wu 2iu 2 u .  

 AB A   

   
2 2 2

AB A B   
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46.  1 i   P z   

                      
3 2

P 1 i 0 1 i f 1 i 1 i f 0  

             2 3
1 3i 3i i 2if 1 i f 0              3 f i 2f 1 0

 

 


  


  

1
f

2

f 3

 

     f f 0  f    ,   

Bolzano    ,     f 0 . 

               g x x f 2x x f 2x ,     x ,  

               g f 3 0                
1

g f 0
2

  

g Bolzano     
1

,    
1

g 0 . 

 

47.   
  

   
x 1 x 1

lim f x lim xz w z w ,    
  

   2

x 1 x 1

lim f x lim z x x w z w   

   f 1 z w f 
0

x 1  

     
  

  
x 1 x 1

lim f x lim f x f 1         
22

z w z w z w z w   

       
2 2

z w z w z 2 z w w zz   zw zw ww  zz  2 z w ww   

                 
2 22 2 2

zw zw 2 z w 1 zw zw 4 z w zw 2zwzw zw 4zzww

                
2 2 2

zw 2zwzw zw 0 zw zw 0 zw zw 0 zw zw  

    
z z

u u u
w w

. 

 
 

 

     
     

       
 

            
    

      
2 2

f i f if i f i f f i fz
u

w f i ff i f i
 

   
 

   
 

      
 

   2 2 2 2

f f f f
u i

f f
 

   
 

       
  

              
 2 2

f f
u Imu 0 0 f f 0 f f

f
. 

  0  0       f f 0 .  

f    , , Bolzano   f x 0  

  , . 

                
22

f 2 2f 1 2z w 2 z 2 w 2z w 2 z 2 w  

       
2 2

2z w 2z w 4 z 8 z w 4 w  

       
2 2

4zz 2zw 2zw ww 4 z 8 z w 4 w 0  

2

4 z     
2 2

2 zw zw w 4 z   
2

8 z w 4 w 0  
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 1   zw zw 2 z w      
2

2 2 z w 8 z w 3 w 0  



        
w 4

2

12 z w 3 w 0 48 z 48 0 z 1. 

z  

 

48.        z x x x x i   
2 2 2

z 2x 2 x .   2 2

1 2
z ,z 1 1 2 . 

 


  

2
2

2 2

1 2

z x
f x 1

z z x x
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  
 

  
      

   

2

x x

x
lim f x lim 1 1 0 1

x
 

  
 

  
      

   

2

2

x 0 x 0

x
lim f x lim 1 1 1 2

x
  

 
 

 

  
       

          
            

2

2

1x x
y 0

x

1

1 yxlim f lim 1 lim 1 2
1x y

x

. 

 

49.  
 

              z 4 2z 5 z 4 2z 5 ... zz 2z 2z 3 0 ...  

   
2 2

x 2 y 1 

   
1 2

x ,x 0,2      
1 2 1 2

x x : f x f x 0 .  

Bolzano       
1 2

x ,x 0,2 : f( ) 0 .  

     z f x x 1 i   x    z 0 1 i  

   
2 2

C: x 2 y 1             
2 2 2

0 2 1 1 1 3  

      z f x x 1 i     
2 2

x 2 y 1,  

                          
2 2 22 2 2

f x 2 x 1 1 f x 2 1 x 1 f x 2 2x x 0 , 

 f x 2   0,2     f 1 2 1 0    f x 2 0    x 0,2 , 

          2 2
f x 2 2x x f x 2 2x x ,  x 0,2  

 

50.   z 4 2   K 4,0   
1

2 . 

 w 3i 1   0,3   
2

1. 

          
1 2min

z w K 5 2 1 2   

          
1 2max

z w K 5 2 1 8   2 z w 8 . 

       ) i.                
2 22 2

z 4 2 f x 4 x 4 f x 4 4 x 0     x 1,1 ,  

              f x 4 0   

                  f 0 4 6 4 2 0   f x 4 0 . 

         ii.           2 2
f x 4 4 x f x 4 x 4  
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iii.                 2 2 2 2
1 x 1 x 1 x 1 x 1 4 x 3 4 x 3  

                  2
4 x 4 3 4 f x 3 4 f 1 f  

 

51.     P 1 i 0 ...    
1

f
2

,   f 1. 

      f f 0....  . 

i. 
  

   
 

f 0 x
2 2

 

 
  
 
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   f x 0      
1
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2
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  f x 0  
 

  
 
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2

.   f x 0  
 
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 
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2
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  
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3 2
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 
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    
    

    
    

   

5 5

4 3 4x x x
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lim lim lim f x

3x 5x 2 x
 

 

52.   
    




3
z i x z 1x 5x 5

f x
x 1

,           3
x 1 f x x 1 z i x z 1x 5x 5  

     
 
                 

3

x 1 x 1
lim f x x 1 lim z i x z 1x 5x 5 0 z i z 1 z 1 z i .  

 

         
 

 

3 3

x 1 x 1

z i x z 1x 5x 5 z 1x z 1x 5x 5
lim lim

x 1 x 1
 

 


 


x 1

z 1x x 1
lim

     x 1 5 x 1

x 1
  2 z 1 5  

         
2 2

z 1 z i z 1 z i ... y x  

  
   




3 2
z 1 i x 2x 8

g x
x 2

,          3 2
x 2 g x x 2 z 1 i x 2x 8   

     
 
                

3 2

x 2 x 2
lim g x x 2 lim z 1 i x 2x 8 0 8 z 1 i 16 z 1 i 2 . 

 
  

     
 

 

3 2 3 2

x 2 x 2 x 2

2 x 2z 1 i x 2x 8 2x 2x 8
lim lim lim

x 2 x 2

  



2
x x 2

x 2
16  

  z 1 i 2  z  K 1, 1   

 

53.   x 2      2 2
f(x) x 4 z x z 2 x   

     
 

          2 2

x 2 x 2
lim f x x 4 lim z x z 2 x 0 4 z 2 z 2 z 2 2 z .  

 
 

  


 



2

2x 2 x 2 x 2

z x x 2z x 2 z x
lim f x lim lim

x 4  x 2  
 



2 z z

4 2x 2
  

 


 
x 2
limf x 1   

z
1 z 2

2
.  
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  
 

              
z x yi

2 2 2 2 2 2
z 2 4 x 2 y 16 x 4x 4 y 16 x y 4x 12   1 . 

   2 2
z 2 x y 4  1       4 4x 12 4x 8 x 2  

          
2 2 2 2

2 y 4 4 y 4 y 0 y 0 . 

 z 2 . 

  
 

          


z z z 2 z
f 1 z z 2 z 2 z z 2

3 3 3
 

 z x yi , x,y

                   
2 22 2 2 2 2 2

2 x yi x yi 2 2 x y x 2 y 4 x y x 2 y  

             2 2 2 2 2 2 2 2 4 4
4x 4y x 4x 4 y 3x 3y 4x 4 x y x

3 3
 

 
         

 

2

2 2 22 4 4 4 2 16
x 2 x y x y

3 9 3 9 3 9
. 

z  
 
 
 

2
K ,0

3
 

 
4

3
. 

           2 3
g x f x z 2 z x x 1,   x 0,1 .  

g   0,1   

   
   

     
2

z 0 z 2 0
g 0 f 0 1 1 1 0

0 4
,  

     
       

           


z z 2 z z 2 3 z 2 3 z
g 1 f 1 z 2 z 1 1 z 2 z

3 3
 

 
  

 
2 z 2 4 z

g 1 0
3

    g 0 g 1 0 Bolzano 

           2 3
g x 0 f x z 2 z x x 1  0,1 . 

 

54. 
  

  
   

x 0 x 0 u 0

x x u
lim lim lim

x x u
  u x , x 0 . 

A  x 0
   

 
z x 5x x

x x x
:  

 
  

   
    

 x 0 x 0

z x 5x x
lim lim z 6

x x x
  1 . 

A x 0  
   

 
z x 5x x

x x x
, :  

 
  

   
    

 x 0 x 0

z x 5x x
lim lim z 6

x x x
  2 .  

 1 ,  2  z 6   

z  O 0,0   

 

55.        f 1 z w z w       f 1 z w z w .  
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z,w 

     z w z w z w
          

  
       

z w z w z w z w z w

0 z w z wz w z w
 

 

      
 



z w z w

f 1 0
  

 
 

 
 

        
 

  

z w z w 0 f 1 0

f 1 0f 1 0
    f 1 f 1 0 .  

    f 1 f 1 0 f  

Bolzano   f x 0  1,1 .  

         f 1 f 1 0 f 1 0    f 1 0   f x 0   1 . 

  f x 0   1,1 . 

        2 1 2
f x x w x z w  

i. 
    



   

   
  

2 1 2 2 1

2 2

3 3 3x x x x

x w x z wf x x
lim lim lim lim x

x x x
 

   2 2 0 1
 


 

3x

f x
lim

x

 



3x

f x
lim 1

x
  

 1. 

ii.  z w 3i   w 3i z 1   0, 3   
2

1. 

    z w z z 3i 3 . 

z  

       z w w z w z 3  

 

56.  
 

 
 

1 2
x ,x 0,

2
  

1 2
x x  : 

   
 

       

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x

x x x x
 

             2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2
x x x x x x z x x z f x f x  

f  
 

 
 
0,

2
. 

     f 0 z 1 
 

   
 

2
f z

2
,  

 
       

             
      

2
f 0, f 0 ,f z 1, z

2 2
 

 f 
 

 
 
0,

2
 

  f 0 0 : 
 

        
 

2 2
f 0 z 0 z

2
. 

 z 

 O 0,0   2
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57.   
  




2

2

x x 2
f x

x 1
,  x 1  




x 1

1
limf x

2
    z 3 4i ,    w 3 6i . 

      2 2
f x x 1 x x 2   

    
 

        
 

2 2

x 1 x 1
lim f x x 1 lim x x 2 2 0 2 . 

:  
   
  

       
  

 

2

2

x 1x x 1 2 x 1x x 2x 2
f x

x 1 x 1x 1

 

 

 



x 2

x 1  

 




x 2

x 1x 1
 

  
 

  
 

x 1 x 1

x 2 2
limf x lim

x 1 2
 . 

  



    

x 1

1 2 1
limf x 3

2 2 2
 

  z 3 4i 3  

z  

 K 3,4   
1

3 .  

    3     3 2 5  

  w 3 6i 5   

w 

  3, 6    
2

5 . 

)      6 4 10  

            
1 2min

z w AB K 10 3 5 2 . 

 

58.             
2 2 2

iz w z w iz w iz w zz ww  

      2
i zz izw izw ww zz ww      zz izw izw ww zz ww  

        
z z z

izw izw 0 zw zw
w w w

.  

         zw zw 0 2Im zw i 0 Im zw 0 ,  

               zw f f f f i   

               f f 0 f f 0 . 

f    , Bolzano    f x 0  

  , . 

          
22 2 2 2 2 2 2

z iw z iw z i w i z iw  

     
22 2

z w i iz w        
2 2 2 2 2 2 2

z w i iz w z w iz w   

 

59.                    
2 2

z w z w z w z w z w z w z w z w  

             zz zw wz ww zz zw wzz ww 2zw 2wz 0 zw wz 0  

        zw zw 0 2Re zw 0 Re zw 0  

                                 zw f 1 i 1 f 2 i f 1 f 1 f 2 i i f 2 f 1 f 2 1 f 1 f 2 i  

               Re zw 0 f 1 f 2 0 f 1 f 2 . 
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       2
f 1 f 2 f 2 0 . 

    f 1 f 2 0 f   1,2 Bolzano

  f x 0   1,2 . 

       f 1 f 2 0 f 1 0    f 2 0   

  f x 0    

  f x 0   

  1,2 . 

       f 1 f 2 1    z 1 i . 

 u  K 0, 4   

  2 .  

          
2 2

MK 1 0 1 4 26 . 

          
min

z u MA MK KA 26 2  

 

60.           
2 2

z 9i 3 z i z 9i 9 z i ... z 3  

         2 2
z 3 1 f 1 9 f 1 8  

      2
g x 2xf x 5 4x ,   x 0,1 . 

    g 0 5 0 ,        2
g 1 2f 1 5 4 7 0 ...  

g Bolzano     
0 0

x 0,1 : g x 0  

 


   
3w 2

3w iz 2 z
i

 


         

3w 23w 2 2 2
z 3 3 3 w 3 w 1

i 1 3 3
  

 
 
 
 

2
K ,0

3
  

 

61.  
 
 

     
     

       
 

             
   
       

2 2

if ifif i f i f f f
z

if fif if
  

   
 

   
 

      
 

     2 2 2 2

f f f f
z i

f f
 

 z y y ,  

  
   
 

   
  

     
  2 2

f f
Re z 0 f f 0

f
  1  

    g x f x x ,     x , .        g f 0   1   

 
 

     
 

          
 

f
1 f f 0 g 0

f
,      g g 0 . 

g     , Bolzano 

     g x 0 f x x    , . 
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62.     
 

  
x x
lim f x lim f x     f 0 2 Bolzano f  1

x ,0   2
0,x ,  


1

x 0    1
f x 0  

2
x 0    2
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