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ΑΛΓΕΒΡΑ  ΤΗΣ  Β΄ ΤΑΞΗΣ 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ    (κεφ. 2 ) 

ορισµοί 

Γνησίως αύξουσα:  σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της λέγεται µια συνάρτηση f όταν για κάθε  

 χ1
 ,χ2 ∈∆ µε χ1

 <χ2  ισχύει  f(χ1)<f(χ2). 

Γνησίως φθίνουσα:  σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της λέγεται µια συνάρτηση f όταν για κάθε  

 χ1
 ,χ2 ∈∆ µε χ1

 <χ2  ισχύει  f(χ1)>f(χ2). 

Γνησίως µονότονη:  λέγεται µια συνάρτηση f όταν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα. 

Ολικό  µέγιστο : παρουσιάζει  µια συνάρτηση f  σε  ένα σηµείο χο
 
του πεδίου ορισµού της Α, όταν 

( ) ( )of x f x≤  για κάθε χ∈Α. 

Ολικό  ελάχιστο : παρουσιάζει  µια συνάρτηση f  σε  ένα σηµείο χο
 
του πεδίου ορισµού της Α ,όταν 

( ) ( )of x f x≥  για κάθε χ∈Α. 

Άρτια  λέγεται µία συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού το Α, όταν για κάθε  χ∈Α ισχύει:  

-χ∈Α  και f(-χ) = f(χ). 

Η γραφική της παράσταση είναι συµµετρική ως προς τον άξονα ψ΄ψ. 

Περιττή   λέγεται µία συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού το Α, όταν για κάθε  χ∈Α ισχύει:  

-χ∈Α  και f(-χ) = -f(χ). 

Η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων.. 

Η  f(x)=g(x)+c, c>0   προκύπτει από  κατακόρυφη  µετατόπιση  της g(x) κατά c µονάδες προς τα πάνω, 

και η  f(x)=g(x)-c, c>0 κατά c µονάδες προς τα κάτω. 

Η  f(x)=g(x-c) ,c>0  προκύπτει από  οριζόντια  µετατόπιση  της g(x), κατά c µονάδες προς τα δεξιά  

και η f(x)=g(x-c) ,c>0  κατά c µονάδες προς τα αριστερά. 
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ   ( κεφ. 3 ) 

 

Τριγωνοµετρικός κύκλος είναι ο κύκλος που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων, ακτίνα ρ=1 και έχει 

οριστεί θετική και αρνητική φορά των τόξων ( προσανατολισµένος κύκλος ). 

Αντίθετες γωνίες 

 ηµ(-θ) = -ηµθ,           συν(-θ) = συνθ,            εφ(-θ) = -εφθ,             σφ(-θ) = -σφθ 

 

Γωνίες µε άθροισµα 180ο  (παραπληρωµατικές) 

ηµ(180ο-θ)=ηµθ,     συν(180ο-θ)= -συνθ,     εφ(180ο-θ)= -εφθ,      σφ(180ο-θ)= -σφθ 

 

Γωνίες που διαφέρουν κατά 180ο  

ηµ(180ο+θ)=-ηµθ,     συν(180ο+θ)= -συνθ,    εφ(180ο+θ)= εφθ,      σφ(180ο-θ)= σφθ 

 

Γωνίες µε άθροισµα 90ο  (συµπληρωµατικές) 

ηµ(90ο-θ)=συνθ,       συν(90ο-θ)=ηµθ,         εφ(90ο-θ)=σφθ,             σφ(90ο-θ)=εφθ 

 

 

Περιοδική συνάρτηση  λέγεται µία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α όταν υπάρχει θετικός 

πραγµατικός αριθµός  Τ ο οποίος και λέγεται περίοδος της συνάρτησης,  τέτοιος ώστε για κάθε x∈Α να 

ισχύει:   x + Τ∈Α,   x -Τ∈Α  και   f(x+T) = f(x-T) = f(x)   

 

 

Η συνάρτηση   f(x)=ηµχ                                        

 Πεδίο ορισµού:  R   

 Σύνολο τιµών:  [-1, 1] 

 Περίοδος:  Τ=2π 

( µελέτη στο διάστηµα [0, 2π] ):  

 Μονοτονία:  γν. αύξουσα στα  [0, π/2] και [3π/2, 2π] 

                      γν. φθίνουσα στο  [π/2, 3π/2] 

 Ακρότατα: µέγιστο για χ=π/2, το ηµ(π/2)=1 

                   ελάχιστο για χ=3π/2, το ηµ(3π/2)= -1 
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Η συνάρτηση  f(x)=συνx 

     Πεδίο ορισµού:  R 

     Σύνολο τιµών:  [-1, 1] 

     Περίοδος:   Τ=2π 

     ( µελέτη στο διάστηµα [0, 2π] ): 

     Μονοτονία: γν. φθίνουσα στο [0, π]  και  

                          γν. αύξουσα στο [π, 2π]. 

    Ακρότατα: µέγιστο για χ=0 και χ=2π το συν0=συν2π=1 

                      ελάχιστο για χ=π, το  συνπ= -1 

 

Τριγωνοµετρικές εξισώσεις 

ηµχ = ηµθ     �    χ=2κπ+θ   ή    χ=2κπ+π-θ ,  κ∈ℤ  

συνχ = συνθ  �   χ=2κπ+θ    ή    χ=2κπ-θ   ,    κ∈ℤ  

εφχ = εφθ      �   χ=κπ+θ  ,   κ∈ℤ  

σφχ = σφθ     �   χ=κπ+θ  ,   κ∈ℤ  

Βασικές τριγ. εξισώσεις 

ηµx = 0  � x = κπ            ηµx = 1 � x = 2κπ+π/2        ηµx = -1 � x = 2κπ+3π/2 

συνx = 0 � x = κπ+π/2    συνx = 1 � x = 2κπ                συνx = -1 � x = 2κπ+π 

εφx = 0 � x = κπ             σφx = 0 � x = κπ+π/2         (κ∈Ζ) 

επίσης ισχύουν :  ,
x x

x x
x x

ηµ συν
εφ σφ

συν ηµ
= =    ,   εφx ⋅σφx =1   ,    ηµ2x + συν2x = 1   
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ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  (κεφ.4) 

ορισµοί 

Γενική µορφή πολυωνύµου:    ανχ
ν + αν-1χ

ν-1 + αν-2χ
ν-2 +…+α1χ + α0  ,     ν θετικός ακέραιος. 

Συντελεστές  πολυωνύµου :    αν ,αν-1
 ,…α1 , αο       (µπορεί να είναι και παραµετρικοί ) 

Όροι πολυωνύµου :                  ανχ
ν  ,   αν-1χ

ν-1 , …,  α1χ  ,  α0 

Σταθερός όρος :                       α0     (ό,τι δεν πολλαπλασιάζεται µε το χ ) 

Βαθµός πολυωνύµου :              ν        ( ο µεγαλύτερος εκθέτης του χ ) 

Σταθερό πολυώνυµο:               P(χ) = c , ( c σταθερός αριθµός) είναι  µηδενικού βαθµού αν c≠ 0. 

Μηδενικό πολυώνυµο:            Ρ(χ) = 0  ,  για κάθε χ∈R .   ∆εν ορίζεται ο βαθµός του. 

(το µηδενικό είναι και σταθερό ) 

Ανηγµένη µορφή :    η τελική µορφή που παίρνει το πολυώνυµο όταν γίνουν όλες οι δυνατές πράξεις. 

Αριθµητική τιµή :    η τιµή που παίρνει το πολυώνυµο όταν αντικατασταθεί το χ µε έναν αριθµό 

Ρίζα πολυωνύµου :    ο αριθµός που το µηδενίζει 

Ίσα πολυώνυµα :       όταν οι συντελεστές των οµοιόβαθµων όρων τους είναι ίσοι. 

Πολυώνυµα σε γενική µορφή:    

 1ου βαθµού :  αχ+β  , α≠0.   2ου βαθµού :  αχ2+βχ+γ  , α≠0.   3ου βαθµού :  αχ3+βχ2+γχ+δ  , α≠0   κ.ο.κ.  

Ταυτότητα  διαίρεσης (Τ. ∆.) :   ∆(χ) = δ(χ)⋅π(χ) + υ(χ) 

Όπου ∆(χ) ο διαιρετέος , δ(χ) ο διαιρέτης , π(χ) το πηλίκο και υ(χ) το υπόλοιπο.  

Ο βαθµός του υ(χ) , αν δεν είναι το µηδενικό πολυώνυµο, είναι µικρότερος από το βαθµό του δ(χ)  

και όχι απαραίτητα από το βαθµό του π(χ) . 

Το υπόλοιπο της διαίρεσης  Ρ(χ):(χ-ρ)  είναι το   υ=Ρ(ρ) 

 

 ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

1. Ρ(ρ)=0 

2. το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ) 

3. το χ-ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ) 

4. το χ-ρ διαιρεί το Ρ(χ) 

5. το Ρ(χ) διαιρείται µε το χ-ρ 

6. η διαίρεση  Ρ(χ):(χ-ρ) είναι τέλεια 

7. το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(χ):(χ-ρ) είναι 0 

Οι παραπάνω προτάσεις θα αντικαθιστούνται µε την 1η:  Ρ(ρ)=0 η οποία είναι αλγεβρική έκφραση και 

µπορεί να δουλευτεί. 
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αποδείξεις 

1. Το υπόλοιπο της διαίρεσης  Ρ(χ):(χ-ρ)  είναι το   υ=Ρ(ρ) 

  Από την Τ.∆. έχω :  Ρ(χ)=(χ-ρ) ⋅ π(χ)+υ   για χ =ρ  θα έχω:   Ρ(ρ) = 0⋅ π(ρ) + υ = υ 

 

2. Το χ-ρ  είναι παράγοντας του Ρ(χ) αν και µόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ) 

Ευθύ:  Έστω ότι το χ-ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ) ,τότε θα ισχύει: Ρ(χ) = (χ-ρ) ⋅ π(χ)  

άρα Ρ(ρ)=0⋅ π(ρ) = 0 δηλ. το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ). 

Αντίστροφα: Έστω ότι το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ)  τότε:  Ρ(ρ) = 0 δηλ. υ=0 όπου υ το υπόλοιπο της 

διαίρεσης  Ρ(χ):(χ-ρ). Από την Τ.∆. έχω :  Ρ(χ)=(χ-ρ) ⋅ π(χ)+υ  δηλ.  Ρ(χ)=(χ-ρ) ⋅ π(χ) από την  οποία 

φαίνεται ότι το χ-ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ). 

 

3. Αν µία πολυωνυµική εξίσωση µε ακέραιους συντελεστές , έχει ρίζα έναν ακέραιο αριθµό ρ≠ 0, 

τότε ο αριθµός αυτός είναι διαιρέτης του σταθερού  όρου. 

Έστω η πολυωνυµική εξίσωση ανχ
ν + αν-1χ

ν-1 + αν-2χ
ν-2 +…+α1χ + α0 = 0 και ρ≠ 0 η ακέραιη ρίζα της. 

Τότε    ανρ
ν + αν-1ρ

ν-1 + αν-2ρ
ν-2 +…+α1ρ + α0 = 0 � ( ανρ

ν-1 + αν-1ρ
ν-2 + αν-2ρ

ν-3 +…+α1 )ρ + α0 =0 � 

κ ⋅ρ + α0 = 0  ( όπου κ= ανρ
ν-1 + αν-1ρ

ν-2 + αν-2ρ
ν-3 +…+α1 ακέραιος , σαν άθροισµα ακεραίων)   

άρα   α0 = -κρ .  Η τελευταία ισότητα ακεραίων σηµαίνει ότι το ρ διαιρεί τον α0 
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ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ    -    ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ   (κεφ. 5) 

Ορισµοί 

• a a
µ

µνν =     όπου:  α>0 ,  µ ακέραιος  και  ν θετικός ακέραιος. 

• H  f(x) = αx    ορίζεται στο R ( δηλ. έχει πεδίο ορισµού το R), όταν α>0. 

      Αν α>1 είναι γν. αύξουσα , αν α<1 είναι γν. φθίνουσα και αν α=1 είναι σταθερή στο R,  f(x)=1 . 

• Εκθετική συνάρτηση µε βάση το α   είναι η  f(x) = αx   µε α>0  και  α≠ 1   

       πεδίο ορισµού :  R                                σύνολο τιµών :    (0 ,+∞ ). 

Σηµεία τοµής µε τους άξονες:  τέµνει µόνο τον ψ΄ψ  στο ( 0 , 1) 

Μονοτονία:        αν α>1 είναι γν. αύξουσα             ,              αν α<1 είναι γν. φθίνουσα 

Ασύµπτωτες:     αν  α>1 είναι ο ηµιάξονας  Οχ΄    ,              αν  α<1 είναι ο ηµιάξονας  Οχ 

       Γραφική παράσταση :  

                                ψ                                                                              ψ 

                      α>1                                                                                       α<1          

                                 1                                                                              1                                                                                                                

                                 0                x                                                       0                             x 

• Ο αριθµός e :       
1

lim (1 ) 2,718e ν

ν ν→+∞
= + ≃  

� Εκθετική συνάρτηση    λέγεται η  f(x) = ex          ( όµοια µε την f(x) = αx   µε α>1 ) 

 

• Λογάριθµος του θ µε βάση το α   όπου θ>0  και  α>0  µε 1α ≠ ,  ονοµάζεται η µοναδική λύση της 

εξίσωσης  αx=θ και συµβολίζεται µε  logαθ  δηλ. ισχύει η ισοδυναµία:    αx=θ ���� x = logαθ 

• ∆εκαδικός λογάριθµος:  logθ   δηλ. όταν η βάση α=10.    άρα  log10θ = logθ 

• Νεπέρειος λογάριθµος:   lnθ     δηλ. όταν η βάση α=e  .    άρα   logeθ = lnθ 

 

Άµεσες συνέπειες του ορισµού του logαθ        (θ>0 και α>0  µε 1α ≠ ) 

logαα =1                         logαα
x = x                            logaa θ θ=                    loga1 = 0 

log10 =1                        log10x = x                            10logθ = θ                    λογ1 = 0 

lne = 1                            lnex = x                                elnθ = θ                         ln1 = 0 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ    ΛΟΓΑΡΙΘΜΩΝ      (θ, θ1 ,θ2 >0  και  α>0  µε 1α ≠  , κ∈R ) 

• logα(θ1θ2) = logαθ1 + logαθ2 

• logα(θ1/θ2) = logαθ1 - logαθ2 

• logαθ
κ = κ ⋅ logαθ                   ( * ειδικά αν θ≠0 τότε: logαθ

2κ = 2κ ⋅ logα θ  ) 
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• 
1

log logν
α αθ θ

ν
=  

• 
1

log logα α θ
θ
= −  

 

� Λογαριθµική συνάρτηση    είναι η    f(x) = logαx      µε   α>0  και 1α ≠  

Πεδίο ορισµού: (0, )+∞                      Σύνολο τιµών: R 

Σηµεία τοµής µε τους άξονες:  τέµνει µόνο τον χ΄χ  στο ( 1 , 0) 

Συµµετρία:  είναι συµµετρική µε την g(x) = αx  ως προς τη διχοτόµο ψ=χ   της γωνία  χΟψ. 

Μονοτονία:      αν α>1 είναι γν. αύξουσα             ,              αν α<1 είναι γν. φθίνουσα 

Ασύµπτωτες:     αν  α>1 είναι ο ηµιάξονας  Οψ΄   ,              αν  α<1 είναι ο ηµιάξονας  Οψ 

Γραφική παράσταση: 

                         α>1                                                                         ψ         α<1 

                   ψ                                                                                   

 

                   0       1                     χ                                                   0     1                  χ                                                              

                                                                                                        

                 

                                                                          

  

                                           \ 

αποδείξεις: 

 

1.  Αν θ1 ,θ2 >0  και  α>0  µε 1α ≠  ,ν.δ.ο. logα(θ1θ2) = logαθ1 + logαθ2 

Απόδειξη: 

Έστω  logαθ1 = x1
   και  logαθ2 = x2  (1),   τότε από ορισµό έχουµε:  1 2

1 2
x xα θ και α θ= =  

Εποµένως : 

1 2 1 2

(1)

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2log ( ) log log log ( )x x x x x x
απο ορισµο λογαριθµου

α α α αα α θ θ α θ θ θ θ θ θ θ θ+
⋅ = ⋅ ⇔ = ⋅ + = ⋅ + = ⋅⇔ ⇔  

 

2. Αν θ >0  και  α>0  µε 1α ≠  , κ∈R ν.δ.ο.  logαθ
κ = κ ⋅ logαθ 

Απόδειξη: 

Έστω logαθ = x  (1)  τότε : αx=θ  άρα και  (αx)κ = θκ �α
xκ = θκ  � κx = logαθ

κ ( από ορισµό λογαρίθµου) 

� κ logαθ = logαθ
κ  ( από την (1) ) 

  

                               

 


