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ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΠΟΥ Ο∆ΗΓΗΣΑΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ 2500 

ΧΡΟΝΙΑ ΣΤΟΝ ΤΕΤΑΡΤΟ ΟΡΙΣΜΟ ΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ 

ΤΟΜΩΝ 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ 

 

Οι βάσεις για τη θεωρία των κωνικών τοµών, σύµφωνα µε τους ερευνητές, 

είχαν τεθεί από τους Πυθαγόρειους περί το 500 π.Χ. χωρίς όµως να έχει 

χρησιµοποιηθεί εκείνη την εποχή αυτή η ονοµασία1. Κατά τον Πρόκλο ο 

Εύδηµος απέδιδε στους Πυθαγόρειους την ¨ανακάλυψη αυτών των αρχαίων 

πραγµάτων¨, δηλαδή ¨την παραβολή των επιφανειών των σχηµάτων, την 

υπερβολή και την έλλειψή τους¨. Το συγκεκριµένο πρόβληµα, το οποίο 

εξελίχθηκε στο πρόβληµα των κωνικών τοµών αργότερα, διατυπώθηκε από 

τους Πυθαγόρειους ως εξής: ¨Παρά δοθείσα ευθεία και υπό γωνία ίση προς 

δοθείσα ευθύγραµµη γωνία, να παραβληθεί (εφαρµοσθεί) παραλληλόγραµµο ίσο 

προς δοθέν τρίγωνο¨. Στο πρόβληµα αυτό, εφόσον συµβολίσουµε µε S µια 
                                                                 
1 Ε. Σ. Σταµάτη, Κωνικά Απολλώνιου ,εκδ. ΤΕΕ, Αθήναι 1975-76, τόµ. Ι, σελ. 

3-16. 
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δοθείσα επιφάνεια και µε p µια δοθείσα ευθεία, το ζητούµενο είναι να βρεθεί 

ένα µήκος x, το οποίο να ικανοποιεί τις εξισώσεις: S=px, S=px+x2, S=px- x2. Ο 

Πρόκλος θεωρεί βέβαιον ότι η λύση αυτού του προβλήµατος ήταν γνωστή 

στους Πυθαγόρειους.2 

Γενικότερα  οι κωνικές τοµές, δηλαδή οι καµπύλες µε τις ονοµασίες ¨έλλειψη¨, 

¨παραβολή¨, και ¨υπερβολή¨ θεωρείται ότι είχαν απασχολήσει τους αρχαίους  

Έλληνες  µαθηµατικούς  γιατί σχετίζονταν µε προβληµατικές κατασκευές3, 

όπως µε την κατασκευή κύβου µε όγκο διπλάσιο δοθέντος κύβου. Ο 

Ιπποκράτης ο Χίος ανήγαγε το πρόβληµα αυτό σε ζήτηµα κατασκευής µέσης 

αναλόγου. Για την ακρίβεια ισχυρίστηκε πως αρκεί να ευρεθούν ευθύγραµµα 

τµήµατα χ, ψ ώστε να ισχύει: (Ι) α/χ=χ/ψ=ψ/2α. Το ανωτέρω σύστηµα δεν είναι 

δυνατόν να επιλυθεί  µε τη χρήση ευθείας και κύκλου, αλλά µε την χρήση 

άλλων γεωµετρικών καµπυλών. Η λύση που δόθηκε από το Μέναιχµο το 350 

π.Χ. περιγράφεται ως εξής:     

                                                                 
2 J. F. Mattéi, Ο Πυθαγόρας και οι Πυθαγόρειοι, µτφρ. Κ. Καψαµπέλη, 

Ινστιτούτο Βιβλίου- Μ. Καρδαµίτσα, Αθήνα 1995, σελ. 92. 
3 Σύµφωνα µε µία εκδοχή, υπάρχει η εξής ιστορική σειρά των σχετικών 

ιστορικών ανακαλύψεων: Η επίλυση των κύριων τύπων των δευτεροβαθµίων 

εξισώσεων ήταν γνωστή από την παλαιοβαβυλωνιακή εποχή. Η ανακάλυψη των 

ασύµµετρων µεγεθών οδήγησε στη γεωµετρικοποίηση αυτών των µεθόδων µε 

τη µορφή της παράθεσης εµβαδών κατά τον 4ον αιώνα π.Χ. Λίγο αργότερα 

ανακαλύφθηκαν οι κωνικές τοµές ίσως από τη διερεύνηση των ηλιακών 

ρολογιών. Οι κωνικές τοµές θεωρούνταν στην αρχή καµπύλες µέσα στο χώρο, 

οι οποίες δεν είχαν σχέση µε αλγεβρικά προβλήµατα. Βλ. Ο. Neugebauer, Οι 

θετικές επιστήµες στην αρχαιότητα, εκδ. ΜΙΕΤ, µτφρ. Χ. Ζερµπίνη- Ι. Αρζόγλου, 

Αθήνα 1990, σελ. 227. 
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Από τη σχέση (Ι) προκύπτει ότι ψ2=2αχ (ΙΙ), και χψ=2α2. Άρα ψ=2α2/χ (ΙΙΙ). 

Άρα οδηγούµαστε στην εύρεση του κοινού σηµείου των καµπύλων (ΙΙ), και 

(ΙΙΙ), οι οποίες παριστάνουν µία παραβολή και µία υπερβολή αντίστοιχα. 

 

 Είναι λοιπόν σαφές, ότι ο Μέναιχµος χρησιµοποιούσε στην επίλυση 

µαθηµατικών θεµάτων τις κωνικές τοµές χωρίς ωστόσο να γνωρίζουµε το πώς 

οδηγήθηκε να σκεφθεί τις καµπύλες αυτές ως τοµές κώνου και επιπέδου. Κατά 

τον Heath4, µία πιθανή πορεία που ακολούθησε ο Μέναιχµος ήταν να θεωρήσει 

κώνο µε ορθή γωνία κορυφής και, για να δηµιουργηθεί παραβολή, να τον 

τµήσει µε επίπεδο κάθετο σε µία ακµή του. Εάν δε, το Ρ είναι τυχόν σηµείο της 

παραβολής, ΡΝ⊥ΑG, BC⊥OL, όπου µε OL συµβολίζεται ο άξων του κώνου, 

τότε το Ρ ευρίσκεται σε περιφέρεια κύκλου διαµέτρου BC, ο οποίος προκύπτει 

σαν τοµή του κώνου µε επίπεδο κάθετο στον άξονα OL.    

      

                                                                 
4 Th. Heath, A History of Greek Mathematics, Oxford UΡ, vol. ΙΙ (1981), p. 

112. 
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Στη συνέχεια θεωρούµε AD//BC, και DF, CG παράλληλες της OL, όπου τα 

σηµεία F, και G ανήκουν στην προέκταση της AL. Τότε η OL θα διχοτοµεί τα 

ευθύγραµµα τµήµατα ΑD, AF. Εάν PN=ψ, ΑΝ=χ, τότε ψ2=ΡΝ2=ΒΝ.NC (η 

γωνία BPC είναι ίση µε µία ορθή, επειδή το τόξο BPC είναι ηµιπεριφέρεια). Το 

τετράπλευρο BACG είναι εγγράψιµο, οπότε ΒΝ.ΝC=AN.NG=AN.AF (AN=DC 

επειδή το ANCD είναι παραλληλόγραµµο, DC=FG επειδή το DCGF είναι 

παραλληλόγραµµο, άρα AN=FG, οπότε AN+NF=FG+NF, δηλαδή AF=NG). 

Άρα BN.NC=AN.2AL, οπότε ψ2=2AL.χ, και το τµήµα 2AL είναι η 

παράµετρος. Σύµφωνα µε τον Heath5 ο Μέναιχµος έκανε κάτι απλούστερο. 

Θεώρησε ορθογώνιο κώνο, τον οποίον έτµησε µε επίπεδο παράλληλο προς τον 

άξονά του ΟΜ, όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί.    

                                                                 
5 Th. Heath, A History of Greek Mathematics, Oxford UΡ, vol. ΙΙ (1981), p. 115. 
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Ο ΗΟΚ είναι ο ορθογώνιος λοιπόν κώνος και το επίπεδο Α΄ΑΝ είναι 

παράλληλο µε το ΟΜ. Ο Μέναιχµος, κατά τον Heath, θεώρησε σηµείο Ρ της 

καµπύλης και το ευθύγραµµο τµήµα ΡΝ ως την ¨κυρία¨ (ordinate). Έστω 

OC//HK. Τότε ισχύει PN2=HN.NK=(MN+HM).(MK-MN)=(MN+MK).(MK-

MN)=MK2-MN2=OM2-CA2=CN2-CA2, γιατί MK=OM και MN=OC=CA, 

δηλαδή ψ2=CN2-CA2 . Αυτή η σχέση είναι ιδιότητα υπερβολής µε άξονα Α΄Α. 

Στη συνέχεια ο Μέναιχµος αποδεικνύει την ιδιότητα της ασυµπτώτου, ως εξής:
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Θεωρεί τα ευθύγραµµα τµήµατα CR, CR΄, ως ασύµπτωτες οι οποίες 

σχηµατίζουν µεταξύ τους ορθή γωνία, Α΄Α τον άξονα της υπερβολής, και Ρ 

τυχόν σηµείο του άξονα Α΄Α, µε ΡΝ την ¨κυρία¨ (ordinate), PK⊥CR, και  

PK΄⊥CR΄. Προεκτείνει την ΡΝ και συµβολίζει µε R και R΄ τα κοινά σηµεία της 

ΡΝ µε τις CR, CR΄. Ισχύει:  

CA2=CN2-PN2=RN2-PN2=(RN-PN).(RN+PN)=RP.PR΄. Όµως  

RP2.PR΄2=2PK2.2PK΄2=4PK2.PK΄2, άρα  

CA2=RP.PR΄=2ΡΚ.ΡΚ΄ (γωνία PRK=45 µοίρες), οπότε  

ΡΚ.ΡΚ΄=CA2/2.   

Τα ανωτέρω εξηγούν κατά τον Heath, µία πιθανή πορεία που ακολουθήθηκε 

από τον Μέναιχµο. Αξίζει επιπροσθέτως να σηµειωθεί, πως ο ∆ηµόκριτος ήδη 

ανέφερε, ότι, θεωρώντας κώνο µε ορθή γωνία κορυφής, τότε η τοµή που 

προέκυπτε µε επίπεδο παράλληλο µε τη βάση του και κοντά σε αυτήν είχε το 



��������	
�����������������������
��
������������
�����

 

7 

 

σχήµα του κύκλου. Επιπλέον, στα ¨Φαινόµενα¨ του Ευκλείδη αναφέρεται, ότι η 

τοµή κώνου ή κυλίνδρου µε επίπεδο όχι παράλληλο µε τη βάση τους, µοιάζει µε 

την τοµή που προκύπτει, όταν τµήσουµε οξυγώνιο κώνο µε επίπεδο κάθετο 

προς την ακµή του.  

 

Σύµφωνα δε µε σχόλιο του Ευτόκιου, η τοµή οξυγώνιου, ορθογώνιου ή 

αµβλυγώνιου κώνου µε επίπεδο κάθετο προς την γενέτειρα ακµή του, είναι 

έλλειψη, παραβολή και υπερβολή αντίστοιχα. Μετά τον Μέναιχµο η εξέλιξη 

ήταν ταχύτατη, αφού µέχρι το τέλος του αιώνα (300 π.Χ.) υπήρξαν σύµφωνα µε 

τον Πάππο6 δύο αξιόλογες εργασίες µε θέµα τις κωνικές τοµές. Πρόκειται για 

τις ¨Κωνικές¨ του Ευκλείδη, ένα έργο που αποτελείτο από 4 βιβλία, καθώς και 5 

βιβλία µε τίτλο ¨Solid loci¨ του Αρισταίου, στα οποία δόθηκε από τον 

συγγραφέα ο συγκεκριµένος αυτός τίτλος, αντί του τίτλου ¨Κωνικές τοµές¨. 

Σύµφωνα δε µε τον Πάππο, επρόκειτο για εξειδικευµένη και πρωτότυπη 
                                                                 
6 Ο Πάππος ήταν σηµαντικός µαθηµατικός ελληνικής καταγωγής που έζησε 

γύρω στο 300 π.Χ. Η αποδεικτική µέθοδος της σύνθεσης χρησιµοποιείτο από 

αυτόν µε µία (κατά τον G. Polya) καλώς ορισµένη σηµασία η οποία αξίζει να 

διατηρηθεί. G. Polya, Πώς να το λύσω, επιµέλεια Τ. Πατρώνη, εκδ. 

Καρδαµίτσα, Αθήνα 31998, σελ. 194.  
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δουλειά σε σχέση µε αυτήν του Ευκλείδη. Αξίζει δε να σηµειωθεί πως σύµφωνα 

µε τον Πάππο υπήρχε διαχωρισµός µεταξύ ‘επιπέδων’, ‘στερεών’, και 

‘γραµµικών’ προβληµάτων. Τα ‘επίπεδα’ ήταν τα σχήµατα που 

αντιµετωπίζονταν µε τη χρήση ευθειών και περιφερειών κύκλων. Τα  ‘στερεά’ 

(solid) σχετίζονταν µε τη χρήση κωνικών τοµών, όπως π.χ. το πρόβληµα 

διπλασιασµού του κύβου. Όσον αφορά δε στα ‘γραµµικά’, αυτά είχαν να 

κάνουν µε άλλες καµπύλες περισσότερο σύνθετες και λιγότερο συνήθεις. 

Βέβαια ο Απολλώνιος στο έργο του αναφέρεται στον Ευκλείδη και όχι στον 

Αρισταίο, γιατί είναι πιθανόν ο Ευκλείδης να του ταίριαζε περισσότερο σε 

ύφος. Ωστόσο η δουλειά του Αρισταίου θεωρείται σηµαντικότερη για το λόγο 

ότι, αφενός µεν συνέλεξε και κατέγραψε τις ιδιότητες των κωνικών τοµών, 

αφετέρου δε ανακάλυψε καινούριες, όπως7 ¨The focus property directrix¨. 

Σύµφωνα µε τον Πάππο το σχετικό θεώρηµα λέει πως : Τα σηµεία των οποίων 

οι αποστάσεις από δοθέν σηµείο και από σταθερή ευθεία έχουν λόγο µικρότερο 

της µονάδας ανήκουν σε έλλειψη, ίσο µε τη µονάδα σε παραβολή, και µεγαλύτερο 

της µονάδας σε υπερβολή. Από τον ίδιο τον Πάππο δε αποδεικνύεται η 

περίπτωση που ο λόγος είναι διάφορος της µονάδας, ως εξής:   

        

Θεωρούµε8 σταθερό σηµείο S, σταθερή ευθεία ε, SX⊥ε, και Ρ τυχόν σηµείο 

του ζητούµενου γεωµετρικού τόπου. Θεωρούµε επίσης ότι ΡΝ⊥SX, ώστε 

                                                                 
7 Th. Heath, A History of Greek Mathematics, Oxford UΡ, vol. ΙΙ (1981),  p. 

116. 
8 Ό. π., p. 120. 
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SP/NX δοθείς λόγος και ίσος µε e. Άρα e2=SP2/NX2, οπότε e2=(PN2+SN2)/NX2.

   

Στη συνέχεια θεωρούµε επί της SX σηµείο Κ, τέτοιο ώστε e2=SN2/NK2, και 

σηµείο K΄ τέτοιο ώστε NK=NK΄.  

Τότε e2=(PN2+SN2)/NX2=SN2/NK2=PN2/(NX2-NK2)= 

PN2/(NX-NK)(NX+NK)=PN2/XK.XK΄.      

  

Οι θέσεις των σηµείων Ν, Κ, Κ΄ προφανώς αλλάζουν, εφόσον εξαρτώνται από 

το σηµείο Ρ. Εάν Α, Α΄ είναι τα σηµεία, τα οποία αντικαθιστούν το Ν όταν τα 

σηµεία Κ, Κ΄ συµπίπτουν µε το σηµείο Χ, τότε θα ισχύει: 

e/1=SN/NK=SA/AX=SN/AK=SN/NK΄=SA΄/A΄X, SX/SA=SK/SN=(1+e)/e, 

(1+e)/e=(SX-SK)/(SA-SN)=XK/AN.   

Όµοια θα έχουµε:            

(1-e)/e=XK΄/AN. Άρα  

XK.XK΄/AN.A΄N=(1-e2)/e2, οπότε 1-e2=(XK.XK΄/AN.A΄N).e2, δηλαδή  
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1-e2=(XK.XK΄/AN.A΄N).(PN2/XK.XK΄)=PN2/AN.A΄N.  

Εάν e<1, τότε τα σηµεία Α και Α΄ θα βρίσκονται από την ίδια πλευρά του 

σηµείου Χ και η καµπύλη θα είναι έλλειψη. Εάν δε e>1, τότε τα µεν σηµεία Α 

και Α΄ θα βρίσκονται εκατέρωθεν του σηµείου Χ, το δε Ν θα βρίσκεται στην 

προέκταση της ΑΑ΄, και η καµπύλη θα είναι υπερβολή.    

   

Τα βιβλία του Ευκλείδη ωστόσο αποτελούν εξαιρετική πηγή γνώσεων σχετικά 

µε τις κωνικές τοµές. Ο Αρχιµήδης δε, χρησιµοποίησε πολλές ιδιότητες από 

αυτά τα βιβλία, χωρίς τις αποδείξεις τους, κάνοντας αλλαγές και στην 

ορολογία, όπως π.χ. αντικατέστησε τον ¨άξονα¨ µε τη ¨διάµετρο¨, το ¨κέντρο¨ 

µε το ¨σηµείο στο οποίο συναντώνται οι κοντινότερες γραµµές (ασύµπτωτοι) 

της κωνικής τοµής ενός αµβλυγώνιου κώνου¨, κ.λπ.    

       

Κάτι άλλο επίσης χαρακτηριστικό στη δουλειά του Αρχιµήδη είναι ο 

τετραγωνισµός τµήµατος παραβολής δια της µεθόδου των µοχλών9, καθώς και 

το ότι η υπερβολή δεν έχει τη γνωστή µορφή που αποτελείται από δύο 

καµπύλες, δηλαδή ο Αρχιµήδης θεωρεί µόνο τη µία εξ αυτών, ενώ η πλήρης 

µορφή µε τις δύο καµπύλες σχετίζεται µε τον Απολλώνιο10. Στον Αρχιµήδη 

επίσης αποδίδεται ή απόδειξη του ότι το ορθογώνιο των αξόνων µιας έλλειψης 

είναι ισοδύναµο µε το τετράγωνο της διαµέτρου ενός κύκλου που είναι 

                                                                 
9 David C. Lindberg, Οι απαρχές της ∆υτικής Επιστήµης, µτφρ. Ηλίας 

Μαρκολέφας, Πανεπιστηµιακές εκδόσεις Ε.Μ.Π., Αθήνα 1997, σελ. 126. 
10 Th. Heath, A History of Greek Mathematics, Oxford UΡ, vol. ΙΙ (1981), p. 

122. 
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ισοδύναµος µε την έλλειψη11. Για τον Απολλώνιο γνωρίζουµε πως γεννήθηκε 

στην Πέργα γύρω στο 262 π.Χ., σπούδασε στην Αλεξάνδρεια µαζί µε αυτούς 

που διαδέχθηκαν τον Ευκλείδη, και το όνοµά του αναφέρεται σαν ενός 

διάσηµου αστρονόµου κατά τη διάρκεια της βασιλείας του Πτολεµαίου 

Φιλοπάτορα (222-205 π.Χ.). Οι κωνικές τοµές του Απολλώνιου είναι το 

σηµαντικότερο και πληρέστερο έργο που γράφηκε πάνω στο θέµα αυτό, και το 

οποίο απασχόλησε µεταγενέστερους συγγραφείς και σχολιαστές, όπως π.χ. τον 

Σερήνο, την Υπατία12, και τον Ευτόκιο, ο οποίος µάλιστα επανεξέδωσε τα 4 

πρώτα βιβλία του και τα σχολίασε ταυτόχρονα. Στην Ελλάδα δε, διασώθηκαν 

µόνο αυτά τα 4 βιβλία. Το 5ο, το 6ο, και το 7ο γνωρίζουµε ότι υπάρχουν αλλά 

είναι γραµµένα σε Αραβική διάλεκτο, και το 8ο βιβλίο έχει χαθεί. Βέβαια η 

επιρροή του έργου του Απολλώνιου δεν περιορίζεται στους προαναφερθέντες 

συγγραφείς, ούτε σταµατά κατά την εποχή εκείνη, αφού και σε µεταγενέστερα 

έργα, όπως π.χ. στο έργο του Νικηφόρου Θεοτόκη αναφέρονται εκτενώς όλα τα 

περί των κωνικών τοµών, και υπάρχει επιπλέον καταγεγραµµένη η µαρτυρία 

του ίδιου του Θεοτόκη στις υποσηµειώσεις αρκετών σελίδων, σχετικά µε το 

γεγονός ότι αυτά που γράφει προέρχονται από το έργο του Απολλώνιου13.  

                                                                 
11 Ε. Σταµάτη, Αρχιµήδους Άπαντα, τόµ. Α, σελ. 263. Βλ. και σε: Ήρωνος 

Αλεξανδρέως, Μετρικά- ∆ιόπτρα, επιµέλεια Χ. Κ. Κηπουρού, εκδ. Ε.Μ.Ε., 

Αθήνα 2000, σελ. 75. 
12 Η Υπατία σχολίασε το έργο του Απολλώνιου. Βλ. Maria Dzielska, Υπατία η 

Αλεξανδρινή, µτφρ. Γ. Κουσουνέλου, εκδ. Ενάλιος, Αθήνα 1997, σελ. 136. 

13
 Θεοτόκη Νικηφόρου, Στοιχείων Μαθηµατικών εκ παλαιών και νεοτέρων, εν 

τω της Κοινότητος Τυπογραφείω παρά Ρηδηγέρω και Κλαυδίω, Μόσχα 1798- 

99, τόµ. ΙΙΙ, σελ. 78- 246. Μετά το τέλος της θεωρίας και σε ξεχωριστές 
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Η σπουδαιότερη έκδοση έχει γίνει από τον Commandinus στη Μπολόνια κατά 

το 1566, και περιλαµβάνει µεταξύ των άλλων τα λήµµατα του Πάππου, τα 

σχόλια του Ευτόκιου µαζί µε αρκετές επεξηγήσεις οι οποίες καθιστούν το 

βιβλίο εύκολα καταληπτό. Οι πρόλογοι στα βιβλία του Απολλώνιου είναι 

αξιοπρόσεκτοι επειδή περιέχουν ιστορικής αξίας λεπτοµέρειες που δείχνουν µε 

σαφήνεια σε τι ακριβώς διαφέρει το έργο του από τα αντίστοιχα των 

προκατόχων του, και συντελούν στη διαµόρφωση της άποψης πως πρόκειται 

για αυθεντική δουλειά του Απολλώνιου, η οποία είναι πρωτότυπη. Έτσι η 

γνώµη του Πάππου, σύµφωνα µε την οποία ο Απολλώνιος είναι ¨κοµπορρήµων¨ 

και ¨αναξιόπιστος¨, πέφτουν µάλλον στο κενό. Στον πρόλογο π.χ. του 6ου 

βιβλίου, όπως γράφει σε επιστολή του προς τον Άτταλο, αναφέρει πως 

κατασκευάζει δοθείσα κωνική σε ορθογώνιο δοθέντα κώνο, και επιπλέον πως 

ένας ορθογώνιος κώνος µπορεί να θεωρηθεί όµοιος µε δοθέντα κώνο αλλά 

τέτοιο ώστε να περιέχει δεδοµένη κωνική τοµή. Από την ίδια επιστολή 

µαθαίνουµε, ότι στον πρόλογο του βιβλίου VII γράφεται πως στο βιβλίο 

περιέχονται καινούριες προτάσεις σχετικές µε τις διαµέτρους των κωνικών 

τοµών καθώς και εφαρµογές τους σε προβλήµατα. Είναι σαφές, ότι γι’ αυτό το 

µεγάλο έργο ο Απολλώνιος δεν διεκδικεί την πρωτοτυπία όλου του 

περιεχοµένου, εκτός από ειδικές προτάσεις, όπως π.χ. τις σχετικές προτάσεις µε 

τις τοµές παραβολής, έλλειψης και κύκλου µε τα δύο σκέλη της υπερβολής, 

καθώς και αυτές που αφορούν στις τοµές δύο υπερβολών µε δύο σκέλη η κάθε 

µία.    

Μία άλλη επίσης καινοτοµία του Απολλώνιου είναι ότι εργάζεται µε τις 

normals θεωρώντας τες σαν maxima και minima χωρίς να αναφέρεται σε 

                                                                                                                                                                                                                       

σελίδες, ο Νικηφόρος Θεοτόκης παραθέτει όλα µαζί τα σχήµατα που αφορούν 

στη θεωρία. 

 



��������	
�����������������������
��
������������
�����

 

13 

 

εφαπτόµενες, όπως συνέβαινε στο βιβλίο V. Κατά τα άλλα ο ίδιος ο 

Απολλώνιος πίστευε πως τελικά αντιµετώπισε το όλο θέµα των κωνικών τοµών 

πιο γενικευµένα και πληρέστερα από τους προκατόχους του. Οι κωνικές τοµές 

επιπλέον, στο έργο του προκύπτουν από τυχαίο πλάγιο κώνο όπου κατ’ αρχήν 

αποδεικνύει ότι αν η τοµή γίνει παράλληλη µε τη βάση, προκύπτει κύκλος. Στη 

συνέχεια θεωρεί τρίγωνο µε βάση µια διάµετρο κύκλου και πλευρές δύο άξονες 

του πλαγίου κώνου. Επιδιώκει να κατασκευάσει την κωνική τοµή έτσι ώστε να 

τέµνει τη βάση του κώνου κάθετα µε την προαναφερθείσα διάµετρο, όπως 

φαίνεται στο σχήµα.        

 

Χάριν της ιστορίας αξίζει να πούµε πως σ’ αυτό το χρονικό σηµείο αρχίζουν να 

χρησιµοποιούνται οι όροι ¨παραβολή¨, ¨υπερβολή¨ και ¨έλλειψη¨, οπότε 

κρίνεται σκόπιµο να παρατεθούν αναλυτικά όλες οι περιπτώσεις κατασκευών 

στις οποίες εκφράζονται οι ιδιότητες των κωνικών τοµών µέσω του 

ευθυγράµµου τµήµατος PL του καθέτου προς την PM και προς το επίπεδο EPD 

της κωνικής τοµής. 
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V εστία, Q: VQ//ED, N: PN//HK (PN⊥AC). 
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Το PL στην περίπτωση της παραβολής λαµβάνεται τέτοιο ώστε 

PL/PA=BC2/BA.AC, ενώ στην περίπτωση της έλλειψης και της υπερβολής: 

PL/PP΄=BF.FC/AF2, όπου ενώνονται τα  P΄, L, στη συνέχεια φέρεται η VR//PL, 

η οποία θα τµήσει την P΄L ή την προέκτασή της στο R. Έστω τώρα ότι η HK 

διέρχεται από το V µε HK//BC και συναντά τα ευθύγραµµα τµήµατα AB, και 

AC στα H και K αντίστοιχα. Το HK είναι διάµετρος της κυκλικής τοµής του 

κώνου µε επίπεδο παράλληλο προς τη βάση του. Οπότε επειδή το τρίγωνο HQK 

είναι ορθογώνιο µε γωνία Q ίση µε µία ορθή, προκύπτει ότι QV2=HV.VK, και 

επειδή τα τρίγωνα HVP, BCA είναι όµοια, τότε θα έχουµε για την παραβολή: 

HV/PV= BC/CA (1). Από τα όµοια τρίγωνα PNA, BCA προκύπτει ότι: 

PN/PA= BC/BA, άρα VK/PA=BC/BA (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
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HV.VK/PV.PA= BC2/CA.BA, άρα PV.PA= HV.VK.CA.BA/BC2, άρα 

QV2/PV.PA= HV.VK.BC2/HV.VK.CA.BA= BC2/CA.BA= PL/PA (από 

υπόθεση)= PL.PV/PA.PV, οπότε QV2= PL.PV. 

Για την υπερβολή και την έλλειψη δε προκύπτουν τα κάτωθι: Επειδή τα 

τρίγωνα HVP, BFA είναι όµοια τότε θα ισχύει: HV/PV= BF/FA.Οµοίως από τα 

όµοια τρίγωνα P΄VK, FCA θα έχουµε ότι VK/P΄V= FC/AF, οπότε 

QV2/PV.P΄V. Και επειδή QV2= HV.VK, τότε QV2/PV.P΄V= 

HV.VK/PV.P΄V=BF.FC/AF2=PL/PP΄. Επειδή όµως τα τρίγωνα PLP΄, RVP΄ 

είναι όµοια, τότε PL/PP΄=RV/P΄V=PV.VR/PV.P΄V, άρα QV2= PV.VR. 

       

Στην περίπτωση της παραβολής λοιπόν, το εµβαδόν QV2 είναι ίσο µε το 

εµβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε πλευρές PL και PV. Όσον αφορά 

στην υπερβολή, το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε πλευρές PL, PV χρειάζεται 

να ενωθεί µε το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε διαγώνιο LR για να έχουµε 

εµβαδόν ίσο µε το QV2. Στην περίπτωση της έλλειψης πρέπει από το 

παραλληλόγραµµο µε πλευρές PV, PL να αφαιρέσουµε το παραλληλόγραµµο 

µε διαγώνιο την LR, προκειµένου το τελικό εµβαδόν να ισούται µε QV2. 

Φαίνεται λοιπόν ότι λόγω κατασκευής προέκυψαν οι ονοµασίες των κωνικών 

τοµών, οι οποίες διατηρούνται µέχρι σήµερα. Αν δε συµβολίσουµε µε p την 

παράµετρο (p= PL), και µε d (d= PP΄) την αντίστοιχη διάµετρο, τότε θα ισχύει: 

y2= px (QV2= PL.PV) (παραβολή) 

 y2= px±(p/d)x2 (υπερβολή και έλλειψη αντίστοιχα) 

Και τούτο διότι για την έλλειψη π.χ. θα έχουµε: 

QV2= PV.VR= PV.PL- (LR).  
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Επειδή όµως τα τρίγωνα  OLR, PLP΄ είναι όµοια, τότε b/x= p/d, όπου x=LO. 

Άρα (b/x).x2=(p/d)x2. Συνεπώς b.x= (p/d)x2.Άρα (LR)= (p/d)x2. 

Έτσι λοιπόν γίνεται ολοφάνερη πλέον η προέλευση των γνωστών εξισώσεων 

των κωνικών τοµών14.        

Μελετώντας το έργο του Απολλώνιου εκτιµούµε πως παρουσιάζει ενδιαφέρον 

το κοµµάτι του βιβλίου IV όπου παρουσιάζονται θεωρήµατα όπως: 

• ∆εν µπορεί να συµβεί δύο κωνικές τοµές να έχουν κοινά κάποια 

τµήµατα και κάποια άλλα µη κοινά.      

• ∆ύο κωνικές που στρέφουν τα κοίλα σε αντίθετες διευθύνσεις δεν 

µπορεί να έχουν περισσότερα από 2 κοινά σηµεία. 

• Εάν µία κωνική έχει κοινό σηµείο µε το ένα σκέλος µιας 

υπερβολής, δεν µπορεί να έχει µε το άλλο σκέλος περισσότερα από 2 

κοινά σηµεία. 

• Μια παραβολή δεν µπορεί να τέµνει µια άλλη παραβολή σε 

περισσότερα από 1 κοινά σηµεία. 

Πολλές  υποθέσεις έχουν γίνει τέλος για το περιεχόµενο του βιβλίου VIII, το 

οποίο όπως έχει ήδη αναφερθεί θεωρείται χαµένο. Η επικρατέστερη άποψη 

φαίνεται να είναι πως αφορούσε στις συζυγείς διαµέτρους και τα προβλήµατα 

κατασκευών αυτών εάν ήταν γνωστά τα µήκη τους.    

      

                                                                 
14 Th. Heath, A History of Greek Mathematics, Oxford UΡ, vol. ΙΙ (1981), p. 

139. 
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Το έργο του Απολλώνιου αν και πληρέστατο στο είδος του δεν είναι 

ευκολοδιάβαστο και τούτο οφείλεται στο ύφος του συγγραφέα, το οποίο 

παροµοιάζεται µε αυτό του Ευκλείδη. Τα βιβλία του περιέχουν πολυσύνθετες 

προτάσεις, δυσκολονόητες, χωρίς επαρκείς επεξηγήσεις, µε αποτέλεσµα να µην 

έχουν ασχοληθεί µε αυτό πολλοί επιστήµονες και κατά συνέπεια να µην έχει 

γίνει γνωστό όπως θα του άρµοζε. Ένας άλλος επιστήµων της αρχαιότητας που 

ασχολήθηκε µε τις κωνικές τοµές ήταν ο ∆ιοκλής, ο οποίος είχε ελληνική 

καταγωγή. Ο προαναφερθείς απέδειξε πως εάν η επιφάνεια των κατόπτρων που 

χρησιµοποιούνται για την καύση αντικειµένων έχει το σχήµα της παραβολής, 

τότε παρατηρείται η µεγαλύτερη δύναµη και απόδοση στην καύση. Φαίνεται 

µάλιστα πως το συγκεκριµένο πρόβληµα υπήρξε ιδιαίτερα δηµοφιλές κατά την 

αρχαιότητα, καθώς και ο Αρχιµήδης σχετίζεται µε αυτό και µάλιστα έχει µείνει 

στην Ιστορία µε αµφιβολίες βέβαια ως προς την πραγµατοποίηση, το γεγονός 

της καταστροφής του Ρωµαϊκού στόλου µε τη χρήση παραβολικών κατόπτρων. 

Ακόµη ο αρχιτέκτων Ανθέµιος απέδειξε πως υπάρχει τρόπος ώστε µία ηλιακή 

ακτίνα που διέρχεται από κάποιο µικρό άνοιγµα, να πέφτει σε κάποιο 

συγκεκριµένο σηµείο οποιαδήποτε ώρα και εποχή. Ο Ανθέµιος χρησιµοποίησε 

γι’ αυτό έναν ελλειπτικό καθρέπτη, όπου από τη µία εστία διερχόταν η ακτίνα 

και από την άλλη η ανακλώµενη αυτής της ακτίνας ως ανωτέρω. Η δε σχετική 

κατασκευή αποτελεί την πρώτη αναφορά σε κατασκευή έλλειψης µε τη χρήση 

τεντωµένου νήµατος. Την ανακάλυψη αυτή του Ανθέµιου µπορούµε να την 

εκµεταλλευτούµε στις κατασκευές θερµοκηπίων, ή όπου αλλού χρειαζόµαστε 

το ηλιακό φως σε συνεχή βάση ανεξάρτητα από την ώρα και την εποχή. 

 

ΟΡΙΣΜΟΙ 
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Οι κωνικές τοµές15 προκύπτουν από την τοµή κώνου και επιπέδου όπως 

φαίνεται στο σχήµα. Η καµπύλη θα λέγεται έλλειψη αν γων α<γων ω, 

παραβολή αν γων α= γων ω, και υπερβολή αν γων α>γων ω, όπου ω είναι η 

εξωτερική γωνία του κώνου. Στην ειδική δε περίπτωση που γων α= γων ω/2 η 

έλλειψη γίνεται κύκλος. Επειδή ο κώνος θεωρείται δίχωνος, αν γων α>γων ω, 

τότε το επίπεδο θα τέµνει και τους δύο κώνους, δηλαδή η υπερβολή θα έχει δύο 

                                                                 
15 D. Kletenik, Problems in Analytic Geometry, translated by O. Soroka, Mir 

Publishers, Moscow 1969, p. 83. 
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σκέλη. Καταλληλότερους όµως ορισµούς θα έχουµε αν χρησιµοποιήσουµε τις 

ιδιότητες που ακολουθούν16:  

Έλλειψη ονοµάζουµε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου για τα 

οποία η απόλυτη τιµή  του αθροίσµατος των αποστάσεων από 2 δοθέντα 

σηµεία -του ιδίου επιπέδου µε αυτό των προαναφερθέντων σηµείων- είναι 

σταθερή. 

Υπερβολή  ονοµάζουµε  τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου για 

τα οποία η απόλυτη τιµή της διαφοράς των αποστάσεων από 2 δοθέντα σηµεία 

-του ιδίου επιπέδου µε αυτό των προαναφερθέντων σηµείων- είναι σταθερή. 

Παραβολή  ονοµάζουµε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου που 

απέχουν το ίδιο από δοθέν σηµείο και δοθείσα ευθεία αυτού. Το συγκεκριµένο 

σηµείο καλείται ¨εστία¨17 και η συγκεκριµένη ευθεία ¨διευθετούσα¨.  

                                                                 
16 Μ. Μπρίκα, Μαθήµατα Αναλυτικής Γεωµετρίας, Αθήναι 31961, σελ. 120. 

17 Σε αυτό το σηµείο κρίνεται σκόπιµη η αναφορά στον όρο ¨εστία¨, ο οποίος 

χρησιµοποιείται ευρέως στις κωνικές τοµές. Η Εστία υπήρξε κατά τη µυθολογία 

θεά της Οικογένειας και ήταν κόρη του Κρόνου και της Ρέας, δηλαδή αδελφή 

του ∆ία. Λόγω της αγνότητάς της ο ∆ίας της έδωσε το προνόµιο να κατέχει τη 

σπουδαιότερη θέση στην οικογένεια, η οποία ήταν στο κέντρο της οικίας, και 

να τιµάται στους ναούς όλων των θεών. Η αγνότητά της συνδυάστηκε µε το πυρ 

που εξαγνίζει τα πάντα, και κατά συνέπεια η Εστία εθεωρείτο θεά του 

οικογενειακού πυρός η διατήρηση του οποίου ήταν καθήκον κάθε οικογένειας. 

Κοινή Εστία στην Αρχαία Ελλάδα ήταν ο βωµός της Εστίας στους ∆ελφούς. Ο 

όρος λοιπόν ¨εστία¨ σχετίζεται µε την οπτική ιδιότητα των κωνικών τοµών, 

όπως θα φανεί στο αντίστοιχο κεφάλαιο. Μεγάλη Αµερικάνικη 

Εγκυκλοπαίδεια, εκδ. Σ. ∆ηµητρακόπουλου, Ε. Ε. Ε., Αθήναι 1976, τόµ. IX, 

σελ. 652. 
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Συµπληρώνοντας τους ορισµούς των κωνικών τοµών θα αναφέρουµε τον τρίτο 

ορισµό ο οποίος σχετίζεται µε την εκκεντρότητα. Θα δειχθεί ότι ο λόγος των 

αποστάσεων τυχαίου σηµείου µιας κωνικής τοµής από σταθερό σηµείο και 

σταθερή ευθεία είναι σταθερός, συµβολίζεται µε e και ονοµάζεται 

¨εκκεντρότητα¨. 

 

Προς τούτο18 θα συµβολίσουµε µε γ την κωνική τοµή που προκύπτει αν ο 

κώνος του πιο πάνω σχήµατος τέµνεται από το επίπεδο (π). Στο εσωτερικό του 

κώνου εγγράφουµε σφαίρα η οποία εφάπτεται του (π) στο σηµείο Ε και του 
                                                                                                                                                                                                                       
 

18 Α. Χρυσάκη, Γραµµική Άλγεβρα και Αναλυτική Γεωµετρία,  Αθήνα 1992. 
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κώνου κατά µήκος της γ1. Έστω δ= (π)∩(π1), όπου (π1) είναι το επίπεδο του 

κύκλου γ1. Τότε η καµπύλη γ θα έχει την εξής ιδιότητα:    

      

¨Η καµπύλη γ είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου της, των 

οποίων ο λόγος των αποστάσεων από το σηµείο Ε και την ευθεία δ είναι 

σταθερός.¨  

Πράγµατι, αν θεωρήσουµε τυχόν σηµείο Μ της γ και Β= γ1∩ΟΜ, τότε τα 

ευθύγραµµα τµήµατα ΜΕ και ΜΒ θα είναι ισα, ως εφαπτόµενα της 

εγγεγραµµένης σφαίρας από τυχόν σηµείο Μ. Έστω ΜΑ⊥δ, και ΜΚ⊥( π1). 

Θεωρούµε ακόµα γων ΚΑΜ= α, και γων ΚΒΜ= β (γωνία της γενέτειρας µε το  

( π1)). Άρα ΜΚ= ΜΑ.ηµα, και ΜΚ= ΜΒ.ηµβ, άρα ΜΒ/ΜΑ= ηµα/ηµβ. Επειδή 

ΜΕ= ΜΒ, τότε ΜΕ/ΜΑ= ηµα/ηµβ≡e = σταθερά.    

Αντίστροφα, κάθε καµπύλη που ικανοποιεί την πιο πάνω ιδιότητα είναι κωνική 

τοµή.            

Ο σταθερός λόγος e των αποστάσεων του τυχόντος σηµείου Μ της κωνικής 

τοµής από την εστία Ε και τη διευθετούσα δ λέγεται ¨εκκεντρότητα¨ της 

κωνικής τοµής. Επιπλέον, αν e<1, e= 1,  e>1, τότε η κωνική τοµή θα 

ονοµάζεται αντίστοιχα έλλειψη, παραβολή και υπερβολή. 

Η έλλειψη δε και η παραβολή έχουν όλα τα σηµεία τους στο ηµιεπίπεδο της 

διευθετούσας όπου ανήκει και η εστία τους.     

Πράγµατι αν θεωρήσουµε τυχόν σηµείο Μ του άλλου ηµιεπιπέδου µε ΜΑ⊥δ, 

και Ρ= δ∩ΜΕ, τότε e= ΜΕ/ΜΑ>ΜΡ/ΜΑ≥1, το οποίο είναι άτοπο, διότι στην 

έλλειψη ισχύει η σχέση e<1, και στην παραβολή e= 1.    
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Τα σηµεία της υπερβολής όµως βρίσκονται και στα δύο ηµιεπίπεδα που 

ορίζονται από την ευθεία δ. Η υπερβολή έχει δύο κλάδους οι οποίοι χωρίζονται 

από τη διευθετούσα.          

Οι αντίστοιχες εξισώσεις των κωνικών τοµών είναι: 

Για την έλλειψη: x2/α2+y2/b2=1, όπου a, b είναι ο µέγιστος και ο ελάχιστος 

ηµιάξονας αντίστοιχα, και b2= α2-c2, όπου c είναι η ηµιαπόσταση των εστιών. 

Επιπλέον 2α=r1+r2, όπου r1, r2  είναι οι αποστάσεις τυχόντος σηµείου Ρ(x,y) από 

τις δύο εστίες (σχ. 1). 
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∆ιότι: PF1+PF2= 2α�√[(x+c)2+y2]+ √[(x-c)2+y2]= 2α�  

x2+2cx+c2+y2= 4α-4α√[(x-c)2+y2+x2-2cx+c2+y2] �    

√[(x-c)2+y2]= α-cx/α �x2-2cx+c2+y2= α2+c2x2/α2-2cx�   

x2(1-c2/α2)+y2= α2-c2�x2(α2-c2)/α2+y2= α2-c2 �  

x2/α2+y2/(α2-c2)= 1� 

x2/α2+ y2/b2= 1.           

Για την υπερβολή: x2/α2-y2/b2= 1, µε 2α= r1-r2, b2= c2-α2, r1,  r2  οι αποστάσεις 

τυχόντος σηµείου της υπερβολής από τις εστίες, και c η ηµιαπόσταση των 
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εστιών (σχ. 2). 

  

∆ιότι: │PF1- PF2│= 2α�│√[(x+c)2+y2]- √[(x-c)2+y2]│= 2α� 

√[(x+c)2+y2]. √[(x-c)2+y2]=x2- 2α2 +c2+y2�     

(x2+2cx +c2+y2).(x2- 2cx +c2+y2 )= (x2- 2α2 +c2+y2)2�   

(x2+c2+y2)2-4c2x2=(x2+c2+y2)2+4α4-4α2(x2+c2+y2) 

�x2(α2-c2)2+α2y2=α2(α2-c2)�x2/α2+y2/(α2-c2)=1�x2/α2- y2/b2=1 

Για την παραβολή: y2=2px, όπου µε p συµβολίζεται η απόσταση της εστίας από 

τη διευθετούσα (σχ. 3).         

∆ιότι: PF=PA�│x+p/2│=√[(x-p/2)2+y2]�(x+p/2)2=(x- p/2)2+y2� y2=2px. 
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ΧΑΡΑΞΗ ΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ ΜΕ ΣΥΝΕΧΗ ΚΙΝΗΣΗ 

 

Οι τρόποι χάραξης των κωνικών τοµών προκύπτουν από τις προηγούµενες 

ιδιότητες. Τα δοθέντα στοιχεία θα είναι οι δύο εστίες, το µέγεθος α όταν 

πρόκειται για έλλειψη ή υπερβολή, ή η εστία και η διευθετούσα όταν πρόκειται 

για παραβολή. Η διαδικασία είναι η εξής: 

Για την έλλειψη: Λαµβάνουµε νήµα µήκους ίσου προς 2α και στερεώνουµε τα 

άκρα του σε σηµεία F1 και F2, µε τα οποία συµβολίζονται οι δύο εστίες της 

έλλειψης. Με τη µύτη µολυβιού Ρ γράφουµε την καµπύλη, διατηρώντας το 

νήµα συνεχώς τεντωµένο. Αυτή η καµπύλη θα είναι έλλειψη επειδή για δύο 

διαφορετικά σηµεία της Ρ, Ρ΄ θα έχουµε: F1.P+F2.P= F1.P΄+F2.P΄= 2α  
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Για την υπερβολή: Λαµβάνουµε χάρακα µήκους m. Στερεώνουµε το ένα άκρο 

του Α στο F1, έτσι ώστε ο χάρακας να µπορεί να περιστρέφεται γύρω από αυτό 

το σηµείο. Στερεώνουµε το ένα άκρο νήµατος µήκους m- 2α στο άλλο άκρο Β 

του χάρακα, και το δεύτερο άκρο του νήµατος το στερεώνουµε στην εστία F2. 

Με τη µύτη µολυβιού Ρ κρατάµε το νήµα τεντωµένο, και στρέφουµε το χάρακα 

γύρω από το F1. Τότε η καµπύλη που διαγράφει το Ρ είναι υπερβολή γιατί F1.P- 

F2.P=F1.P+ΡΒ- ΡΒ- F2.P= F1.P+ΡΒ- (ΡΒ+F2.P)= m- (m- 2α)= 2α. 
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Για την παραβολή: Λαµβάνουµε κανόνα που σχηµατίζει ορθή γωνία µε πλευρές 

ΑΒ, ΒC, και νήµα µήκους ΑΒ. Στερεώνουµε το ένα άκρο του νήµατος στο Α 

και το άλλο άκρο στην εστία F. Τοποθετούµε την πλευρά ΒC του κανόνα έτσι 

ώστε να εφάπτεται µε τη διευθετούσα και να κινείται κατά µήκος αυτής. Με τη 

βοήθεια της µύτης Ρ ενός µολυβιού κρατάµε συνεχώς τεντωµένο το νήµα κατά 

µήκος της ΑΒ. Τότε κατά την κίνηση του κανόνα η µύτη Ρ θα γράφει παραβολή 

επειδή ισχύει: ΒΡ=ΒΑ- ΡΑ= ΡF. 

 

ΑΛΛΟΣ ΤΡΟΠΟΣ 

Για την έλλειψη: Λαµβάνουµε µία ράβδο και ορίζουµε πάνω σ’ αυτή σηµείο Μ 

τέτοιο ώστε να απέχει από το ένα άκρο της ράβδου απόσταση ίση µε α και από 

το άλλο απόσταση ίση µε β. Θεωρούµε δύο ευθείες αµετακίνητες και µεταξύ 

τους κάθετες. Αν η ράβδος κινείται µε τα άκρα της πάνω στις κάθετες ευθείες, 

τότε το σηµείο Μ διαγράφει έλλειψη. 
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Πράγµατι, ισχύει ότι: x= ασυνt⇒x/α= συνt, και y= βηµt⇒y/β= ηµt. Οπότε 

x2/α2+y2/β2= συν2t+ηµ2t= 1. 

Για την υπερβολή: Λαµβάνουµε σχοινί µήκους m και δένουµε ένα µολύβι 

κοντά στο µέσον αυτού. Περνάµε το σχοινί γύρω από δύο ακίνητα καρφιά Α, Β 

µε ΑΒ=c, το κρατάµε τεντωµένο µε τη βοήθεια του µολυβιού, ενώ ταυτόχρονα 

τραβάµε από το σηµείο Α τα δύο άκρα του σχοινιού. Τότε το µολύβι γράφει 

υπερβολή. 
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Πράγµατι έστω Μ το µέσον του σχοινιού, δηλαδή AΓ+ΓM= MB+AΒ, άρα 

AΓ+ΓM+MB= 2MB+AB, οπότε AΓ+ΓB= AB+2MB, άρα AΓ+ΓB>AB, και 

AΓ+ΓB=AB+2(AB+BM- AB)= c+2(m/2-c)= m- c= σταθ. 

Χάραξη έλλειψης χωρίς συνεχή κίνηση:     

Θεωρούµε κύκλους (Ο,α), (O,b) µε α>b. Έστω ΟΑ τυχούσα ακτίνα του κύκλου 

(Ο,α), η οποία τέµνει τον κύκλο (Ο,b) στο Β. Από το Β φέρω παράλληλη προς 

τον άξονα xx΄ και από το Α παράλληλη προς τον yy΄. Έστω ότι οι δύο αυτές 

παράλληλες τέµνονται στο σηµείο G. Θα δειχθεί ότι το G είναι σηµείο έλλειψης 

µε άξονες α, b. 
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Πράγµατι, ισχύει ότι: ΒG//OD, άρα ΑΒ/ΟΒ= AG/GD, οπότε (α- b)/b= AG/y. 

AB/OA= BG/OD, εποµένως (α- b)/α= BG/x, άρα       

y= b.AG/(α- b), και x= α.BG/(α- b), οπότε     

 

2 2 2 2

2 22 2

2 2 2

. .
( ) ( )    1

( )
1 1

a BG b AG
BG AGa b a b

a b a b
+− −+ = =
−

 

 

∆ΙΕΥΘΕΤΟΥΣΕΣ 
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Η έννοια αυτή έχει ήδη αναφερθεί στην περίπτωση της παραβολής, όπου 

µάλιστα χρησιµοποιήθηκε για να οριστεί η καµπύλη αυτή. Για την έλλειψη δε 

ισχύουν τα κάτωθι: 

 

PF1
2= (c+x)2+y2, PF2

2= (c- x)2+y2 , οπότε PF1
2- PF2

2= 4cx, συνεπώς 

(PF1- PF2)(PF1+PF2)= 4cx. 

Επίσης PF1- PF2= 2cx/α, αλλά PF1+PF2= 2α, άρα 

2PF1= 2α+2cx/α, άρα 

PF1= (α2+cx)/α= (c/α)(α2/c+x)= e(α2/c+x).  

Στο σηµείο αυτό χρησιµοποιείται για πρώτη φορά ο τύπος της εκκεντρότητας 

e= c/α. 

Επιπλέον από τα ανωτέρω προκύπτει ότι PF2= e(α2- x). Άρα    

PF1/(α2/c+x)= PF2/(α2/c- x)= e.        
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H τελευταία αυτή σχέση αποτελεί ιδιότητα της έλλειψης. ∆ηλαδή, αν σε 

απόσταση ±α2/c= ±α/e από τον άξονα yy΄ φέρουµε ευθεία παράλληλη προς 

αυτόν, τότε ο λόγος των αποστάσεων του Ρ από την F1, και D1, και από την F2, 

και D2 είναι σταθερός και ίσος µε c/α= e. Οι ευθείες D1, D2 λέγονται 

διευθετούσες της έλλειψης. Επειδή δε α>c, τότε e<1. Λόγω του ορισµού της 

παραβολής ο πιο πάνω λόγος θα είναι ίσος µε 1, επειδή η απόσταση του Ρ από 

την εστία και τη διευθετούσα είναι ίδια.      

Για την υπερβολή θα έχουµε τα εξής:  

 

 

PF1
2= (x- c)2+y2, και PF2

2= (x+c)2+y2,  άρα PF2
2-PF1

2= 4cx, άρα (PF2+PF1)(PF2- 

PF1)= 4cx, άρα  PF2+ PF1= 2cx/α. Όµως  PF2- PF1= 2α. Άρα  PF2= cx/α+α= 

(c/α)(x+α2/c)= e(x+α2/c). 

Eπίσης PF1= e(x- α2/c). Άρα PF1/(x- α2/c)= PF2/(x+α2/c)= e= c/α. 
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∆ηλαδή, σύµφωνα µε αυτήν την ιδιότητα της υπερβολής, θα ισχύει ότι, αν σε 

απόσταση ±α2/c από τον άξονα yy΄ φέρουµε παράλληλες D1, D2 προς αυτόν, 

τότε ο λόγος των αποστάσεων του Ρ από το F1, και τη D1 θα είναι ίσος µε το 

λόγο των αποστάσεων του Ρ από το F2, και τη D2. Επιπλέον αυτός ο σταθερός 

λόγος είναι ίσος µε e= c/α. Επειδή δε στην περίπτωση της υπερβολής ισχύει ότι 

c>α, τότε e>1. Ο ορισµός της εκκεντρότητας e µπορεί ωστόσο να 

χρησιµοποιηθεί ανεξάρτητα από οτιδήποτε άλλο -όπως έχει ήδη αναφερθεί στο 

κεφάλαιο των ορισµών- για να ορίσει τις καµπύλες των κωνικών τοµών. 

       

 

ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΚΑΙ ΚΑΘΕΤΟΣ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ19 

 

( ) ( )1 1 2 2

11 2 1 2 2

1 2 1 2

Οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας που περνά από τα σηµεία ,   ,  

είναι : 

, y . Θα δειχθεί ότι: , 1,  ή σε αναλυτική µορφή:
1 1 1

x , ,
1 1

p

p p

x y x y

x x y y r r
x r

k
x x y y

y

και

κ κ κ κ
κ κ
κ κ κ
κ κ

+ + +
= = = ≠−

+ + +
+ +

= =
+ +

r ur
ur

1.≠−

 

                                                                 

19 Α. Χρυσάκη, Γραµµική Άλγεβρα και Αναλυτική Γεωµετρία, Αθήνα 1992. 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2
1 2

1 1 2 2 1 2

Ισχύει ότι: , ,  οπότε από τη σχέση

 προκύπτει ότι ,
1

, ,
, ,

1 1

p p

p p p p p

p p

r r PB OB OP r r

r r
r r r r r x y

x y x y x x
x y

κκ κ
κ

κ κ
κ κ

ΑΡ = ΟΡ − ΟΑ = − = − = −

+
ΑΡ = ΡΒ − = − ⇔ = ⇔ =

+
+ +

⇔ =
+ +

uuur uuur uuur ur ur uuur uuur uuur ur ur

ur ur
uuur uuur ur ur ur ur ur

1 2 1 2

1 2

,
1 1

1

p

p

y y x x
x

y y
y

κ κ
κ κ

κ
κ

+ + ⇔ = + + 
+

=
+

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
21 2 1 2

2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 2 1 2

 κοινά σηµεία αυτής της ευθείας µε έλλειψη ή υπερβολή δίδονται από

την επίλυση της εξίσωσης: 1

2 2 1

2 2

a

x x y y
a b

x x x x b y y y y a a b

x b y a a b x x b y y a

κ κ
κ

κ κ κ κ κ

κ κ

Τ

+ +
± = + ⇒

+ + ± + + − + ⇒

+ − + ±( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

2

2 2 2 2
2 2 1 2 1 2 1 1
2 2 2 2 2 2

2 0

2 0,  όπου:

1, 1 1 , 1 2 .

a b x b y a a b

L M N

x y x x y y x y
L M N

a b a b a b

κ κ

− + ± − = ⇒

+ + =

= ± − = ± − = ± −
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( )( ) ( )

( ) ( )

2

2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
2 2 1 2 1 2

 δε ισχύει η σχέση: 0,  τότε τα κοινά σηµεία της ευθείας και 
της παραβολής ευρίσκονται αν θέσουµε:

2 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

ή M LN

p x x y y

px px px px y y y y

px y px px y y p

πειδ

κ κ κ

κ κ κ κ κ

κ κ

Ε = ≥

+ + = + ⇒

+ + + − − − ⇒

− + + − +

( )( )
( )

2
1 1

2 2
2 2 1 2 1 2

2
1 1

0

2 0,  όπου 2 , 3 ,

2 4 .

x y

L΄ M΄ N΄ L΄ y px M΄ y y p x x

N΄ y px

κ κ

− = ⇒

+ + = = − = − +

= −

 

Στην περίπτωση της εφαπτόµενης της έλλειψης, ή της υπερβολής, όπου το 

κοινό σηµείο ευθείας και καµπύλης είναι ένα και µοναδικό,  για να συµβαίνει 

αυτό θα πρέπει η διακρίνουσα της Β΄θµιας εξίσωσης να είναι ίση µε 0, δηλαδή: 

(2Μ)2- 4LN=0, άρα Μ2- LN= 0.      

Για την παραβολή θα ισχύει αντίστοιχα: Μ΄2- L΄N΄= 0.    

Αν λοιπόν το (x1,y1) είναι το µοναδικό σηµείο επαφής της ευθείας µε την 

έλλειψη, ή την υπερβολή, τότε από τη σχέση (2) θα έχουµε Ν= 0.  

Επειδή δε M2- LN= 0, τότε Μ= 0, και αν Χ, Υ οι συντεταγµένες τυχόντος 

σηµείου της εφαπτοµένης της έλλειψης, ή της υπερβολής, τότε για Μ= 0, από 

τη σχέση (1) προκύπτει ως εξίσωση εφαπτοµένης: 

 

( )

( )
( )

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2

1 0 1 0 5 για την έλλειψη, και 1 0

6  για την υπερβολή.

Όµοια για την παραβολή από τη σχέση 4  θα έχουµε: N΄ 0,  και επειδή

M΄ 0,  τότε M=0, άρα από τη σχέση (3) προκ

x X y Y x X y Y x X y Y
a b a b a b

L΄N΄

± − = ⇒ + − = − − =

=

− = ( )

( )

1 1

1 1

2
1

2
1

ύπτει ότι ,
όπου Χ, Υ είναι οι συντεταγµένες τυχόντος σηµείου της εφαπτοµένης της παραβολής.
Στην έλλειψη η κλίση της εφαπτοµένης στο ,  θα είναι, σύµφωνα µε τη σχέση (5)

εφθ= . Άρα η

y Y p x X

x y

x b
y a

= +

−  κλίση της καθέτου στο ίδιο σηµείο θα δίδεται από τη σχέση:
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( ) ( )

2
1

2
1

2
2 21 1

1 1 1 12
1 1

εφθ΄= . Οπότε η εξίσωση της κάθετης προς την εφαπτοµένη στο σηµείο επαφής

θα είναι: 0 για την έλλειψη.

Για την υπερβολή θα έχουµε σύµφωνα µε τη σχέση (6) εφθ=

y a
x b

y y y a
x b y y y a x x

x x x b

x

−
= ⇒ − − − =

−

( ) ( )

2 2
1 1

2 2
1 1

2
2 21 1

1 1 1 12
1 1

,εφθ΄= ,

και εξίσωση καθέτου 0 .

Στις εξισώσεις εφαπτοµένων κωνικών τοµών µπορούµε να οδηγηθούµε και 
µέσω παραγώγων ως εξής:

b y a
y a x b

y y y a
x b y y y a x x

x x x b

−

− −
= ⇒ − + − =

−

 

( )
( )

2
0

0 0

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1) Για την παραβολή:

y 2 2 2 , όπου  είναι ο συντελεστής

διεύθυνσης εφαπτοµένης στο , . Άρα yy y

yy 2 yy .

p p
px yy΄ p y ΄

y y

x y px px

px px px p x x

ε ελ λ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

− = − ⇒

− = − ⇒ = +

 

 

2 2 2 2 2 2
2 2 0

02 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

2) Για την έλλειψη και την υπερβολή:

21 2 yy

y

x y x b xb x b
y b yy΄ ΄

a b a a a
x b y y x b a yy a y xx b x b

΄
a y x x a y a b a b a b a b

yy y x xx yy xx x
b b a a b a

± = ⇒ = ± ⇒ = ⇒ = ⇒

−
= ⇒ = ⇒ − = ± ⇒

−

− = ± ⇒ ± = ±

m m m

m m m

m
2

0
2 2 1.y

a b
+ = ±
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( ) ( )

1

1

1 1
1 1 1

1

Τέλος για την εξίσωση καθέτου σε τυχόν σηµείο της παραβολής θα έχουµε:

εφθ=  (κλίση εφαπτοµένης), άρα εφθ΄  (κλίση καθέτου).

Άρα η εξίσωση καθέτου θα είναι:

, 0

p y
y p

y y y
p y y y x x

x x p

−
=

−
= − ⇒ − + − =

−

 

 

ΕΞΙΣΩΣΗ ΑΣΥΜΠΤΩΤΟΥ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ20 

 

( )
Έστω (γ) καµπύλη µε εξίσωση y=f( ), και ευθεία ε µε εξίσωση y=κx+λ. Η ε
είναι ασύµπτωτη της (γ), αν  lim f(x) 0. Αυτή η σχέση σηµαίνει

"εποπτικά", πως, η ε πλησιάζει "όσο θέλουµε" τη (γ).

Στην πε

x

x

xκ λ
→∞

∃ − − =

2 2

2 2

1 2

ρίπτωση της υπερβολής, όπου 1(1) θα δείξουµε ότι οι 

ασύµπτωτες είναι οι: ε 0,  και ε 0

x y
a b

x y x y
a b a b

− =

= − = = + =

 

                                                                 

20Α. Χρυσάκη, Γραµµική Άλγεβρα και Αναλυτική Γεωµετρία, Αθήνα 1992. 
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2 2 2
2 2

2 2 2πό τη σχέση (1) προκύπτει: y (1 ),  ή y= 1  . Αν 

Ρ(x,y) είναι σηµείο στην πρώτη ή την τρίτη γωνία των αξόνων, τότε τα x και
y είναι οµόσηµα. Έτσι οι κλάδοι της υπερβολής που βρίσκοντα

b a b a
x x

a x a x
Α = − ± −

2

2

1

2 2

2 2

ι σ' αυτές τις 
γωνίες έχουν την εξής εξίσωση:

y= 1  ( f(x))

και τότε η εξίσωση της ε  θα είναι: y= .

ύµφωνα µε τον ορισµό προκύπτουν τα εξής:

lim( 1  ) lim ( 1  1) lim
x x x

b a
x

a x
b

x
a

xb a b b a b
x x x

a x a a x a→∞ →∞ →∞

− ≡

Σ

− − = − − =

2

2

2

2

12

2

2 2

2 2

2

(1 1)

1  1

1lim ( ).0 0  H ευθεία ε : 0 είναι
( 1  1)

ασύµπτωτη της υπερβολής 1.

Όµοια αποδεικνύεται, πως η ευθεία ε : 0 είναι ασύµπτωτη των 

κλάδων της υπερβολής

x

a
x
a
x

x y
ab ab

a ba
x

x
x y
a b

x y
a b

→∞

− −
=

− +

− = − = ⇒ − =

− +

− =

+ =

 που βρίσκονται στη δεύτερη και τέταρτη γωνία
των αξόνων.  

 

 

ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ- ΣΥΖΥΓΕΙΣ ∆ΙΑΜΕΤΡΟΙ 
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2 2

2 2( ) Για την έλλειψη και την υπερβολή ισχύουν οι τύποι: 1.x y
I

a b
± =  Άρα, αν 

κάποιο ζεύγος (x,y) ικανοποιεί τις δύο αυτές ισότητες, τότε το ίδιο προφανώς 

θα συµβαίνει και µε τα ζεύγη (x,-y), (-x,y), (-x,-y). Αυτό σηµαίνει ότι οι 

καµπύλες της έλλειψης και της υπερβολής είναι συµµετρικές ως προς τον άξονα 

xx΄, και ως προς τον άξονα yy΄. Το γεγονός αυτό αποτελεί µια βασική ιδιότητα 

της έλλειψης και της υπερβολής, η οποία έχει τις εξής συνέπειες:  

    

1η συνέπεια: Οποιαδήποτε παράλληλος προς τον έναν άξονα συντεταγµένων 

ορίζει επί της καµπύλης χορδή, η οποία διχοτοµείται από τον άλλον άξονα, και 

2η συνέπεια: Οποιαδήποτε διάµετρος  ΡΟΡ΄ της καµπύλης, δηλαδή οποιαδήποτε 

ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο και τέµνει την καµπύλη στα 

σηµεία Ρ, και Ρ΄, διχοτοµείται από το κέντρο Ο, δηλαδή την αρχή των 

συντεταγµένων, που είναι και το κέντρο της έλλειψης αλλά και της υπερβολής. 

Θα δειχθεί, ότι: Κάθε χορδή που είναι παράλληλη προς µία διάµετρο θα 

διχοτοµείται από τη ¨συζυγή διάµετρο¨. Επειδή δε οι πιο πάνω συνέπειες 

ισχύουν για κάθε σύστηµα συντεταγµένων Χ, Υ, όπου οι εξισώσεις21 έλλειψης 

και υπερβολής είναι 
2 2

2 2 1X Y
A B

± = , ζητάµε τις γωνίες φ, y των αξόνων Χ, Υ µε 

τον άξονα xx΄, ώστε αν γίνει αλλαγή των αξόνων από xx΄, και yy΄ σε ΧΧ΄ και 

ΥΥ΄, τότε οι εξισώσεις της έλλειψης και της υπερβολής να έχουν την ίδια 

µορφή. Σηµειωτέον, ότι υπάρχει µόνον ένα ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων, ως προς το οποίο µία έλλειψη ή µία υπερβολή είναι της µορφής 
2 2

2 2 1X Y
A B

± = , ενώ όλα τα άλλα είναι πλάγια.  

                                                                 
21 Μ. Μπρίκα, Μαθήµατα Αναλυτικής Γεωµετρίας, Αθήναι 31961, σελ. 135.  
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Για την αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων ισχύει γενικά:  
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cos sin , sin cos .
τη συγκεκριµένη περίπτωση θα έχουµε:

cos( ) sin[ ( )] cos( ) sin( )
2 2

sin( ) cos[ ( )] sin( ) cos( )
2 2

x X Y y X Y

x X Y y x X Y y

y X Y y y X Y y

ϕ ϕ ϕ ϕ

π πϕ ϕ

π πϕ ϕ

= + = − +

Σ

 = − + − − = + − +  
⇒ ⇒ 

 = − − + − − = + − +
  

 

 
2 2

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

c o s ( ) c o s
. Κ α ι ε π ε ιδ ή  ( 1)

s in ( ) s in

s in s in 2 s in .s in .

c o s c o s 2 c o s . c o s . 1

s in s in 2 s in .s in

( c o s c o s 2 c o s . c o s

x X Y y y x
y X Y y b a

X Y y y X Y
b

X Y y y X Y
a

a X y Y a y X Y

b X b Y y b y X Y

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ α ϕ

ϕ ϕ

= + 
= ± − ⇒= + 

+ +
=

+ +
= ± ⇒

+ + =

± + +

m

2 2) bα ⇒m

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2

2 2 2 2

2 2
2

2 2

2

( os sin ) 2( cos .cos sin .sin )

os sin( cos sin ) ( )

cos .cos sin .sin cos sin2( ) ( ) 1,  οπότε, ή

os sin( )

cos .cos si2(

X b c a b y a y XY

c
b y y Y b X

a b
y y y y

XY Y
b b

c
X

a b
y

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕα α

ϕ ϕ
α α
ϕ ϕ

ϕ
α

± − + ± − +

+ ± − = ± ⇒ ± − +

+ − + ± − = ±

+ +

+ −
2 2

2
2 2 2

2 2
2

2 2

n .sin cos sin) ( ) 1,  και η καµπύλη θα 

os sinείναι υπερβολή, ή ( )

y y y
XY Y

b b
c

X
a b

ϕ
α

ϕ ϕ

+ − =

+ +

 

2 2
2

2 2 2 2

2 2

2 2

cos .cos sin .sin cos sin2( ) ( ) 1,  και η καµπύλη θα

είναι έλλειψη, οπότε τελικά η αρχική εξίσωση =1 γίνεται:

y y y y
XY Y

b b
x y
a b

ϕ ϕ
α α

+ + + + =

±

 



��������	
�����������������������
��
������������
�����

 

43 

 

2 2
2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

os sin∆Χ 2 1,  όπου ∆= ,

cos .cos sin .sin cos sin, ,  και για να διατηρηθεί η

1 1αρχική, αρκεί: E=0, ∆= , ,  οπότε η αρχική γίνεται: =1.

c
XY Y

a b
y y y y

Z
b b

X Y
Z

A B A B

ϕ ϕ

ϕ ϕ
α α

+ Ε + Ζ = +

Ε = + = +

= ±

 

2
2 2

2 2
2 2

2

cos .cos όµως Ε=0, τότε cos .cos sin .sin 0
cos .cos

sin .sin 0 . . 0 . ,  όπου το 
cos .cos

πρόσηµο (-) ισχύει για την έλλειψη, δηλαδή πρέπει η µία γωνία έστω η φ
να 

b y
b y a y

y

a y b
b y a y

y a

ϕν ϕ ϕ
ϕ

ϕ εϕϕ εϕ εϕϕ εϕ
ϕ

Α ± = ⇔ ±

= ⇔ ± = ⇔ = m

είναι οξεία, και η y αµβλεία. Το πρόσηµο (+) ισχύει για την υπερβολή,
το οποίο σηµαίνει, ότι οι γωνίες φ, και y είναι είτε και οι δύο οξείες, είτε
και οι δύο αµβλείες.

 

1 1
2 2

Μία επιπλέον παρατήρηση είναι ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης διατηρεί

την ίδια µορφή, δηλαδή είναι η: =1, µε (Χ,Υ) τυχόν σηµείο της

εφαπτοµένης. 

x X y Y
A B

+  

 Αυτό σηµαίνει πως οι εφαπτόµενες στο σηµείο τοµής ενός άξονα και της 

καµπύλης, είναι παράλληλες προς τον άλλον άξονα22. Από αυτήν την ιδιότητα 

προκύπτει ο εξής ορισµός της συζυγούς διαµέτρου:   

¨Οι εφαπτόµενες στα άκρα µιας τυχούσας διαµέτρου είναι παράλληλες προς τη 

συζυγή διάµετρο¨. Γίνεται δηλαδή κατανοητό, πως, όταν αναφερόµαστε στη 

¨συζυγή διάµετρο¨ εννοούµε τον άξονα των Υ, ο οποίος έχει προκύψει από µία 

                                                                 
22 Μ. Μπρίκα, Μαθήµατα Αναλυτικής Γεωµετρίας, Αθήναι 31961, σελ. 138. 
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περιστροφή τέτοια ώστε να ισχύει η σχέση: εφφ.εφy=∓(b2/α2), και αυτός τότε ο 

άξονας των Υ θα είναι η συζυγής διάµετρος του άξονα των Χ. 

(ΙΙ) Για να ορίσουµε την έννοια της συζυγούς διαµέτρου στην παραβολή, 

παρατηρούµε κατ’ αρχάς, ότι, αν η εξίσωση: y2=2px επαληθεύεται από το 

ζεύγος (x,y), τότε προφανώς θα επαληθεύεται και από το ζεύγος (x,-y), και 

κατά συνέπεια η καµπύλη θα είναι συµµετρική ως προς τον άξονα των x, και 

κάθε χορδή παράλληλη προς τον άξονα των y, θα διχοτοµείται από τον άξονα 

των x. Αυτό αποτελεί µια ιδιότητα της παραβολής και προκύπτει από τη µορφή 

της εξίσωσής της. Στη συνέχεια ζητάµε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων στο 

οποίο να διατηρείται η µορφή αυτής της εξίσωσης.  Προς τούτο θεωρούµε το 

µετασχηµατισµό (Μ):   

x=x1+Xcosφ+Ycosy       

y=y1+Xsinφ+Ysiny,  

όπου (x1,y1) είναι οι συντεταγµένες της καινούριας αρχής συντεταγµένων.  

 

Οπότε:  

y2=y1
2+X2sin2φ+Y2sin2y+2y1Xsinφ+2y1Ysiny+2XYsinφsiny.  
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Επειδή πρέπει να µην υπάρχουν οι όροι Χ2 και ΧΥ (διότι sin2φ=0, και 

2sinφsiny=0), τότε γωνία φ=0º, οπότε θα ισχύει:  

y2=y1
2+Y2sin2y+2y1Ysiny. Άρα y1

2+Y2sin2y= y2- 2y1Ysiny, άρα   

y1
2+Y2sin2y=2px-2y1Ysiny. Οπότε  

y1
2+Y2sin2y=2px1+2pX- 2y1Ysiny+2pYcosy (E).     

Μέχρι τώρα έχουµε υποθέσει ότι ισχύει η σχέση:     

2pX- 2y1Ysiny=2px1+2pYcosy +2pX-2y1Ysiny. 

Η σχέση αυτή ισχύει γιατί είναι ισοδύναµη µε:  

(p≠0) x=x1+Ycosy+X� x=x1+Ycosy+X+Xcosφ (επειδή γωνία φ=0º).  

Η τελευταία αυτή σχέση είναι η πρώτη εξίσωση του µετασχηµατισµού (Μ). 

Άρα από την (Ε) προκύπτει ότι:   

 y1
2+Y2sin2y=2px1+2Υ(pcosy- y1siny)+2pX.  

Επειδή όµως το (x1,y1) ανήκει στην παραβολή, τότε θα ισχύει ότι: 

 Y2sin2y=2Υ(pcosy- y1siny)+2pX. 

Στο κεφάλαιο όµως ¨Εφαπτόµενες και κάθετες κωνικών τοµών¨ έχει ήδη 

αναφερθεί ότι εφθ=p/ x1, άρα: sinθ/cosθ=p/ y1, άρα p= y1sinθ/cosθ. Οπότε:

 Y2sin2y=2Υ[(y1sinθ/cosθ)cosy-  y1sinycosθ/cosθ]+2pX.  

Άρα Y2sin2y =2Υy1sin(θ- y)/cosθ+2pX.  

Με την προϋπόθεση ότι γων θ=γων y θα έχουµε:  

Y2sin2y=2pX, οπότε Υ2=2pX/ sin2y, δηλαδή  
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Υ2=2p΄X, όπου p΄=p/sin2y.         

Η σχέση Υ2=2p΄X αληθεύει για το ζεύγος (Χ,Υ) αλλά και για το (Χ,-Υ). Αυτό 

σηµαίνει ότι ¨κάθε χορδή παράλληλη προς την εφαπτοµένη σε κάποιο σηµείο 

της παραβολής, διχοτοµείται από την κύρια διάµετρο της παραβολής, η οποία 

είναι παράλληλη προς τον άξονα xx΄¨. Αυτή δε η παράλληλη ονοµάζεται 

¨συζυγής διάµετρος¨.       

Οι άλλες βασικές ιδιότητες που αφορούν τις κωνικές τοµές σχετίζονται µε τις 

εστίες αυτών, και εξετάζονται χωριστά για κάθε µία καµπύλη ως εξής: 

   

1) Για την έλλειψη:         

Έστω 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  η εξίσωση της έλλειψης, και 

 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 0y a X x b Y x y a x y b− − + =  η εξίσωση της καθέτου αυτής στο 

Ρ(x1,y1), η οποία γράφεται και ως εξής:  2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 0y a X x b Y x y a x y b− − + =  , 

όπου Α3=y1α2, Β3=-x1b2, και C3=-x1y1α2+x1y1b2.      

Εάν F1, F2 οι εστίες της έλλειψης, τότε οι εξισώσεις των PF1, PF2 είναι:

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2

1
1 ( ) 0,  όπου , ( ) ,

0 1

1
1 ( ) 0,  όπου , ( ) ,

0 1

x y

x y xy y x c cy y x c cy C

c

x y

x y xy y x c cy y x c cy C

c

= − + + = = Α − + = Β =

−

= − − − = = Α − − = Β − =
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1 3 3 1
1

1 3 1 3

2 2 2
2 2 2 2 21 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 1 1

1 1 2 2 2 2 2 2

 γωνία ΝΡΖ=α, τότε εφα=εφ( , )

. Αλλά ( ) ,

,  γιατί 

A B A B
ά F

A A B B

x y b y a c x y a
x y b x y a x y b a x y c

x b y a x b c

y a x b a b y
y a x b a b

a b a b a b

ν

και

− +
Ε ΡΝ Ρ = =

+

− −
− = − = −

+ +

+ = + = ⇔

uuur uuur

2

2 2 1,x
b a

+ =

 

Το οποίο ισχύει γιατί το Ρ(x1,y1) είναι σηµείο της έλλειψης. Άρα  

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1
22 2 2 2 2 2

1 1

2 2 2
3 2 2 3 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 1 1 1

( ) . Αλλά, εάν γωνίαΝΡF ,  
( )

τότε εφb= . ∆ηλαδή

εφα+εφb=0, οπότε α+b=π. Άρα, επειδή γων

x y c y a c y c x c a y c
b

a b x b c b a x c b

A B A B x y a y a c x y b y c
A A B B y a x b x b c b

εϕα − − − + −
= = = =

+ +

− − + +
= =

+ + −

1

2 1

ία α+γωνία ΝΡF  =π, τότε
γωνία ΝΡF γωνία ΝΡF .=

 

Αυτό σηµαίνει, πως, αν µια ακτίνα ξεκινά από την F2, τότε ανακλάται πάνω σε 

εφαπτοµένη, στο τυχόν σηµείο (x1,y1), και διέρχεται από την άλλη εστία 

δηλαδή την F1.          

   



����������� �
!�

 

  2) Για την υπερβολή:  

   
       

 Η εξίσωση της καθέτου στο σηµείο Ρ(x1,y1) είναι: y1α2(X- x1)+x1b2(Y-y1)=0. H 

εξίσωση της F2P: xy1-(c+x1)y+cy1=0, και η εξίσωση της F1P: xy1+(c-x1)y-

cy1=0, οπότε σύµφωνα µε τα προηγούµενα θα ισχύουν οι σχέσεις: εφα=-y1c/b2, 

και εφb=y1c/b2. Άρα γωνία α+γωνία b=π. Αλλά γωνία α+γωνία ΝΡΖ=π, άρα 

γωνία b=γωνία ΝΡΖ= γωνία F2PW, οπότε γωνία KPF1=1ορθή- γωνία b=γωνία 

KPF2.       

Άρα µια ακτίνα που ξεκινά από την  F1 και ανακλάται επί της εφαπτοµένης 

στο τυχόν σηµείο P(x1,y1) θα ακολουθεί την προέκταση της PF2.  

   

3) Για την παραβολή:          

Η εξίσωση της καθέτου στο P(x1,y1) είναι η: y1(x- x1)+p(y- y1)=0. Eπειδή δε το 

σηµείο F είναι το (p/2,0), τότε η εξίσωση της FP θα είναι: 

y1x+(p/2- x1)y- py1/2=0.          
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H FP σχηµατίζει µε την κάθετη γωνία α, ώστε:  

 εφα=
1 1 1 1 1 1 1 1

1

2 2
1 1 1 1 1

1 ( ) ( )
2 2 2 .1 12 ( )

2 2 2

p p
py y x py y x y x y

p py p px px p px p x

− − − + − + −
= = =

+ − + − +
 

   

 

Η κάθετος PN έχει κλίση τέτοια ώστε εφg= -y1/p, το οποίο έχει δειχθεί στο 

κεφάλαιο ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΕΣ ΚΑΙ ΚΑΘΕΤΕΣ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ.   

Άρα εφb=y1/p⇒εφα+εφb=0⇒γων α+γων b=π⇒γωνία FPN=γωνία b. Έχουµε 

υποθέσει, ότι η ΡΖ είναι παράλληλη µε την Οx, άρα µια ακτίνα παράλληλη 

στον άξονα xx΄ ανακλάται επί εφαπτοµένης και διέρχεται από την εστία F. Στην 
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περίπτωση 3 που η καµπύλη είναι µια παραβολή, ισχύουν επιπλέον τα εξής: 

   

Έστω ΡΖ//Ο x. Έχει δειχθεί ότι η κλίση της ΡΝ είναι ίση προς –y1/p. Η κλίση 

της KF είναι –ΚΛ/ΛF=-y1/p, άρα ΡΝ//ΚF. Επειδή ΡΚ=ΡF, όπου ΡΚ είναι η 

απόσταση του Ρ από τη διευθετούσα δ, τότε γωνία Κ1=γωνία F1, και γωνία 

ΖΡΝ=γωνία Κ1=γωνία F1= γωνία FPN. Άρα η ΡΖ ανακλώµενη διέρχεται από 

την εστία F. 

 

ΕΜΒΑ∆Α ΤΜΗΜΑΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ  

 

1) Για την παραβολή που έχει τη µορφή y=αx2+βx+γ, το εµβαδόν τµήµατος 

υπολογίζεται µε τη χρήση ολοκληρώµατος, ως εξής:    

 

1

2

3 2 3 2
2 1 1 2 2

1 2

2 21 2
1 1 2 2 1 2

2 2 21 2 1 2
1 1 2 2
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( )
3 2 3 2

[2 ( ) 3 ( ) 6 ]
6

[( ) ( ) 4 ( ) ] (4 4 )
6 2 6 2
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6

x

x

ax x ax x
x x dx x x

x x
a x x x x x x

h x x h x x
ax x ax x

h
y y yµ

β βα β γ γ γ

β γ

β γ β γ α β γ

 
+ + = + + − + + =∫  

 
−

= + + + + + =

+ +
= + + + + + + + + =

= + +

 

2)       Για την έλλειψη ακολουθείται η  εξής διαδικασία: 
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2 2

1
2 2 2 2 2 2

1

Το S=2  δίνει το εµβαδόν του τµήµατος της έλλειψης που

βρίσκεται πάνω από τον άξονα. Το τµήµα αυτό της καµπύλης έχει εξίσωση

y= . Άρα 2 2 1 ( ) 2 1 ( )

2

x dx

x
x x dx dx t d at

a

a

α

α

α α

α α

β α
α

β βα α β β
α α

β

−

− − −

−∫

− − = − = − =∫ ∫ ∫

1
2

1

2 2 22

2 2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

1 ,  όπου 1. Θέτω t=ηµω, µε - . Τότε θα ισχύει
2 2

2 ( ) 2 (1 2 )

2 (2 ) [ ] [ 2 ]
2 2

[ ] [
2 2 2

x
t dt t

a

S a d a d a d

a
a d d

π π π

π π π

π π
π π

π π
π π

π πω

β συνω ηµω β συν ω ω β συν ω ω

β αββ ω συν ω ω αβ ω ηµ ω

π π αβαβ ηµπ ηµ

−

− − −

− −
− −

− = ≤ ≤ ≤∫

= = = + =∫ ∫ ∫

+ = + =∫ ∫

+ + + ]π παβ=

 3)   Για την υπερβολή         
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Ισχύουν τα κάτωθι: 

( )

( )

( )

2 2

2
2

2 2

1 11 1  (1). Θέτω ( ) 2
2

1 11  3 . Άρα, λόγω της (2) θα ισχύει ότι: 2 0
2

1 11  4 1 [ ]
2

x x x x
dx a d t

a a a a t

x
d dt at tx a

a t

x x x x x
t t t t

a a a a t a

β β     − = − = + ⇒∫ ∫     
     

   = − − + = ⇒   
   

       = + − ⇒ − = − ⇒ − + =       
       

( )

2

2

1

1 1 1 5 .
2

x
t

t a

− ⇒

   − = −   
   

 

21 2 1 (7). Από τη σχέση (1), εφ' όσον ισχύουν οι σχέσεις (5) 

και (3) θα έχω: 

x
t

t a
   − = −   
     

2

2 2

1 1 1 1 11 ln
2 2 4 2 2 2

1 1 ln  (8).
8 2

t
t dt t

t t t

t t t
t t

αβ αβαβ

αβ αβ

    − − = − − =∫     
     

  + − −  
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2 2 2

2 2 2

Από τη σχέση (8), εφ' όσον ισχύουν οι σχέσεις
(6), (7), και (4) προκύπτει ότι:

2 1 2 1 ln[ 1]
8 2

1 ln[ 1] ,  οπότε 2 1
2 2

k

a

x a x x a x x
dx

a a a a a

x a x x x
x c dx

a a a a

β βαβ

β β β

     − = − − + − =∫      
     

     − − + − + −∫     
     

2 22 2
1 ln 1 1 [ 1]

k k

a a

k x kx x x
x a k a

a a a a a a
β β β β

=

   
         − − + − = − − + −                 
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ΘΕΩΡΙΑ 

“cogito ergo sum” (René Descartes) 

Για τις καµπύλες της παραβολής, της έλλειψης και της υπερβολής θα 

θεωρήσουµε ότι τα σηµεία F, F1, F2 είναι σταθερά, και επιπλέον ότι τα F1, F2 

ισαπέχουν από το σηµείο Ο. Με αυτές τις προϋποθέσεις θα διατυπωθεί και θα 

δειχθεί ότι ισχύει το αντίστροφο της οπτικής τους ιδιότητας. Έτσι θα έχουµε τη 

δυνατότητα µετά από περίπου 2500 χρόνια από όταν διατυπώθηκαν οι 3 πρώτοι 

ορισµοί, να χρησιµοποιήσουµε την οπτική ιδιότητα σαν τον τέταρτο ορισµό 

των κωνικών τοµών23. 

ΟΡΙΣΜΟΣ  

Θωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων, και την καµπύλη Υ=g(Χ), η οποία 

είναι παραγωγίσιµη  σε κάθε σηµείο της. Αν υπάρχει σηµείο F και δέσµη 

παραλλήλων ακτίνων, οι οποίες ανακλώµενες στις αντίστοιχες εφαπτόµενες να 

                                                                 
23 Τα νέα θεωρήµατα προέκυψαν κατά την εκπόνηση της ∆ιπλωµατικής 

Εργασίας της συγγραφέα, για την απόκτηση του Μ.∆.Ε. στη ¨∆ιδακτική και 

Μεθοδολογία των Μαθηµατικών¨. Η εργασία πραγµατοποιήθηκε υπό την 

επίβλεψη του κ. Ιωάννη Αραχωβίτη, Μέλους του Σώµατος Οµοτίµων 

Καθηγητών του ΕΚΠΑ, και µε µέλη της Τριµελούς Επιτροπής τον Καθηγητή 

του Μαθηµατικού Τµήµατος του ΕΚΠΑ κ. Σταύρο Παπασταυρίδη και τον 

Αναπληρωτή Καθηγητή του ιδίου Τµήµατος κ. Αθανάσιο Χρυσάκη.  Βλ. σε: 

Μαρία Χάλκου, ¨Κωνικές τοµές- Ιστορικό- Θεωρία¨. Μαθηµατική Επιθεώρηση 

της ΕΜΕ, 48 (1997), σελ. 32- 39. Βλ. και σε: 

Ι. Λ. Αραχωβίτη, Τεκµηρίωση ∆ιδασκαλίας, εκδ. Συµµετρία, Αθήνα 1998, σελ. 

117. 
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διέρχονται από το F, τότε και µόνον τότε η καµπύλη θα είναι παραβολή µε 

εστία το F.  Επεξήγηση: Έστω Ο το σηµείο τοµής της καµπύλης µε την ακτίνα 

που διέρχεται από το F. Θεωρώ σύστηµα συντεταγµένων που έχει θετικό 

ηµιάξονα των y την OF, και άξονα των x την κάθετη της Oy στο Ο. Τότε 

προκύπτει η παραβολή y=f(x) µε εστία το σηµείο F, όπως φαίνεται στο σχήµα 

A που παρατίθεται στην απόδειξη του θεωρήµατος που ακολουθεί. 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο ορισµός αυτός είναι πολύ σηµαντικός από 

παιδαγωγικής άποψης επειδή µας παρέχει τη δυνατότητα να εισαγάγουµε το 

µεγαλύτερο µέρος του Απειροστικού Λογισµού, δηλαδή τον ∆ιαφορικό 

Λογισµό, παρακάµπτοντας τη δυσκολονόητη έννοια του ορίου24
. 

                                                                 
24 Μία συνάρτηση f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x0, εάν και µόνον εάν υπάρχει 

συνάρτηση φ(x) συνεχής στο x0, τέτοια ώστε f(x)=f(x0)+φ(x)(x-x0). To φ(x0) θα 

είναι η παράγωγος της f στο x0, δηλαδή φ(x0) = f ΄(x0). C. Carathéodory’s, 

Funktionentheorie, Ester Band, Pub. Verlag Birkhäuser, Basel 1950, pp. 288 

[III.6]. Βλ. και σε: 1) E. Hairer- G. Wanner, Analysis by its History, Pub. 

Springer- Verlag, N. York 1996, p. 236. 2) Stephen Kuhn, The Derivative à  la 

Carathéodory, The American Mathematical Monthly, Vol. 98, No. 1 (Jan., 

1991), pp. 40 - 44, Pub.:Mathematical Association of America,  (Stable URL: 

http://www.jstor.org/stable/2324035). 

 

http://www.jstor.org/action/showPublisher?publisherCode=maa
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Ο προαναφερθείς ορισµός είναι συνέπεια του θεωρήµατος: 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Θεωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων, και την καµπύλη Υ=g(Χ), η οποία 

είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο της. Αν υπάρχει σηµείο F και δέσµη 

παραλλήλων ακτίνων, οι οποίες ανακλώµενες στις αντίστοιχες εφαπτόµενες 

διέρχονται από το  F, τότε η καµπύλη θα είναι παραβολή µε εστία το σηµείο F. 

AΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Έστω Ο το σηµείο τοµής της καµπύλης µε την ακτίνα που διέρχεται από το 

σηµείο F, όπως φαίνεται στο σχήµα Α. 
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Θεωρώ σύστηµα συντεταγµένων που έχει θετικό ηµιάξονα των y την OF και 

άξονα των x την κάθετη στο Ο της Οy. Τότε προκύπτει η παραβολή  y=f(x), 

όπως φαίνεται στο σχήµα Α.       

Θεωρώ ότι η ευθεία (φ) είναι η προσπίπτουσα ακτίνα, ΟF=κ σταθερό 

ευθύγραµµο τµήµα, ΡΒ εφαπτόµενη της καµπύλης στο Ρ, ΡΓ⊥ΡΒ, και 

1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆω ω ω ω= = = , όπου εφω είναι η κλίση της καµπύλης στο σηµείο Ρ(x,y). Άρα 
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 (Βλ. σε: Παράρτηµα). Από τη σχέση 1  προκύπτει ότι 
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( ) ( )

( )
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1 1
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2 2
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2
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Από τη σχέση (Α) θα έχω: 1 1

1 1
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Άρα 
22

2
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y k
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  = + −  
   

 

2
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2 2 2
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Στην περίπτωση (Α) συνεχίζουµε ως εξής: 
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2
22 2 2

2 2

2 2 2
2

2 2

1 ,  όπου λ
2 2 2 2

1 1 ( , ) 2  
2 2

(παραβολή)

c x c c
y k x k

c c

y x Y X Y y X x X c Y
c c

λ

λ λ

 
= − + = + = − + ⇔ 

 

− = ⇔ = = − = ⇔ =

 

Όµοια για την περίπτωση (Β). 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  

 

Θεωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων και καµπύλη Υ=g(Χ) η οποία είναι 

παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο της. Εάν υπάρχουν σηµεία F1, F2, και κεντρική 

δέσµη ακτίνων που ξεκινούν από το F1 και ανακλώµενες στις αντίστοιχες 

εφαπτόµενες διέρχονται προεκτεινόµενες από το F2, τότε και µόνον τότε η 

καµπύλη θα είναι υπερβολή µε εστίες τα σηµεία F1, F2. Επεξήγηση: 

Θεωρούµε ως άξονα των x την F1F2, και άξονα των y τη µεσοκάθετο του F1F2. 

Τότε η εξίσωση της υπερβολής θα είναι: y=f(x), όπως φαίνεται στο σχήµα Β 

που παρατίθεται στην απόδειξη του θεωρήµατος που ακολουθεί. 
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Αυτός ο ορισµός προκύπτει από το εξής θεώρηµα: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

 

Θεωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων και καµπύλη Υ=g(Χ) η οποία είναι 

παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο της. Εάν υπάρχουν σηµεία F1, F2, και κεντρική 

δέσµη ακτίνων που ξεκινούν από το F1 και ανακλώµενες στις αντίστοιχες 

εφαπτόµενες διέρχονται προεκτεινόµενες από το F2, τότε η καµπύλη θα είναι 

υπερβολή µε εστίες τα σηµεία F1, F2. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

Θεωρούµε ως άξονα των x την ευθεία που ορίζεται από τα σηµεία F1, F2, και ως 

άξονα των y τη µεσοκάθετη του F1F2. Τότε η εξίσωση της υπερβολής θα είναι: 

y=f(x) (σχήµα. Β). 
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Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης δίδεται αµέσως µετά την απόδειξη του 

θεωρήµατος που ακολουθεί. Αυτό γίνεται, επειδή και στην περίπτωση της 

έλλειψης καταλήγουµε, όπως θα διαπιστώσουµε, στην ίδια διαφορική εξίσωση. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  

 

Θεωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων και καµπύλη Υ=g(Χ) παραγωγίσιµη 

σε κάθε σηµείο της. Εάν υπάρχουν σηµεία F1, F2 και κεντρική δέσµη ακτίνων 

που ξεκινούν από το σηµείο  F1 και ανακλώµενες στις αντίστοιχες εφαπτόµενες 

διέρχονται από το F2, τότε και µόνον τότε η καµπύλη θα είναι έλλειψη µε εστίες 

τα σηµεία F1, F2.  

Eπεξήγηση: Θεωρούµε την ευθεία που ορίζεται από τα σηµεία F1, F2 ως άξονα 

των x, και τη µεσοκάθετη του F1F2 ως άξονα των y. Τότε η έλλειψη θα έχει 

εξίσωση y=f(x) (Βλέπε σχήµα Γ στην απόδειξη του θεωρήµατος που 

ακολουθεί). 

Αυτός ο ορισµός προκύπτει από το εξής θεώρηµα: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων και καµπύλη Υ=g(Χ) παραγωγίσιµη σε 

κάθε σηµείο της. Εάν υπάρχουν σηµεία F1, F2 και κεντρική δέσµη ακτίνων που 

ξεκινούν από το F1 και ανακλώµενες στις αντίστοιχες εφαπτόµενες διέρχονται 

από το F2 τότε η καµπύλη θα είναι έλλειψη µε εστίες τα σηµεία F1, F2. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
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Θεωρούµε την F1F2 ως άξονα των x και τη µεσοκάθετη στην F1F2 ως άξονα των 

y. Τότε η εξίσωση της έλλειψης θα είναι y=f(x) (σχήµα Γ).   
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2 2 2 2 2

ˆ ˆˆ ( ) . Αλλά 
1

1

(2). Από (1) και (2) έχω:
1

( )

( ) ( )

y
x

y
x yyy x

y y y x y
y x

x yy x yy
y y x y y y x y

y y x y xy x y xy y y y xy y y

εϕζ εϕθω ζ θ εϕω εϕ ζ θ εϕθ
εϕζεϕθ γ

γγεϕω
γ

γ
γ γ
γ γ

γ γ γ γ γ

−
= − ⇒ = − = = ⇒

+ +
−

−
′′ − − −+= =

′ ′+ −−
′ +
′ ′− − − − −
= ⇒

′ ′ ′ ′+ − − +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − + − − + =
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) 0

ια τη λύση της διαφορικής εξίσωσης: ( ) ( ) 0 (∆)
χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό Legendre:

y xy y x y x y xy y y y xy y y

xy y y x y xy

xy y y x y xy

γ γ γ γ γ

γ

γ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + − − + − − + − ⇒

′ ′+ − − − =

′ ′Γ + − − − =

 

H εξίσωση είναι πεπλεγµένης µορφής. Θέτουµε25 ξ=y΄(x). Άρα 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )   (επειδή η=xξ-y η =0.ξ+1.x-0=x)

y 0

10  (επειδή 0)

xy x y x y xy y

x

x

x h
y

η ξ η η ξ η
η ξ

η ξ η ξ ξ
ξ

′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ = −
′ ′= ⇒

′′ ≠

′′ ′′ ′ ′≠ = = = ≠
′′

 

Άρα η διαφορική εξίσωση (∆) γίνεται: 

                                                                 
25 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

Ο µετασχηµατισµός Legendre χρησιµοποιείται εάν y 0. Εάν δε y 0

0 0

,  το οποίο είναι άτοπο, επειδή η συνάρτηση y(x) παριστά καµπύλη
και όχι ευθεία.

x x

dy x dy
dy x dx y x c c dy cdx

dx dx
y cx c

′′ ′′≠ =

′
′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒∫ ∫ ∫ ∫

= +

 

Βλέπε σε: ∆ηµ. Κάππου, ∆ιαφορικές εξισώσεις, 2Αθήνα 1966, σελ. 140. 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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2 2 2 2 2 2

 c ln  (βλέπε παρατήρηση Ι)
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1

2 2 2 2 2 2
2 2
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2

2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1 1
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1
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c
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 πρόκειται για έλλειψη

µε ,  και  ( 1

).
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y y x x
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c x c
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Παρατήρηση I 

Aν c1 – c <0, θέτω lnc3=c – c1, οπότε  
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1 1 (1) , ή 1 1  (2).
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Από τη σχέση (1) θα έχουµε: 
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Παρατήρηση ΙΙ 
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( ) ( )
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΓΙΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ 

 Η κατασκευή των παραβολικών τηλεσκοπίων βασίζεται στην οπτική 

ιδιότητα της παραβολής.          

 Όµοια και η κατασκευή των Ραντάρ.       

 Το ίδιο ισχύει για τα φανάρια των αυτοκινήτων.     

 Η µέθοδος της λιθοθρυψίας βασίζεται στην οπτική ιδιότητα της έλλειψης, 

και εφαρµόζεται ως εξής: Η εκποµπή των ακτίνων γίνεται από τη µία εστία της 

έλλειψης, ενώ το µέρος του σώµατος του ασθενούς, το οποίο θέλουµε να 

επιδράσουν οι ακτίνες τοποθετείται στην άλλη εστία.  

 Στη βαλλιστική, η τροχιά των βληµάτων όταν η βολή είναι επισκυπτική, 

είναι παραβολή, εφόσον βέβαια δεν υπολογίζεται η αντίσταση του αέρα.  

 Οι πλανήτες κατά την κίνησή τους γύρω από τον ήλιο διαγράφουν ελλειπτική 

τροχιά της οποίας η µία εστία είναι ο ήλιος.   

 Οι ζωγράφοι όταν αναπαριστούν τον κύκλο µε προοπτική  χρησιµοποιούν 

την καµπύλη της έλλειψης.         

 Τα υπερβολικά παραβολοειδή που χρησιµοποιούνται στις στέγες αλλά και σε 

τρούλους οικοδοµηµάτων, σαν επιφάνειες κατασκευάζονται σχετικά εύκολα, 
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γιατί είναι ευθειογενείς, που σηµαίνει πως το καλούπωµα γίνεται µε 

συνηθισµένες σανίδες οικοδοµής26.        

 Οι πέτρινες γέφυρες έχουν ως επί το πλείστον µορφή παραβολής γιατί, όταν 

διερχόµενο το φορτίο ασκούνται σ’ αυτό δυνάµεις εφελκυσµού, η παραβολή 

τείνει να τις µετατοπίζει στα άκρα, όπου η κατασκευή είναι ενισχυµένη. 

  

 Στη συνέχεια εξετάζεται η γενική περίπτωση κατά την οποία ένα 

παραβολικό τριαρθρωτό τόξο φορτίζεται καθολικά από οµοιόµορφο 

κατακόρυφο φορτίο έντασης g ανά µονάδα µήκους του οριζόντιου ανοίγµατος 

l. Τότε VA=VB=gl/2, και η οριζόντια ώθηση Η θα δίνεται από τον τύπο: 

Η=
0GM /f=gl΄l΄΄/2f, όπου στη διατοµή G, η κ. ρ. 

0GM τέθηκε ίση µε gl΄l΄΄/2. 

                                                                 
26 Ι. Λ. Αραχωβίτη, Τεκµηρίωση ∆ιδασκαλίας, εκδ. Συµµετρία, Αθήνα 1998, 

σελ. 118. 
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Η κ. ρ. στη διατοµή Γ(x,x΄,y) του τόξου, αν υπολογισθεί ως συνιστών στοιχείο 

των εξωτερικών δυνάµεων που είναι αριστερά της διατοµής, είναι

 

0 0
,  όπου  η κ. ρ. στη διατοµή Γ(x,x ).

2 2

Έχει όµως δειχθεί ότι y= 0.
2 2

y

gxx gl l
y

f
f gxx gl l f

xx xx
l l f l l

Γ Γ Γ

Γ

′ ′ ′′
′Μ = Μ − Η = − Μ

′ ′ ′′
′ ′⇒ Μ = − =

′ ′′ ′ ′′

 

Από την πιο πάνω σχέση προκύπτει, ότι στο παραβολικό τριαρθρωτό τόξο 

αυτής της περίπτωσης, οι καµπτικές ροπές µηδενίζονται σε όλες τις διατοµές 

του. Η ιδιότητα αυτή ενισχύει την αξία αυτού του τόξου, το οποίο εµφανίζει 

κάτω από ορισµένες –όπως περιγράφηκαν- προϋποθέσεις, µηδενική καµπτική 

ένταση, ή έστω µικρή καµπτική ένταση, όταν η καµπύλη τείνει να γίνει 

παραβολή και η φόρτηση αποκλίνει λίγο σε σχέση µε αυτή που περιγράφηκε 

πιο πάνω27.      

                                                                 
27 Ε. Κοκκινόπουλου, Στατική, εκδ. ΤΕΕ, Αθήνα 1997, τόµ. ΙΙ, σελ. 276-295. 
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  Στην κατασκευή των κεραιών εφαρµόζεται η οπτική ιδιότητα της 

παραβολής.      

         Το ίδιο και στην κατασκευή των ηλεκτρικών θερµαστρών.    

 Σχετικά µε το ιστορικό πρόβληµα της καύσης του Ρωµαϊκού στόλου, 

πιθανολογείται ότι χρησιµοποιήθηκαν παραβολικά κάτοπτρα στραµµένα προς 

το πλοίο µε τέτοιον τρόπο, ώστε κάποιο επιλεγµένο σηµείο του πλοίου να 

θεωρείται ως εστία της παραβολής. Λόγω της µεγάλης απόστασης θεωρούµε 

ότι οι ακτίνες του ήλιου είναι παράλληλες µεταξύ τους, οπότε, αν τα κάτοπτρα 

είναι τοποθετηµένα έτσι ώστε οι ακτίνες του ήλιου να είναι παράλληλες µε τον 

κύριο άξονα της παραβολής, τότε ανακλώµενες θα διέρχονται από την εστία, 

και έτσι θα επιτευχθεί η καύση του πλοίου. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το 

εγχείρηµα έχει επαληθευτεί28 το 1973 στη Σαλαµίνα από τον ελληνικής 

καταγωγής µηχανικό Ιωάννη Σακά29, ο οποίος χρησιµοποίησε σειρά επιπέδων 

και επιχαλκωµένων κατόπτρων τοποθετηµένων έτσι ώστε να σχηµατίζουν 

παραβολή.  

                                                                 
28 Ι. Σακά, Ο Αρχιµήδης έκαυσε τον στόλον των Ρωµαίων δι’ επιπέδων 

κατόπτρων, Τεχνικά Χρονικά, (Σεπτέµβριος 1973), σελ. 771- 778. Βλ. και 

σε P. Thuillier, Tα εµπρηστικά κάτοπτρα του Αρχιµήδη, Περισκόπιο της 

Επιστήµης, αρ. 22 (Σεπτέµβριος 1979), σελ. 9 - 19. 
29 Χ. ∆. Λάζου, Μηχανική και Τεχνολογία στην Αρχαία Ελλάδα, εκδ. Αίολος, 
3Αθήνα 1993, σελ. 85. 
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Το πείραµα αυτό πραγµατοποιήθηκε µε τη βοήθεια του µαθηµατικού Ε. 

Σταµάτη30, τα δε κάτοπτρα που χρησιµοποιήθηκαν ήταν επιχαλκωµένα ώστε να 

οµοιάζουν µε τα κάτοπτρα που υποτίθεται ότι είχε στη διάθεσή του ο 

Αρχιµήδης. Το πείραµα επανέλαβαν το 2005 µε την ίδια επιτυχία επιστήµονες 

του Μ.Ι.Τ., οι οποίοι χρησιµοποίησαν 100 χάλκινα κάτοπτρα και πέτυχαν σε 

ελάχιστα λεπτά να κάψουν οµοίωµα ρωµαϊκής γαλέρας. 

                                                                 
30 Ε. Σταµάτη, Τα καυστικά κάτοπτρα του Αρχιµήδους, Αθήνα 1982, σελ. 5.  
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 Κατά την κατασκευή ορισµένων τζακιών η επιφάνεια στο βάθος της εστίας 

µπορεί να είναι τµήµα παραβολικής επιφάνειας, ώστε να επιτυγχάνεται 

µετάδοση της θερµότητας σε σηµεία κοντά στο πάτωµα. 

 

 Σχετικά µε τις πτέρυγες του αεροπλάνου, είναι γνωστό ότι στο σχήµα τους 

περιλαµβάνονται ελλειπτικά τµήµατα, επειδή έχει δειχθεί ότι έτσι επιτυγχάνεται 

η ελάχιστη οπισθέλκουσα δύναµη όταν το εκτόπισµα είναι δοθέν. Ειδικότερα 

σε µελέτη σχετική µε συγκεκριµένο τύπο αεροσκάφους (υποηχητικό) έχει 

δειχθεί ότι η συνάρτηση Γ κυκλοφορίας κατά το άνοιγµα της πτέρυγας δίνεται 

από τον τύπο:   

1
( ) 2 sin( . )n

n
y bU A nϕ

∞

∞
=

Γ = ∑       (σειρά  Fourier),  όπου 

cos ,0 ,   (U , ) η συνισταµένη ταχύτητα.
2
b

y wϕ ϕ π και ∞= − < <
ur
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Για ορισµένο συντελεστή άνωσης, η επαγόµενη αντίσταση γίνεται ελάχιστη 

όταν όλοι οι όροι της σειράς Fourier εκτός του πρώτου όρου είναι ίσοι µε 0,  

 Α2=Α3=………=0,  ή 

1
2 2

1 0 0 1

1 1
2 2 2 22 2

0
0

( ) 2 sin sin ,  όπου Γ 2 . Αλλά sin [1 cos ]

2 2[1 ( ) ] ( ) [1 ( ) ] ( ) ( ) 1

2

y bU A bU A

y y y
y

bb b

ϕ ϕ ϕ ϕ∞ ∞Γ = = Γ = = −

Γ
= − ⇒Γ = Γ − ⇒ + =

Γ
 

∆ηλαδή προκύπτει ότι η διανοµή της κυκλοφορίας κατά το άνοιγµα της 

πτέρυγας είναι ελλειπτική. Επειδή δε και η τοπική δυναµική άνωση είναι 

ανάλογη της κυκλοφορίας, τότε η φόρτιση της πτέρυγας, δηλαδή το κλάσµα µε 

αριθµητή την τιµή της στοιχειώδους άνωσης και παρανοµαστή την τιµή του 
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εµβαδού της στοιχειώδους πτέρυγας, είναι επίσης ελλειπτική. Η δε ¨χορδή¨ c(y) 

της πτέρυγας µεταβάλλεται και αυτή κατά τρόπο ελλειπτικό ως εξής:31 

2 2

0

1

( )( ) ( ) 1
2

2

c y y
b

cU∞

+ =
Γ

 

 Το ελλειπτικό σχήµα χρησιµοποιήθηκε το 1784 από το στρατηγό Μενιέ στην 

κατασκευή αερόστατων. 

 Για να δηµιουργηθεί η Ολυµπιακή φλόγα χρησιµοποιείται αντικείµενο το 

οποίο έχει τη µορφή που φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί, στο οποίο οι 

ακτίνες του ήλιου προσπίπτουν παράλληλα και ανακλώµενες διέρχονται από 

την εστία Ε. Η φλόγα ανάβει σχετικά εύκολα µε τη χρήση ίσως κάποιου 

βοηθητικού εύφλεκτου υλικού. 

 

 Προσδιορισµός στίγµατος πλοίων.      

Είναι γνωστό ότι η γωνιακή απόσταση δύο αντικειµένων µετριέται µε ένα 

φορητό όργανο τον ¨εξάντα¨,  και η όλη διαδικασία στηρίζεται στην εξής αρχή: 

Όταν φωτεινή ακτίνα ανακλάται διαδοχικά επί δύο επιπέδων κατόπτρων τα 

                                                                 
31 Γ. Μπεργελέ, Αεροδυναµική υποηχητικού αεροσκάφους, εκδ. Παπασωτηρίου, 

Αθήνα 1995, σελ. 186- 204.  
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οποία σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία φ, τότε η γωνία των διευθύνσεων αρχικής 

και τελικής ακτίνας είναι ίση προς 2φ. Στον εξάντα βασικό ρόλο κατέχει το 

τηλεσκόπιο Τ. 

 

 

 Με βάση τα αρχαιολογικά ευρήµατα και µετά από µελέτες ειδικών 

επιστηµόνων εξάγονται ασφαλή συµπεράσµατα σχετικά µε τη γεωµετρία της 

ασπίδας που χρησιµοποιούσαν στους πολέµους οι αρχαίοι Έλληνες. Βάσει 

λοιπόν αξιόπιστων στοιχείων γνωρίζουµε σήµερα ότι το σχήµα της γενέτειρας 

της διατοµής µιας ασπίδας ήταν έλλειψη µε µήκος µεγάλου και µικρού 

ηµιάξονα 300 και 120 χιλ. αντίστοιχα. Επιπλέον επιβεβαιώνεται ότι οι 

κατασκευαστές ασπίδας κατά την αρχαιότητα είχαν όλες τις απαραίτητες 

γνώσεις των δυναµικών- µηχανικών ιδιοτήτων των πολύστρωτων σύνθετων 

κατασκευών, που αφορούν στη σύγχρονη τεχνολογία32.   

                                                                 
32 Σ. Α. Παϊπέτη, Η άγνωστη τεχνολογία στον Όµηρο, εκδ. Έσοπτρον, Αθήνα 

2005, σελ. 170- 176. 
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 Ένα πρόβληµα γνωστό από την αρχαιότητα είναι αυτό της κατασκευής 

κύβου µε όγκο διπλάσιο του όγκου κύβου δοθείσης ακµής α. Ζητείται λοιπόν το 

µέγεθος x της ακµής του νέου κύβου, ώστε να ικανοποιείται η σχέση: x3=2α3, 

όπου α η ακµή του δοθέντος κύβου.       

Κατ’ ουσία ζητάµε µεγέθη x, y τέτοια ώστε α/x=x/y=y/(2α) (γιατί x2=αy, 

y2=2αx, x2=α√(2α.x)⇒x4=α2.2αx⇒x3=2α3), οπότε προκύπτει:   

  

(Ι) y2=2αx, και  

xy=2α2⇒y=2α2/x (II).  

Η καµπύλη (Ι) είναι παραβολή και η (ΙΙ) υπερβολή33.     

 Κατά τη λύση εξισώσεων ανωτέρου βαθµού χρησιµοποιείται η ¨Μέθοδος µε 

Νοµογραφήµατα¨34. Σύµφωνα µε αυτή, για να προσδιορίσω τις λύσεις µιας 

ελλιπούς εξίσωσης 4ου π. χ. βαθµού σχεδιάζω µια παραβολή και µια περιφέρεια 

κύκλου, βρίσκω τις τεταγµένες y των κοινών τους σηµείων, και λαµβάνοντας 

τα y/t βρίσκω τις ρίζες. Με κατάλληλη επιλογή του t λαµβάνω κύκλο που δίνει 

καθαρά τα σηµεία τοµής των κωνικών τοµών, ώστε µε καλή προσέγγιση να 

                                                                 

 33 Το αντίστοιχο σχήµα ευρίσκεται στη 3η σελίδα του κεφ. ΙΣΤΟΡΙΚΟ 

ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ του παρόντος βιβλίου. 
34 Ι. Λ. Αραχωβίτη, Τεκµηρίωση ∆ιδασκαλίας, εκδ. Συµµετρία, Αθήνα 1998, σελ. 

129. Βλ. και σε Μαρία Χάλκου, Κώνου τοµαί, Θεωρία και Πράξη µε έµφαση 

στις εφαρµογές για τα Τεχνικά και Επαγγελµατικά Λύκεια, ∆ιπλωµατική Εργασία 

για την απόκτηση Μ∆Ε στη ∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών 

του Μαθηµατικού Τµήµατος του ΕΚΠΑ, Αθήνα 1997, σελ. 78. 
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βρίσκονται τα y, από τα οποία τελικά προκύπτουν οι πραγµατικές ρίζες της 

εξίσωσης 4ου βαθµού.    

Έστω ότι δίδεται η εξίσωση: υ4 +α΄υ3+β΄υ2+γ΄υ+δ΄=0. Θέτω υ=z – α΄/4, οπότε 

στην εξίσωση δεν θα υπάρχει τριτοβάθµιος όρος, και κατά συνέπεια θα µπορεί 

να λυθεί µε την προαναφερθείσα µέθοδο.      

Έστω λοιπόν y2=2x (I), και 

 (x-h)2+(y-k)2=r2 (II).        

Από τη λύση του συστήµατος των δύο αυτών εξισώσεων προκύπτει ότι: 

y4+4(1- h)y2- 8ky+4(h2+k2- r2)=0⇒ 

 

2 2 2
4 2

2 3 4

4 (1 ) 8( ) ( ) ( ) 4 0y h y k y h k r
t t t t t t

− + −
+ − + = , 

 και επειδή z=y/t, τότε    

z4+αz2+bz+c=0.  

Στη συνέχεια βρίσκω τις ρίζες αυτής της εξίσωσης, οπότε έχω τα κοινά σηµεία 

των (Ι) και (ΙΙ). 

 Οι κεραίες που φέρουν συστήµατα εκποµπής ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων 

στην κορυφή τους είναι κατασκευασµένες από ¨µονόχωνα υπερβολοειδή¨35. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η κεραία του σταθµού της Μόσχας στην 

                                                                 
35 Α. Γ. Φελλούρη, Γραµµική Άλγεβρα και Αναλυτική Γεωµετρία, Αθήνα 2006, 

σελ. 177. 
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τοποθεσία Σαµπόλοφκα, η οποία κατασκευάστηκε µε σχέδιο του σοβιετικού και 

ακαδηµαϊκού Β.  Γ.  Σούχωφ. Τα δε µονόχωνα υπερβολοειδή είναι ευθειογενείς 

επιφάνειες, όπως φαίνεται στο σχήµα36.     

 

 

 Σχετικά µε τις αντισεισµικές κατασκευές, σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία που 

παρατίθεται στο τέλος της παρούσας εφαρµογής ισχύουν γενικά τα εξής:   

Το ελλειψοειδές αδρανείας ενός υλικού συστήµατος ως προς σηµείο Ο έχει 

γενικά 3 άξονες συµµετρίας, τους οποίους ονοµάζουµε πρωτεύοντες άξονες 

αδρανείας του συστήµατος ως προς Ο. Τα επίπεδα των αξόνων αυτών τα 

ονοµάζουµε πρωτεύοντα επίπεδα αδρανείας του συστήµατος ως προς Ο. Η 

µεγίστη ροπή αδρανείας του υλικού συστήµατος ως προς άξονες διερχόµενους 

δια του αυτού σηµείου του, είναι η ροπή αδρανείας του συστήµατος ως προς 

το µικρό άξονα του ελλειψοειδούς αδρανείας του συστήµατος ως προς αυτό το 

σηµείο.    

                                                                 
36 Ακαδηµαϊκή Εγκυκλοπαίδεια της Ακαδηµίας Επιστηµών Ε.Σ.Σ.∆., εκδ. Ι. 

Γιαννίκος & Σια τόµ. II, Αθήνα 1975-76, σελ. 297. 



��������	
�����������������������
��
������������
�����

 

83 

 

Προφανώς η αντίστοιχη ελαχίστη ροπή αδρανείας είναι η ροπή αδρανείας ως 

προς το µεγάλο άξονα του ελλειψοειδούς αδρανείας. Εάν, αντί για τυχόν 

σηµείο Ο λάβουµε το κέντρο βάρους Κ του υλικού συστήµατος, τότε το 

ελλειψοειδές αδρανείας37 ονοµάζεται κεντρικό ελλειψοειδές αδρανείας του 

συστήµατος.    

Σε µια διατοµή αντίστοιχα, η έλλειψη που έχει ηµιάξονες rx, ry λέγεται έλλειψη 

αδρανείας, και γίνεται κεντρική αν Ο είναι το κέντρο βάρους της επιφάνειας 

της διατοµής. Η έλλειψη αδρανείας επιτρέπει το γραφικό προσδιορισµό της 

ακτίνας αδρανείας της διατοµής ως προς τυχόντα άξονα µε κλίση α ως προς 

τον κύριο άξονα αδρανείας x. Η ακτίνα ισούται µε την απόσταση του άξονα 

από την εφαπτόµενη της έλλειψης αδρανείας, η οποία είναι παράλληλη προς 

                                                                 
37 F. P. Beer- E. R. Johnston, Στατική: Τεχνική Μηχανική, µτφρ. Γ. Χ. Φούντα, 

εκδ. Fountas, τόµ. Ι, Αθήνα 2003, σελ. 475. Βλ. και σε: ∆. Παναγιωτουνάκου- 

Γ. Παπαδόπουλου, Θεωρητική Μηχανική, εκδ. Fountas, Αθήνα 2010, σελ. 130. 
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αυτόν τον άξονα.   

  

Με την κεντρική έλλειψη αδρανείας βρίσκουµε τη ροπή αδρανείας ως προς 

τυχόντα άξονα S ο οποίος διέρχεται από το κέντρο βάρους της διατοµής. 

Φέρουµε την εφαπτόµενη της έλλειψης, η οποία είναι παράλληλη προς τον 

άξονα S και λαµβάνουµε δια της εκ του κέντρου της έλλειψης καθέτου σ’ 

αυτήν, την ακτίνα αδρανείας is. Ισχύει ότι: Js=F.is
2. Στη συνέχεια υπολογίζουµε 

τη ροπή αντοχής W, η οποία χρησιµεύει για τον υπολογισµό της µεγίστης 

τάσης στη θλίψη στις τοιχοποιίες, όπου maxσ =Ν/F+Ne/W=(N/b)(1+6e/b), µε 

F=1.b η επιφάνεια της εξεταζόµενης διατοµής 

N, η εφαρµοζόµενη επί της διατοµής κάθετη δύναµη 

W, η ροπή αντοχής της διατοµής 

e, η από του κέντρου της διατοµής απόσταση της Ν 

b, η επιφάνεια της εξεταζόµενης διατοµής 
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Βέβαια οι µηχανικοί έχουν στη διάθεσή τους πίνακες που τους ενηµερώνουν 

σχετικά µε την τιµή της επιτρεπόµενης τάσης στη θλίψη διαφόρων υλικών, π. χ. 

σεπιτρ=5 kgr/cm2, όταν πρόκειται για τοιχοποιία µε καλή ασβεστοκονία. 

σεπιτρ=12 kgr/cm2, όταν πρόκειται για τοιχοποιία µε παχιά 

ασβεστοτσιµεντοκονία. 

σεπιτρ=50 kgr/cm2, όταν πρόκειται για τοιχοποιία από σκυρόδεµα. 

Τα ανωτέρω στοιχεία είναι χρήσιµα, διότι κατά τον Α. Ρουσσόπουλο ισχύουν 

τα εξής: Για κάθε επίπεδο ελαστικό σύνδεσµο υπάρχει ένα κύριο σύστηµα 

αναφοράς. Μία δύναµη, η οποία διέρχεται από το κέντρο αυτού του συστήµατος 

προκαλεί µόνο µετάθεση, χωρίς να στρέφει το σύστηµα. Μία δύναµη δε, η οποία 

ενεργεί κατά τους άξονες του κυρίου συστήµατος, προκαλεί µετάθεση της αυτής 

διεύθυνσης.   

Η ροπή η οποία ενεργεί µόνη, προκαλεί στροφή γύρω από το κέντρο του κυρίου 

συστήµατος χωρίς µετάθεση. Εάν η δύναµη διαγράφει κύκλο γύρω από το 

κέντρο του ελαστικού συνδέσµου, τότε η αντίστοιχη µετάθεση διαγράφει 

έλλειψη και αντίστροφα. Γενικότερα, αν µια δύναµη που ενεργεί σε τυχόν 

σηµείο του ελαστικού συµπλέγµατος διαγράφει κύκλο επί του επιπέδου του 

συµπλέγµατος, πράγµα το οποίο συνήθως συµβαίνει κατά τη διάρκεια ενός 

σεισµού, τότε κάθε σηµείο του ελαστικού συµπλέγµατος διαγράφει έλλειψη επί 

του αυτού, ή παραλλήλου επιπέδου (έλλειψη µεταθέσεως τυχόντος σηµείου 

του ελαστικού συµπλέγµατος), κ. λπ38.     

                                                                 

38
 Βλέπε σε: 1) Π. Σ. Θεοχάρη, Μηχανική: Αντοχή υλικών, εκδ. ΕΜΠ, Αθήνα 

1976, τόµ. ΙΙ, σελ. 115-117.        
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 Στις κατασκευές,  για το σχεδιασµό υποστυλωµάτων χάλυβα κάτω από ένα 

κεντρικό φορτίο, οι µηχανικοί χρησιµοποιούν τύπους οι οποίοι ευρίσκονται στις 

προδιαγραφές του Αµερικάνικου Ινστιτούτου Κατασκευών Χάλυβα39. Η 

παραβολική διατοµή χρησιµοποιείται για να προβλέψει την επιτρεπόµενη τάση 

όταν πρόκειται για κοντά και µεσαίου µήκους υποστυλώµατα από χάλυβα40.  

 Η µετατόπιση του περιηλίου του πλανήτη Ερµή εξηγείται από τη Γενική 

Θεωρία της Σχετικότητας, το δε επίπεδο της τροχιάς που διαγράφει κατά τη 

µετατόπισή του θεωρούµε ότι συµπίπτει µε το επίπεδο του φύλλου αυτού του 

χαρτιού. Χάριν ευκολίας η εκκεντρότητα της τροχιάς καθώς και η µετατόπιση 

ανά περιφορά, έχουν µεγεθυνθεί αρκετά. Αν δεν λάβουµε υπ’ όψιν µας τη 

µετατόπιση, τότε η εικόνα είναι µια στάσιµη έλλειψη41. 

                                                                                                                                                                                                                       

 2) Α. ∆. Κωστέα, Τεχνολογία του πολιτικού µηχανικού, 3Αθήναι 1959, τόµ. Ι, 

σελ. 171-196. 3) Κ. Π. Παπαϊωάννου, Μηχανική, εκδ. Αθ. Καραβία, Αθήνα 

1952-54, τόµ. Ι, σελ. 175-182. 4) Α. Ρουσσόπουλου, Θεωρία ελαστικών 

συµπλεγµάτων, εκδ. ΤΕΕ, Αθήνα 1967, σελ. 58-70. 

39 American Institute of Steel Construction (AISC), Manual of Steel 

Construction, ed. AISC, 9New York 1989. 
 

40 F. P. Beer- E. R. Johnston, Μηχανική των υλικών, µτφρ. Σ. Παπαργύρη- 

Πέγιου, επιµέλεια µτφρ. ∆. Μπέσκου, εκδ. Τζιόλα, τόµ. ΙΙ, 2Αθήνα 1999, σελ. 

818. 
 

41 C. Kittel, W. D. Knight, M. A. Ruderman, A. C. Helmholz, B. J. Moyer, 

Μηχανική, µτφρ. διδακτικό προσωπικό τ. εργαστηρίου φυσικής του Ε.Μ.Π., 

επιµέλεια Γ. Βουδούρης, Πανεπιστηµιακές εκδόσεις Ε.Μ.Π., τόµ. Ι, Αθήνα 
21998, σελ. 436. 
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 Σχετικά µε πυθµένες δεξαµενών:       

Εάν στην κατασκευή τέτοιου είδους πυθµένων χρησιµοποιηθούν καµπύλες 

κωνικών τοµών, τότε προσεγγίζεται το µέγεθος µεµβρανική ένταση, το οποίο 

επιδιώκεται, επειδή στο δακτύλιο εδράσεως δεν πρέπει να µεταδίδονται 

εφελκυστικές αλλά ούτε και θλιπτικές τάσεις. Στην περίπτωση δε της χρήσης 

κωνικών τοµών έχει δειχθεί ότι η κάµψη εκτείνεται σε πολύ µικρές περιοχές42. 

 Τα κυκλικά, ή κυλινδρικά σχήµατα όταν χρησιµοποιούνται για την 

κατασκευή των τρούλων, ή οροφών κτιρίων,  χρειάζονται ενίσχυση στην 

κορυφή, ενώ στα παραβολικά αυτό δεν συµβαίνει, επειδή η λειτουργία σ’ αυτήν 

την περίπτωση δεν είναι κελυφωτή αλλά τοξωτή, αφού το αντίστοιχο τόξο δίνει 

                                                                 
42 Ε. Κοκκινόπουλου, Στατική, εκδ. ΤΕΕ, Αθήνα 1997. 
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µηδενικό διάγραµµα ροπών (π.χ. σε χιόνι). Το Πλανητάριο στη Μόσχα 

αποτελεί παράδειγµα τέτοιας κατασκευής43.      

Αυτή η εφαρµογή οδήγησε τη συγγραφική οµάδα του Κέντρου Εκπαιδευτικής 

Έρευνας του Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ. ώστε να διατυπώσει την εξής εκφώνηση 

προβλήµατος για τους µαθητές της Β΄ Λυκείου: «Η κάθετη τοµή του θόλου 

ενός πλανηταρίου είναι το ηµικύκλιο ΒΓΑ όπως φαίνεται στο σχήµα που 

ακολουθεί. Ο θόλος πρόκειται να αντικατασταθεί µε άλλον του οποίου η 

αντίστοιχη διατοµή να δίνει παραβολικό σχήµα µε κορυφή το σηµείο Ο(0,0), 

επειδή αυτό είναι πιο ανθεκτικό σε φορτία, όπως χιονιού κ.λπ. Να εξετάσετε αν 

η κατασκευή του καινούριου τρούλου καλύπτει από πάνω την παλιά» 44. 

 

                                                                 
43 Ε. Κοκκινόπουλου, Στατική, εκδ. ΤΕΕ, Αθήνα 1997. 
44 Συλλογικό έργο, Αξιολόγηση των µαθητών της Β΄ Λυκείου στα Μαθηµατικά, 

εκδ. Κέντρου Εκπαιδευτικής Έρευνας του Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., τεύχος Γ΄, Αθήνα 

1999, σελ. 204. 
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 Ο Β. Κωνσταντέλλος στη διατριβή του µε τίτλο ¨Μελέτη πεδίου 

µετατοπίσεων σε άπειρες πλάκες µε εσωτερικές ρωγµές¨ απέδειξε ότι η 

παραµόρφωση µιας ρωγµής κατά τη διάρκεια σεισµού είναι έλλειψη45.  

 Στην αυτοκινητοβιοµηχανία RENAULT46 ο P. Bézier ανέπτυξε σύστηµα 

παραµετρικών εξισώσεων καµπύλων, µε τη χρήση των οποίων οι σχεδιαστές 

σχεδιάζουν µοντέλα αυτοκινήτων χωρίς να έχουν απαραίτητα µαθηµατικές 

γνώσεις. Η παραµετρική εξίσωση του τόξου µιας καµπύλης 2ου βαθµού που 

χρησιµοποιήθηκε από τον P. Bézier έχει τη µορφή:     

υ(t)=(1- t)2υ1+λt(1- t)υ2+t2υ3, 0≤t≤1 (1), όπου υ1 , υ2 , υ3 τα διανύσµατα θέσης 

των Ρ1, Ρ2, και Ρ3 αντίστοιχα. Ο P. Bézier παρατήρησε ότι µε τη µετατόπιση του 

Ρ2 επιτυγχάνεται αλλαγή του σχήµατος της καµπύλης. 

  

                                                                 
45 Β. Κωνσταντέλλου, Μελέτη πεδίου µετατοπίσεων σε άπειρες πλάκες µε 

εσωτερικές ρωγµές, ∆ιδακτορική διατριβή Ε.Μ.Π., Αθήνα 1986. 
46 N. C. Harisson, Parametric curves: Introduction to curve design, Teaching 

Mathematics and Applications, vol. XII , n. 4, 1993, pp. 167- 173. 
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Στην πράξη, για να σχεδιαστεί το αυτοκίνητο δεν χρησιµοποιείται µια και µόνο 

πολύπλοκη καµπύλη αλλά γίνεται συνδυασµός τµηµάτων πολλών εξ αυτών. 

Αυτό επιτυγχάνεται µε το ηλεκτρονικό καµπυλόγραµµο. Έτσι π.χ.  

λαµβάνοντας δύο διαδοχικά τόξα που προκύπτουν από τη σχέση (Ι) 

σχηµατίζεται το διάγραµµα του σχήµατος, όπου Ρ1=(1,3), Ρ2=(2,5), Ρ3=(3,3), 

Ρ4=(4,1.5), Ρ5=(6,3).  
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Εάν θέλουµε στο σηµείο Ρ3 η καµπύλη να είναι πιο οµαλή, λαµβάνουµε 

Ρ4=(4,1), οπότε τα  Ρ2 , Ρ3 , Ρ4  ανήκουν στην ίδια ευθεία, δηλαδή το Ρ3 να είναι 

σηµείο καµπής. Κάποιες φορές επίσης χρειάζεται να έχουµε την ίδια 

καµπυλότητα και στα δύο τόξα.       

Επιπλέον, από τη σχέση (Ι) για 0≤t≤1, και Ρ=(x1,y1) δοθέν σηµείο, προκύπτουν 

οι εξής παραµετρικές εξισώσεις:        

x=(1- t)2x1+2t(1- t)x2+t2x3        και      

  y=(1- t)2y1+2t(1- t)y2+t2y3    

Θεωρούµε ότι τα Ρ1, Ρ3 είναι σταθερά σηµεία και µεταβάλουµε το σηµείο Ρ2. 

Έστω δηλαδή Ρ1=(0,3), Ρ3=(2,1), και το Ρ2=(2,3), και στη συνέχεια (3,4). Τότε 

θα έχουµε:         

 
2 2

22

4 2 6 4
( 1 ) ( 2 )

3 2 43 2

x t t x t t

y t ty t

= − = − 
⇒  

= + −= −    
 

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι: 

x- y=4t- 3, και από τη σχέση (2) ότι: 

 x- y= 4t- 3, άρα t=(x- y+3)/4.  

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε το t στις σχέσεις (1) και (2), οπότε:  

x2+y2- 2xy+6x+2y- 15=0         

x2+y2- 2xy+4x- 9=0          
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Οι δύο αυτές καµπύλες είναι παραβολές γιατί J2=0, J3≠0. Στη συνέχεια µε 

κατάλληλο πρόγραµµα µέσω του Η/Υ (Παράρτηµα 1β) βλέπουµε το 

¨τράβηγµα¨, όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί47. 

 

Στο σηµείο αυτό υπενθυµίζουµε ότι: 

Αν θεωρήσουµε την καµπύλη µε εξίσωση:  Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0, 

και ορίσουµε τα µεγέθη:  

1 2 3

1 3

2 1 3

1 3

, , ,  Τότε ισχύουν τα εξής:

0,  η καµπύλη είναι πραγµατική έλλειψη
(Α) J 0 0,  προκύπτουν 2 ευθείες φανταστικές

0,  η καµπύλη είναι φανταστική έλλειψη

A B D
A B

J A C J J B C E
B C

D E F

J J

J J

J J

= + = =

 
 

⇒ = 
 



p

f

f

 

3
2

3

0,  η καµπύλη είναι παραβολή
( ) J 0

0,  τότε προκύπτουν 2 ευθείες παράλληλες
J

J

 ≠ 
Β = ⇒ = 

 

                                                                 
47 Μαρία Χάλκου, Κώνου τοµαί, Θεωρία και Πράξη µε έµφαση στις εφαρµογές 

για τα Τεχνικά και Επαγγελµατικά Λύκεια, ∆ιπλωµατική Εργασία για την 

απόκτηση Μ∆Ε στη ∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών του 

Μαθηµατικού Τµήµατος του ΕΚΠΑ, Αθήνα 1997, σελ. 85. 
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2 2

2 2

2 2

3
2

3

0, 0 πραγµατικές & διακεκριµένες
τη δεύτερη περίπτωση : 0, 0 συµπίπτουν

0, 0 φανταστικές

0 υπερβολή
(C) J 0

0 δύο ευθείες πραγµατικές συγκλίνουσες

E CF D AF

E CF D AF

E CF D AF

J

J

 − −
 Σ − = − = 
 − − 

≠
⇒  =

f f

p p

p

 

 

 Σχεδίαση µε τη βοήθεια Η/Υ (CAD)48 

Όπως γνωρίζουµε, ο πίνακας Μ=
1 / 2

( , ) 1 (2)
/ 2 1

tx
x y Q

y
α

υ υ
α

−  
≡ =  −  

(1) 

παριστάνει στροφή γύρω από την αρχή των αξόνων Ο, κατά γωνία α. 

Θεωρούµε το σηµείο Ρο=(1,0) µε διάνυσµα θέσης υο=
1
0
 
 
 

. Τότε η εικόνα του υο 

µέσω της Μ δίνει διάνυσµα υ1=Μ υο, η εικόνα του υ1 µέσω της Μ ένα διάνυσµα 

υ2=Μ υ1 κ.ο.κ., τα οποία είναι αντίστοιχα διανύσµατα θέσης σηµείων Ρ1, Ρ2, 

κ.ο.κ., τα οποία κείνται επί  περιφέρειας, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήµα. 

                                                                 
48 A. Oldknow, Micromaths: using matrices to generate circles and ellipses, 

Teaching Mathematics and Applications, vol. XII, n. 4, 1993, pp. 186- 189. 
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Θέτοντας α=2π/κ, όπου κ είναι φυσικός αριθµός, και ενώνοντας τα σηµεία που 

έχουν προκύψει, δηλαδή τα σηµεία Ρο, Ρ1, Ρ2,……µε ευθύγραµµα τµήµατα, 

σχηµατίζουµε ένα κανονικό πολύγωνο µε κ κορυφές. Όταν το κ είναι αρκετά 

µεγάλο, π.χ. αν κ=40, όπου ο αριθµός αυτός θεωρείται αρκετά µεγάλος για ένα 

P.C., τότε το πολύγωνο που προκύπτει, δηλαδή το 40-γωνο προσεγγίζει 

ικανοποιητικά την περιφέρεια κύκλου.  Με αυτόν τον τρόπο αντιλαµβανόµαστε 

εποπτικά ότι το µήκος της περιφέρειας ενός κύκλου είναι το όριο στο οποίο 

τείνει η περίµετρος κανονικού κ-γώνου εγγεγραµµένου στον κύκλο αυτό. Οι δε 

συναρτήσεις συνα και ηµα αναπτύσσονται σε σειρά ως εξής: 

2 4

3 5

1 ......
2! 4!

.......
3! 5!

α ασυνα

α αηµα α

= − + −

= − + −

 

Άρα µία πρώτη προσέγγιση γι’ αυτές είναι αντίστοιχα συνα≈1, και ηµα≈α, 

οπότε ο πίνακας Μ της στροφής γίνεται: 

1
1
α

α
− 

Μ =  
 

, και δεν παριστάνει πλέον στροφή, αφού det(M)=1+α2. 
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Με αυτόν τον πίνακα, τα διανύσµατα θέσης υ1, υ2,…..κ.ο.κ. που προκύπτουν 

ορίζουν σηµεία τα οποία πλέον δεν βρίσκονται πάνω σε περιφέρεια. Πράγµατι 

1

1 1 1
1 0
α

υ
α α

−    
= =    
    

, άρα το Ρ1 απέχει από το Ο απόσταση �υ1�=√(1+α2). 

Εξάλλου 

2

2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1
 και εποµένως το Ρ  απέχει από το Ο 

1 2

απόσταση (1 ) 4 (1 ) 1 1 .

α α
υ

α α α

υ α α α α α

−  −  
= =    
    

= − + = + = + +f

 

 

Εάν επανέλθουµε στον πίνακα Μ και θεωρήσουµε ότι 

2

1
1
α

α α
− 

Μ =  − 
, όπου, όπως και για τη στροφή (1) ισχύει det(M)= 1, τότε ο 

πίνακας Μ θα είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του θα είναι ο πίνακας: 

2
1 1

1
α α
α

−  −
Μ =  

− 
. Θεωρούµε το διάνυσµα θέσης υο του σηµείου Ρο=(1,0) και 

βρίσκουµε τις εικόνες Μυο και Μ-1υο, οι οποίες ορίζουν τα σηµεία Ρ1=(1,α) και 
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Ρ-1=(1-α2,-α) αντίστοιχα. Βρίσκουµε στη συνέχεια την κωνική µε κέντρο, η 

οποία ορίζεται από αυτά τα 3 σηµεία, προσδιορίζοντας τους συντελεστές της 

εξίσωσης 2ου βαθµού: Αx2+2Cxy+By2=1. Συνεπώς θα έχουµε: 

Α=1           

Α+2αC+α2Β=1           

(1- α2)2Α- 2α(1-α2)C+α2Β=1        

Από τη λύση του γραµµικού αυτού συστήµατος προκύπτει ότι:   

Α=1=Β και C=-α/2, οπότε η ζητούµενη κωνική τοµή θα έχει την εξίσωση:  

x2- αxy+y2=1, ή         

 

1 / 2
( , ) 1  ( 2 )

/ 2 1
tx

x y Q
y

α
υ υ

α
−   

≡ =   −   
, 

όπου Q είναι συµµετρικός, οπότε έχει 2 διακεκριµένες ιδιοτιµές λ1=1-α/2, και 

λ2=1+α/2 στις οποίες αντιστοιχούν τα ορθογώνια ιδιοδιανύσµατα  

    

 

1 2

1

2

1 1
 και . Ο πίνακας Q είναι όµοιος προς το διαγώνιο πίνακα

1 1

0
D= , και η κανονική µορφή της εξίσωσης (2) θα είναι: 

0

u u

λ
λ

−   
= =   
   

 
 
 

 

x2/a2+y2/b2=1, όπου a2=1/λ1=2/(2-α), και b2=1/λ2=2/(2+α). Πρόκειται δηλαδή 

για έλλειψη µε άξονα των Χ την ευθεία x=y, η οποία παράγεται από το 

ιδιοδιάνυσµα u1, άξονα των Υ την ευθεία y= -x, η οποία παράγεται από το 

ιδιοδιάνυσµα u2, και γωνία στροφής θ=π/4. Η εκκεντρότητα αυτής της έλλειψης 

είναι e2=2α /(2+α) και έχει όριο το 0 – οπότε και η έλλειψη έχει όριο την 
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περιφέρεια του κύκλου – όταν α→0. 

  

Παρατηρούµε, ότι αν το υ επαληθεύει τη σχέση (2), τότε και το Μυ θα την 

επαληθεύει εάν t MQM=Q, επειδή: 

t (Mυ)Q(Μυ)=t υ(t MQM)υ=1, εάν t MQM=Q. Είναι πράγµατι: 

2

2 2 23 2

1 11 1 12 2 2
1 1 131 1

2 2 2 2

1
2 .

1
2

a a a
a a a

a a a a a a aa a a

a

a

  − −   − −     
 = =      − − − −       − − −      

 − 
=  
 − 
 

 

Άρα αν το υο ανήκει στην έλλειψη, τότε και τα υ1=Μυο, υ2=Μυ1, κ.ο.κ. θα 

ανήκουν επίσης στην έλλειψη. Άλλωστε αυτό επαληθεύεται και ως εξής:  
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Κατασκευάζουµε µε τη χρήση Ηλεκτρονικού Υπολογιστή τη γραφική 

παράσταση των σηµείων που έχουν διανύσµατα θέσης υο, υ1, κ.λπ., καθώς και 

τη γραφική παράσταση των σηµείων που προκύπτουν από τις παραµετρικές 

εξισώσεις: 

,  
2 2 2 2

t t t t
x y

a a
συν ηµ συν ηµ

α α
= − = +

− + − +
 της έλλειψης. Τότε οι δύο γραφικές 

παραστάσεις συµπίπτουν.         

Με ένα πολύ απλό πρόγραµµα γίνεται µε Η/Υ η γραφική παράσταση της 

ακολουθίας υο, υ1=Μυο, υ2=Μυ1, ……. για κάθε έναν από τους 

προαναφερθέντες πίνακες Μ (Παράρτηµα 1α). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ49 

∆ιαφορική εξίσωση είναι η εξίσωση, η οποία περιέχει τουλάχιστον µία 

άγνωστη συνάρτηση, καθώς και την παράγωγο της, µέχρι µιας ορισµένης 

τάξης. Όταν οι ζητούµενες συναρτήσεις είναι µιας µεταβλητής, τότε η εξίσωση 

λέγεται ¨συνήθης διαφορική εξίσωση¨, και όταν είναι περισσοτέρων 

µεταβλητών ¨µερική διαφορική εξίσωση¨.  

Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις: 

∆ιαφορικές εξισώσεις χωριζόµενων µεταβλητών: Έχουν τη µορφή   

y΄= f(x)g(y). Για την επίλυση:  

( ) ,  µε Α  το πεδίο ορισµού της f και Α  το πεδίο ορισµού 
( )

της g.

( )
( )

x y

dy
f x dx

g y

dy
f x dx c

g y

=

= +∫ ∫

 

Οµογενείς διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης: Έχουν τη µορφή 

                                                                 
49Γ. Α. Λεγάτου, Συνήθεις ∆ιαφορικαί  Εξισώσεις, Αθήνα 1967. Βλ. και σε:  Γ. 

Ν. Παντελίδη- ∆. Χ. Κραββαρίτη- Ν. Σ. Χατζησάββα, Συνήθεις ∆ιαφορικές 

Εξισώσεις, εκδ. Ζήτη, Αθήνα 21990. Βλ. και σε: W. E. Boyce- R. C. DiPrima, 

Στοιχειώδεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις και Προβλήµατα Συνοριακών Τιµών, 

επιµέλεια µτφρ. Θ. Γραµµένου, Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., Αθήνα 

1999. 
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y΄= f(x,y), όπου f(x,y) συνάρτηση συνεχής και οµογενής µηδενικού βαθµού50. 

Για την επίλυση: 

y=ux, άρα y΄=u΄x+u, άρα 

( ) ( )
( )

1, , 0
,

1, , 0
f u x

u x u f x ux
f u x

 
′ + = =  − − 

f

p
, εποµένως για x θετικό η εξίσωση 

µετασχηµατίζεται σε εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών: 

( )( )1 1,u f u u
x

′ = − . Ανάλογα επιλύεται και για x αρνητικό. 

Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης: Έχουν τη µορφή 

( ) ( ) (1),  όπου P(x), Q(x) είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ένα

διάστηµα Α. 

Αν ( ) 0,  τότε η ∆. Ε. λέγεται οµογενής γραµµική πρώτης τάξης, 

και δέχεται σαν λύσεις µη µηδενιζόµενες στο Α: y

dy
P x y Q x

dx

dy
P x y

dx

+ =

+ =

( )=Ce .P x dx−∫

 

0

0

0

0

( )

 γενική λύση της (1) είναι:

1y(x)= ( ) ( ) , , , ,
( )

όπου µ(x)=e : exp ( )

x

x

x

x

P t dt x

x

C Q t t dt C R x x A
x

P t dt

µ
µ

∫

Η

 
+ ∈ ∈∫ 

 

 
= ∫ 

 

 

                                                                 

50 Η συνάρτηση f(x,y) µε πεδίο ορισµού το Α⊆R2 που είναι τέτοιο ώστε για κάθε 

(x,y) που ανήκει στο Α και τ>0, να ισχύει: (τx,τy)�A, θα λέγεται οµογενής 

βαθµού α, όταν για κάθε (x,y) που ανήκει στο Α και τ>0, ισχύει 

f(τx,τy)=ταf(x,y). Γ. Ν. Παντελίδη- ∆. Χ. Κραββαρίτη- Ν. Σ. Χατζησάββα, 

Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις, εκδ. Ζήτη, Αθήνα 21990, σελ. 33. 
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Οι δύο µορφές εξισώσεων που ακολουθούν µετασχηµατίζονται σε γραµµικές 

∆. Ε. πρώτης τάξης: 

α) ∆ιαφορική Εξίσωση Bernoulli: 

y΄+P(x)y+Q(x)yα=0, α�R-{0,1}, µε P(x), Q(x) συνεχείς σε διάστηµα Α. 

Η επίλυση γίνεται µε τη χρήση του µετασχηµατισµού u(x)=(y(x))1-α, όταν το x 

ευρίσκεται σε µια περιοχή του x0�A, µε y(x0)=y0>0. 

Tότε θα έχουµε: u΄+(1-α)P(x)u(x)+(1-α)Q(x)=0, u(x0)=y0
1-α. 

Η ζητούµενη λύση που είναι τότε και µοναδική στο υποδιάστηµα του Α που 

περιέχει το x0 θα είναι η y(x)=u(x)1/(1-α). 

β) ∆ιαφορική Εξίσωση Riccati: 

y΄+P(x)y2+Q(x)y+R(x)=0, όπου P(x), Q(x), R(x) συνεχείς σε ένα διάστηµα Α. 

Αν γνωρίζουµε µια λύση αυτής, έστω y1(x), τότε χρησιµοποιούµε το 

µετασχηµατισµό y(x)=y1(x)+1/u(x), οπότε θα έχουµε: u΄- (2y1P+Q)u-P=0, η 

οποία είναι γραµµική διαφορική εξίσωση. 

∆ιαφορική εξίσωση ολικού διαφορικού: 
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0 0

0

0 0

( , ) ( , ) 0. Για τη λύση: 1) Ελέγχουµε αν P ( , ) ( , )

 διάστηµα

2) Υπολογίζουµε µια αρχική F(x,y)= ( , ) ( , )

3) Το γενικό ολοκλήρωµα είναι: F(x,y)=C, και
4) Όταν το Q(x ,y )

y x

yx

x y

P x y dx Q x y dy x y Q x y

P t y dt Q x t dt

σε

+ = =

+∫ ∫

≠ 0 0

0 0 0 0

0 0

0 (ή Ρ(x ,y ) 0 ),  τότε η λύση που περνά από το
(x , ) είναι y(x) (ή x(y)), και ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(x ) ,
(  x(y ) ).

y y

ή x

≠

=

=

 

∆ιαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, πεπλεγµένης µορφής: 

F(x,y,y΄)=0 (Α) 

(Ι) Όταν δύναται να λυθεί αλγεβρικά ως προς y΄, µε λύσεις: 

 y΄=fk(x,y) (Β), k=1,2,…,m, τότε προκύπτουν m το πλήθος ∆. Ε. υπό κανονική 

µορφή, και το σύνολο των γενικών λύσεων y=φk(x,Ck) k=1,2,…,m της (Β) 

ονοµάζεται γενική λύση της (Α). 

(ΙΙ) Όταν δύναται να λυθεί αλγεβρικά ως προς y, τότε η επίλυσή της ανάγεται 

στην επίλυση των εξισώσεων y=f(x,y΄) (Γ). 

Θέτουµε στη (Γ) y΄=p, και την παραγωγίζουµε ως προς x: 

f f dp
p

x p dx
∂ ∂

= +
∂ ∂

 Αυτή είναι µια ∆. Ε. πρώτης τάξης, και, αν η γενική λύση της 

είναι p=φ(x,C), τότε η γενική λύση της (Γ) είναι η y=f(x,φ(x,C)). Αν δε η 

γενική λύση της ∆. Ε. πρώτης τάξης είναι x=g(p,C), τότε η γενική λύση της (Γ) 

είναι η: x=g(p,C), y=f(g(p,C),p), όπου p είναι παράµετρος. 

(ΙΙΙ) Όταν δύναται να λυθεί αλγεβρικά ως προς x, τότε επιλύουµε την  

x=f(y,y΄) (∆). Θέτουµε δηλαδή y΄=p, οπότε έχουµε x=f(y,p), άρα: 
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1 f f dp
p y p dy

∂ ∂
= +
∂ ∂

, και, αν µεν η γενική λύση της τελευταίας είναι η p=g(y,C), 

τότε η γενική λύση της (∆) είναι η x=f(y,q(y,C)), όπου το x είναι συνάρτηση 

του y. Αν δε η γενική λύση είναι η y=φ(p,C), τότε η γενική λύση της (∆) είναι η  

x=f(φ(p,C),p), y=φ(p,C), όπου p παράµετρος. 

Γραµµική διαφορική εξίσωση ανώτερης τάξης51: 

1) ( )1( )
1 0( ) ( ) ..... ( ) ( )nn

n nx y a x y a x y g xα −
−+ + + = , όπου οι συναρτήσεις αi(x), 

i=1,…..,n και g(x) είναι συνεχείς σε διάστηµα Α. 

 Όταν g(x)=0, τότε η εξίσωση λέγεται οµογενής, και έχει προφανή λύση 

y(x)=0. 

2) ( ) ( 1)( ) ...... ( ) ( )n ny p x y q x y g x−+ + + =  Αυτή ονοµάζεται Γραµµική ∆. Ε. 

κανονικής µορφής. Είναι προφανές, ότι η ∆. Ε. της περίπτωσης (1), 

µετατρέπεται σε ∆. Ε. της περίπτωσης (2), σε ένα διάστηµα τέτοιο ώστε 

αn(x)≠0. 

Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές: 

( )

( )

1( )
1 1 0

1( )
1 1 0

..... ( )

..... 0

nn
n

nn
n

y a y a y a y f x

y a y a y a y

−
−

−
−

′+ + + + =

′+ + + + =
 

                                                                 
51 Για την επίλυση βλέπε σε: Γ. Ν. Παντελίδη- ∆. Χ. Κραββαρίτη- Ν. Σ. 

Χατζησάββα,  Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις, εκδ. Ζήτη, Αθήνα 21990, σελ. 

96. 
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[ ]

1
1 1 0

1

1 01

 ( ) ...... ,  ονοµάζεται χαρακτηριστικό 
πολυώνυµο της δεύτερης εξίσωσης. Συµβολίζω µε 

L ......  το γραµµικό διαφορικό τελεστή.

n n
n

n n

nn n

a a

d d
a a

dx dx

ο σ σ σ σ α−
−

−

− −

Τ Χ = + + + +

= + + +

 

[ ]Για να είναι η y=e  λύση της δεύτερης εξίσωσης, πρέπει L 0

0.

x

x

y

L e

σ

σ

= ⇔

  = 
 

( )

1
1 0

1 2

 y =σe ,........, . Και τότε, για να ισχύει η ισότητα

e ..... 0,  θα πρέπει το σ να είναι ρίζα του Χ(σ).

Άρα η φ(x)=e  είναι µια λύση της δεύτερης εξίσωσης.
Εάν δε σ ,

x n n x

x n n
n

x

Έ y e

a

σ σ

σ

σ

στω σ

σ σ α

σ

−
−

′ =

 + + + = 

1
1

,........,  είναι ρίζες του Χ(σ), τότε η γενική λύση της 

δεύτερης εξίσωσης είναι: y(x)=c ..... .
Εάν σ  είναι ρίζα του Χ(σ) πολλαπλότητας λ ,  τότε σ' αυτήν αντιστοιχούν
λ  λύσεις της δεύτερη

n

n

xx
n

i i

i

e c eσσ

σ

+ +

1

ς εξίσωσης γραµµικά ανεξάρτητες, και είναι οι

συναρτήσεις: e , ,......., . Τότε µε τις λύσεις που προκύπτουν
από τις υπόλοιπες ρίζες του Χ(σ), θα αποτελούν βάση.

i i i ix x xxe x eσ σ λ σ−

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 152 

α) Σχετικός αλγόριθµος βρίσκεται στο σύνδεσµο που φαίνεται στην 

υποσηµείωση 52. Για το συγκεκριµένο θέµα ενδιαφέρον παρουσιάζει και το 

υλικό που είναι καταχωρηµένο στους συνδέσµους: http://www.ibiblio.org/e-

notes/Splines/Bezier.java , http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/More.htm , 

http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Lagrange.htm  

 

 

 

                                                                 
52 Πηγή Internet:   http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Bezier.htm  

http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Bezier.java
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Bezier.java
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/More.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Lagrange.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Bezier.htm
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No pieces     4                                                    

Int. p.          150, 100 

term. p.       600, 100 

No tr.             1 

Tr. p.           150, 100 

Int. p.           200, 100 

Term. p.       600, 100 

No tr.              2 

Tr. p.            230, 70 

Tr. p.            240, 80 

Int. p.           550, 100 

Ter. p.          600, 100 

No tr.              1 

 

 

 

 

     β) 
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Tr. p.            375, 120 

Int. p.            150, 100 

Ter. p.           200, 100 

No tr.                1 

Tr. p.             175, 120 
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µε την κ. Αθηνά Πέτρου). 
 3) ¨Ο δειγµατοληπτικός έλεγχος για τον προσδιορισµό του ποσοστού κάποιου ονόµατος µε 
τη χρήση του τηλεφωνικού καταλόγου¨. Μαθηµατική Επιθεώρηση της ΕΜΕ, 56 (2001) 
(Συνεργασία µε την κ. Μαρία Μπούρικα). 
4) ¨∆ιδακτική προσέγγιση των προόδων και αναλογιών κατά τον 15ον αιώνα¨. Πρακτικά του 
Β’ Συνεδρίου Βυζαντινολόγων, Αθήνα, Σεπτέµβριος 1999. 
5) ¨Η διδασκαλία των ριζών δευτέρας και τρίτης τάξεως. Μία διδακτική  προσέγγιση που 
βρέθηκε σε ελληνικό χειρόγραφο της Βιέννης¨. Πρακτικά του Γ’ Συνεδρίου Βυζαντινoλόγων, 
Ρέθυµνο, Σεπτέµβριος 2000. 
6) ¨Aλληλεπιδράσεις Μαθηµατικής Παιδείας και Βυζαντινής Κοινωνίας του 15ου αι. κατά τον 
Βιενναίο Ελληνικό φιλ. Κώδικα 65¨. Πρακτικά του 19ου Πανελλαδικού Συνεδρίου 
Μαθηµατικής Παιδείας της Ε.Μ.Ε. µε θέµα ¨Τα Μαθηµατικά ∆ιαχρονικός Παράγοντας 
Πολιτισµού¨, Κοµοτηνή, Νοέµβριος 2002. 
Αναφορά στο άρθρο αυτό έγινε από τον κ. ∆ηµ. Πατσόπουλο στη σελ. 15 της 
∆ιδακτορικής του ∆ιατριβής µε θέµα: ¨∆ιδακτικές Ανακατασκευές της Ιστορίας των 
Μαθηµατικών¨, Τµ. Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Πατρών, Πάτρα 2006. 
7)¨Θέµατα Τεχνικής Εκπαίδευσης σε πρόγραµµα διδασκαλίας Μαθηµατικών του 15ου αι.¨. 
Πρακτικά του ∆’ Συνεδρίου Βυζαντινολόγων, Θεσσαλονίκη, Σεπτέµβριος 2002. 
8) ¨Προβληµατισµός και προτάσεις σχετικά µε παραδοσιακές µεθόδους διδασκαλίας των 
κλασµάτων. Επίδραση των «πιστεύω» του διδάσκοντα¨. Παιδαγωγικός Λόγος, τ.χ. 1 
(2002),(Συνεργασία µε τις κκ. Μπούρικα Μαρία, Πέτρου Αθηνά). 
 9)¨Αλληλεπιδράσεις µεταξύ ∆ύσης και Βυζαντίου στον τοµέα της Μαθηµατικής Επιστήµης¨. 
Πρακτικά Ε' Συνεδρίου Βυζαντινολόγων, Κέρκυρα, Οκτώβριος 2003. 
10) ¨Η Μαθηµατική Παιδεία και η ορολογία της στο Βυζάντιο κατά τον 15ον αι.¨ Εώα και 
Εσπέρια , 5, (2001-2003).  
Αναφορά στο άρθρο αυτό έχει γίνει στα περιοδικά:  

 α) Byzantinische Zeitschrift, band 101/2 (2008) : III. Abteilung, ed. Walter de Gruyter, 
Berlin, New York, p. 1066. Η αναφορά έγινε από τον Ιστορικό του Ε.Ι.Ε. κ. 
Χαράλαµπο Γάσπαρη.  

β) Byzantinische Zeitschrift. Volume 97, Issue 1, pp. 263–515, ISSN (Print) 0007-7704, 
DOI: 10.1515/BYZS.2004.263, /October/2004, Published Online: 07/02/2008 από τον P. 
Schreiner. 
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11) ¨Problems of Technical Education in a programme of teaching Mathematics in the 15th 
century according to the codex Vindobonensis phil. Gr. 65 (f.11r-126r)¨. History and 
Education in Mathematics and Informatics, ed. University of Latvia, 2003. 
 12) ¨The Pythagorean Rule and its application, according to a Greek Manuscript of the 
15th cen. in Wien¨, Review of the National (Serbian) Center for Digitization, Pub. Faculty of 
Mathematics, Belgrade, τεύχος 9 (2006).   
Αναφορά στο άρθρο έχει γίνει  
1) Στον Σερβικό Εθνικό Κατάλογο Επιστηµονικών Άρθρων στην ιστοσελίδα  
http://scindeks.nb.rs/article.aspx?query=RELAAU%26and%264774&page=2&sort=1&stype
=0&backurl=/Related.aspx%3fartaun%3d4774      
2) Στο Νewsletter of  History and Pedagogy of Mathematics     (H.P.M.), τεύχος 66, 
Νοέµβριος 2007, σελ. 10.  
3) http://www.gogetpapers.com/Explore/Ferdinand_Maria_1_Tutorials/1,  όπου µπορείτε 
να το διαβάσετε ολόκληρο. 
13) ¨Tα Μαθηµατικά των Βυζαντινών χρυσοχόων σύµφωνα µε τον Βιενναίο Ελληνικό 
φιλολογικό κώδικα 65 (φ. 11α-126α) του 15ου αι.¨. Πρακτικά (υπό έκδοση)  ΣΤ' Συνεδρίου 
Βυζαντινολόγων, Αθήνα, Σεπτέµβριος 2005.  
14) ¨Η Βυζαντινή Μαθηµατική Εγκυκλοπαίδεια¨, τοµέας "Ιστορία-Λαογραφία" στην 
ιστοσελίδα: www.arcadians.gr .  
Το άρθρο αυτό της ιστοσελίδας www.arcadians.gr. επελέγη απο την ιστοσελίδα 
µαθηµατικών της Πάτρας www.mathsforyou.gr. για τον τοµέα ‘Έλληνες και 
Μαθηµατικά’. Το άρθρο δηµοσιεύθηκε επίσης και στην εφηµερίδα του παραρτήµατος 
Ροδόπης της Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας στο φύλλο 1 Μαρτίου- Απριλίου 
2008, σελ. 6. Η αντίστοιχη ιστοσελίδα είναι: http://apeironews.blogspot.com.  
15) ¨Transcription, Introduction and Mathematical comments (in Greek)¨, Νewsletter of  
History and Pedagogy of Mathematics (H.P.M.), τεύχος 66, Νοέµβριος 2007. 
 16) "Η Ιστορία των µεθόδων των αργυροχρυσοχόων",   τοµέας "Ιστορία-Λαογραφία" στην 
ιστοσελίδα: www.arcadians.gr.                        
 17) ¨Η  Ελληνική Μαθηµατική Εγκυκλοπαίδεια των Βυζαντινών¨, Βυζαντινά τόµ. 27ος, εκδ. 
Κέντρου Βυζαντινών Ερευνών Αριστοτελείου Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης, Θεσσαλονίκη 
2007.                       
 18)  ‘The Mathematical Encyclopaedia of the 15th century, Review of the National (Serbian) 
Center for Digitization, Pub. Faculty of Mathematics, Belgrade, τεύχος 12 (2008),     
Αναφορά στο άρθρο έχει γίνει στον Σερβικό Εθνικό Κατάλογο Επιστηµονικών 

Άρθρων:    http://scindeks.nb.rs/article.aspx?artid=1820-01090812119C"=en                     
19) ¨Ιστορικές Μαθηµατικές Μέθοδοι κατά την Ελληνική Βιενναία Μαθηµατική Πραγµατεία¨, 
Ευκλείδης Γ’ της ΕΜΕ, 69 (2008).  
20) “Arithmetical operations, fractions, progressions, linear equations, and roots of real 
numbers, according to the codex Vindobonensis phil. Gr. 65 of the 15th  century”, Review 
of the National (Serbian) Center for Digitization, Pub. Faculty of Mathematics, Belgrade, 
τεύχος 14 (2009).   
Αναφορά στο άρθρο έχει γίνει στον Σερβικό Εθνικό Κατάλογο Επιστηµονικών 
Άρθρων: 
http://scindeks.nb.rs/article.aspx?query=RELAAU%26and%264774&page=0&sort=1&stype
=0&backurl=/Related.aspx%3fartaun%3d4774   
21) "Η διδασκαλία των Μαθηµατικών από την εποχή του Βυζαντίου έως τα χρόνια της 
τουρκοκρατίας και η συµβολή του Νικηφόρου Θεοτόκη, σύµφωνα µε το υπ' αριθµ. 72 
χειρόγραφο της βιβλιοθήκης της ∆ηµητσάνας", Ευκλείδης γ' της ΕΜΕ, 71 (2009).                         
 

http://scindeks.nb.rs/article.aspx?query=RELAAU%26and%264774&page=2&sort=1&stype=0&backurl=/Related.aspx%3fartaun%3d4774
http://scindeks.nb.rs/article.aspx?query=RELAAU%26and%264774&page=2&sort=1&stype=0&backurl=/Related.aspx%3fartaun%3d4774
http://www.gogetpapers.com/Explore/Ferdinand_Maria_1_Tutorials/1
http://www.arcadians.gr/
http://www.mathsforyou.gr/
http://apeironews.blogspot.com/
http://www.arcadians.gr/
http://scindeks.nb.rs/article.aspx?artid=1820-01090812119C<=en
http://scindeks.nb.rs/article.aspx?query=RELAAU%26and%264774&page=0&sort=1&stype=0&backurl=/Related.aspx%3fartaun%3d4774
http://scindeks.nb.rs/article.aspx?query=RELAAU%26and%264774&page=0&sort=1&stype=0&backurl=/Related.aspx%3fartaun%3d4774
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   ΒΙΒΛΙΑ  
      
  (Ι)  ΜΟΝΟΓΡΑΦΙΕΣ 
                            
 1) Τα Μαθηµατικά στο Βυζάντιο, Λογιστική, εκδ. Επικαιρότητα, Αθήνα 2006. 
Β’ Έκδοση: Ιστορία Μαθηµατικών, Τα Μαθηµατικά στο Βυζάντιο, Λογιστική, εκδ. Παύλος, 
Αθήνα 2007. 
 
2) Τα Προβλήµατα της Γεωµετρίας στο Βυζάντιο, Γεωδαισία, εκδ. Επικαιρότητα, Αθήνα 
2006. 
Β’ Έκδοση: Ιστορία Μαθηµατικών, Τα Προβλήµατα της Γεωµετρίας στο Βυζάντιο, 
Γεωδαισία, εκδ. Παύλος, Αθήνα 2007.   
  
3) Μελέτη του Μαθηµατικού περιεχοµένου του Βιενναίου Ελληνικού φιλ. κώδικα 65 του 
15ου αι. Εισαγωγή, Μεταγραφή και Μαθηµατικά Σχόλια, (∆ιδακτορική ∆ιατριβή) εκδ. 
Πανεπιστηµίου Αθηνών, Αθήνα 2003. 
 Το βιβλίο αυτό έχει χαρακτηρισθεί διεθνώς ΕΡΓΟ- ΠΗΓΗ (Μαθηµατικά- Ιστορία-  
Μελέτη και ∆ιδασκαλία- Βυζαντινά Μαθηµατικά). 
 
4) Το Μαθηµατικό περιεχόµενο του Codex Vindobonensis phil. Graecus 65 (φφ. 11- 126), 
Εισαγωγή, Έκδοση και Σχόλια, εκδόσεις Κέντρου Βυζαντινών Ερευνών του Αριστοτελείου 
Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης, Θεσσαλονίκη 2006. 
Το βιβλίο ψηφιοποιήθηκε το 2009 µε αντίτυπο που προσέφερε το Πανεπιστήµιο 
του Michigan, και ανάλογα µε τον όρο αναζήτησης χαρακτηριστικά αποσπάσµατά 
του είναι στη διάθεση των αναγνωστών.  
Το βιβλίο έχει χαρακτηρισθεί διεθνώς ΕΡΓΟ- ΠΗΓΗ (Μαθηµατικά- Ιστορία-  Μελέτη 
και ∆ιδασκαλία- Βυζαντινά Μαθηµατικά) και ευρίσκεται στις βιβλιοθήκες 
πολλών Πανεπιστηµίων της Ελλάδας και του εξωτερικού.  
Επαινετικά σχόλια για το βιβλίο έχουν γίνει:  
α) Σε επιστολή της Πρυτάνεως του Πανεπιστηµίου της Σορβόννης ∆ρ. Ελένης 
Γλύκατζη- Αρβελέρ. 
β) Σε επιστολή του Καθηγητή του Πανεπιστηµίου της Βιέννης Dr. Wolfram 
Hoerandner. 
γ) Σε επιστολή της Ακαδηµαϊκού και Καθηγήτριας του Πανεπιστηµίου του Harvard ∆ρ. 
Αγγελικής Λαqου. 
Αναφορά στο βιβλίο και περιγραφή του έχει γίνει στα περιοδικά 
α) Byzantinische Zeitschrift, band 101 heft 1 (2008), ed. Walter de Gruyter, Berlin, New 
York, p. 502, από τον Οµότιµο Καθηγητή της Νοµικής Σχολής του Πανεπιστηµίου 
Αθηνών κ. Σπυρίδωνα Τρωιάνο. 
β) Byzantinische Zeitschrift, band 101/2 (2008) : III. Abteilung, ed. Walter de Gruyter, 
Berlin, New York, p. 1066, από την Καθηγήτρια Βυζαντινής Φιλολογίας του Α.Π.Θ. κ. 
Σοφία Κοτζάµπαση.  
 γ) Byzantinische Zeitschrift. Volume 101, Issue 2, pp. 857–1105, ISSN (Online) 1864-
449X, ISSN (Print) 0007-7704, DOI: 10.1515/BYZS.2008.026, /March/2009 από R. Tocci. 
Published Online: 28/04/2009.)  



����������	
���

 

 
5) Η διδασκαλία των Μαθηµατικών στην Ελλάδα κατά τα τελευταία χρόνια της 
τουρκοκρατίας, σύµφωνα µε τον κώδικα 72 της Βιβλιοθήκης της ∆ηµητσάνας, 
Εισαγωγή, Έκδοση και Σχόλια, εκδ. Μαρία Χάλκου, Αθήνα 2009. 
Το βιβλίο µόλις τέθηκε σε κυκλοφορία ψηφιοποιήθηκε από τη βιβλιοθήκη "Ανέµη" 
του Πανεπιστηµίου της Κρήτης και είναι στη διάθεση των αναγνωστών στην 
ιστοσελίδα (www.anemi.uoc.gr). Χαρακτηρίστηκε δε ΕΡΓΟ- ΠΗΓΗ για την Ιστορία, τη 
µελέτη και τη διδασκαλία των Μαθηµατικών, τόσο από το Πανεπιστήµιο της 
Κρήτης, όσο και από το Πανεπιστήµιο του Harvard. 
 
 
 (ΙΙ) ΣΥΛΛΟΓΙΚΑ ΕΡΓΑ 
 
Συγγραφέας (σε συνεργασία µε τα υπόλοιπα µέλη της συγγραφικής οµάδας των 
µαθηµατικών του Κέντρου Εκπαιδευτικής Έρευνας του Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ.) των βιβλίων:  
1) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά  Β’ Λυκείου, τεύχος Β’, εκδ. ΚΕΕ του 
Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 1998. 
2) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Β’ Λυκείου, τεύχος Γ’, εκδ. ΚΕΕ του 
Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 1999. 
3) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, τεύχος Α’ Θετικής κατεύθυνσης,  
εκδ. ΚΕΕ του Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 1999. 
4) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, τεύχος Β’ Θετικής κατεύθυνσης, 
εκδ. ΚΕΕ του , Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 2000. 
5) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, τεύχος Α’ Τεχνολογικής 
κατεύθυνσης, εκδ. ΚΕΕ του Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 1999. 
6) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, τεύχος Β’ Τεχνολογικής 
κατεύθυνσης, εκδ. ΚΕΕ του Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 2000. 
7) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, τεύχος Α’ Γενικής Παιδείας, εκδ. 
ΚΕΕ του , Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 1999. 
8) Αξιολόγηση των µαθητών στα Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, τεύχος Β’ Γενικής Παιδείας, εκδ. 
ΚΕΕ του, Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., Αθήνα 2000.             
                                          

 

 

     

http://www.anemi.uoc.gr/

