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� /+	� φ(x) = anx

n + an−1x
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��� φ(x) = x4 + 3x3 + 0x2 + x+ 0 ��� θ(x) = 0x4 + 2x3 + 0x2 − x+ 1 ���
��
��� � φ(x)+θ(x) = (x4 +3x3 +0x2 +x+0 )+( 0x4 +2x3 +0x2−x+1 ) =
x4 + 5x3 + 0x2 + 0x+ 1 = x4 + 5x3 + 1#
 /+	� φ(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · a1x + a0 ��� θ(x) = bxm +

bxm−1 + · · · + b1x + b0 ��
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 �
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aibj,
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 ��
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������� φ(x) = x4+3x3+x ��� θ(x) = 2x3−x+1
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��� φ(x) ·θ(x) = (1 ·2)x7 +(1 ·0+3 ·2)x6 +(1 · (−1)+3 ·0+0 ·2+1 ·0+0 ·
0)x5+(1·1+3·(−1)+1·2)x4 +(3·1+0·(−1)+0·1)x3 +(0·1+1·(−1)+0·0)x2 +
(1 · 1+ 0 · (−1))x+ 0 · 1 = 2x7 + 6x6 + (−1)x5 + 0x4 + 3x3 + (−1)x2 +x+ 0 =
2x7 + 6x6 − x5 + 3x3 − x2 + x#
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 &. ��� �
 	��
�
 F [x] �� � � � �
�� ��� � �"
�
����� �����	������ ���
 ��� �
� F !  � ��
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�� (φ(x) + θ(x) ) + ψ(x) = φ(x) + ( θ(x) + ψ(x) )�
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�� � φ(x), θ(x), ψ(x) ∈ F [x]�

�� φ(x) + θ(x) = θ(x) + φ(x)� ��� 
�� � φ(x), θ(x) ∈ F [x]�

�� φ(x) + 0 = 0 + φ(x) = φ(x)� ��� � �� φ(x) ∈ F [x]�

!� "�� � �� φ(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0 ∈ F [x] �� �#�� �
−φ(x) = (−an)xn + (−an−1)xn−1 + · · · (−a1)x + (−a0) ∈ F [x] $���
%�� φ(x) + (−φ(x)) = (−φ(x)) + φ(x) = 0�

&� (φ(x) · θ(x) ) · ψ(x) = φ(x) · ( θ(x) · ψ(x) )�

��� 
�� � φ(x), θ(x), ψ(x) ∈ F [x]�

'� φ(x) · θ(x) = θ(x) · φ(x)� ��� 
�� � φ(x), θ(x) ∈ F [x]�

(� φ(x) · 1 = 1 · φ(x) = φ(x)� ��� � �� φ(x) ∈ F [x]�

)� (φ(x) + θ(x) ) · ψ(x) = (φ(x) · ψ(x) ) + ( θ(x) · ψ(x) )

��� 
�� � φ(x), θ(x), ψ(x) ∈ F [x]�
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�
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� F ! ���� �
� ����� ��� �� 	�� @%���� ���
� &.#

������� �-�-- ,-�� φ(x) ��� θ(x) �� ������� ����%����� 
� ��#����

�� -�� φ(x)+θ(x) = 0 ��� deg(φ(x)+θ(x) ) ≤ max( deg φ(x), deg θ(x) )�
. ����
�� ��� ����������� �#$�� ����� ��	��� �
�� ��� ��������
��� � ��� ����%���� $#��� �� ���� ����
 ��� �������� ������� ������
�������$�

�� deg(φ(x) · θ(x) ) = deg φ(x) + deg θ(x)�
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���+�� /&��	� 	������� � � 
��	���#

.��(�%�� �-�

3# /+	� φ(x) ∈ F [x]# ���*�� ��� ������� θ(x) ∈ F [x] ���
�
 �	�� φ(x) θ(x) =
1 �� ��� ���
 �� �
 φ(x) @ 
���� ��� �
 θ(x). ����� 	��'��� �
������
#

,# /+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x]# ���*�� ��� φ(x) θ(x) = 0 �� ��� ���
 ��
�
�����	�
� ��� ��� �� φ(x) ��� θ(x) ����� �
 �������� �
������
#

6# ���*�� ��� ��� ������� �
������
 φ(x) ∈ R[x] ���
�
 �	�� (φ(x))11 =
(x+ 1)22 + (x− 1)2004#
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 ��� ������	�� 	�
 	��
�
 Z
� � ������ � ���'���# &��� ��� ����� �� ���������� �� �����	��	
��� ��� ��
��
 	��
�� Z ��� F [x] ��
�� 	��������� ����
���#

/+	� ��
 �
������� φ(x), θ(x) ∈ F [x]# ;� ���� ��� �
 �
������
 φ(x)
������� �
 �
������
 θ(x) ��� '� 	��%
��
��� φ(x) | θ(x) �� �������
π(x) ∈ F [x] ���
�
 �	�� θ(x) = φ(x)π(x)# 5
���� $
��� ���� �� �
��� ��� �

φ(x) ������� �
 θ(x) ���� ��� �
 �
������
 θ(x) ����� �	��������	 �
� φ(x)
� ��� �
 �
������
 θ(x) ���������� ��� �
 �
������
 φ(x)#

&� �
��� ������� ���	�� 	�������� �
� ��
��
����
� 
��	�
�! ��� 
�
��� '�
���	��
�
�
��� 	���� 	�� ������� � ��� ��������� ���$
��#

3# �
 �������� �
������
 ���������� ��� ��'� ���
 �
������
# 5�������!
��� ��'� φ(x) ∈ F [x]  � �� 	��� �	���� φ(x) 0 = 0#
����� �
 �������� �
������
 0 ������� ���
 �
 �������� �
������
# +�
��� �
	�� �������! ���� ���$
��� φ(x) | θ(x) '� ���

��� ��� φ(x) �= 0#

,# A�
'��
��� ��� φ(x) | θ(x)# ���� ������� �
������ π(x) ∈ F [x] ���
�

�	�� θ(x) = φ(x)π(x)# 5������� �� ������ ��� ��� ���
 π′(x) ∈ F [x] ��
θ(x) = φ(x)π′(x)! ���� '� ������ θ(x) = φ(x)π(x) = φ(x)π′(x)# ������
φ(x) (π(x) − π′(x) ) = 0 ��� ������ �
 φ(x) ��� ����� �
 �������� �
������

��
��� π(x) − π′(x) = 0! ��� π(x) = π′(x)#

6# A�
'��
��� ��� φ(x) | θ(x)! ���� deg(φ(x) ) ≤ deg( θ(x) )! 
���� ��
φ(x) | θ(x) ��� θ(x) |φ(x)! ���� deg(φ(x) ) = deg( θ(x) )# 5�������! �
��
 �����
��
$���� ��� ��� 5����	� 3#3#,#

8# >�'� @�� ��������. 	��'��� �
������
 c ������� ��'� ���
 �
������
#
5�������! ��� ��'� π(x) ∈ F [x] ��
��� φ(x) = c · ( c−1 · φ(x) )#

2# &� φ(x) | θ(x)! ���� ��� ��'� 0 �= c ∈ F [x] ��
��� ��� c · φ(x) | θ(x)#
/&�� �� φ(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · a1x + a0! ���� �
 �
���� �
������


a−1
n · φ(x) ������� �
 θ(x)#
<# A�
'��
��� ��� �
 �
������
 φ(x) ������ �
 �
������
 θ(x) ��� ��� �


�
������
 θ(x) ������� �
 �
������
 σ(x)! ���� ��
$���� �
 φ(x) ������� �

σ(x)#

9# A�
'��
��� ��� �
 �
������
 φ(x) ������� �� �
������� θ1(x) ��� θ2(x)!
���� �
 φ(x) ������� �
 �
������
 α(x)·θ1(x)+β(x)·θ2(x)! ��� ��� �� �
�������
α(x), β(x) ∈ F [x]# @ �����B .#

/+�� �� 	��'��� �
������
 p(x) ∈ F [x] '� ������� ������	 ��� �
�



+ 	�
���� �� ��������

F @� ���� �
 	�
 F [x]. �� 
� ���
� ��������� �
� 	�
 F [x] ����� �� 	��'���
�
������� ��� �� �
������� ��� �
�$�� c p(x)! c ∈ F # 4	
������ �
 �
������

p(x) ∈ F [x] ����� ���� �
 ��� �
� F �� ��� �� 	��	� p(x) = φ(x) θ(x)! ��
φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��
������ ��� ��� ��� �� φ(x), θ(x) ����� 	��'��� �
������
#

( ���
�� �
� ������
� �
�� ���
� ����� 	�������� 	�� ������ � � �
��"
 ��� �# /�� � '� �
��� 	�� �������! �� ���� �� �
������� ��
�� ���������
����
��� �� ��� ��������� � � ���� � ���'��� 	�
�� ������
��# ������������
�	���� �
 �*�� 	�������� '������#

/%	���� �--�- / �� �� �����
 ����%���� φ(x) ∈ F [x] �� 0��� �� ���
�
���� ����%��� ���������� �� F [x] �� �������
 �
��� ���������$��
�� �#��� ������� ����� �� ���� ����%���� pi(x) ∈ F [x], i = 1, 2, . . . , n
��� �������
 c ∈ F $��� %��� �� ��� ��0��� ��
1� � ���� �� �����
����
φ(x) = c p1(x) p2(x) · · · pn(x)�

&� ��� � ������*� ��� ����*�� ���
� � �
�� ��� � ����� ���
�� ��� '�
��
�
�	� �� �
'�� ����! � �
���������� ���� ���
��� ���$�� ������� ���
���
�
� '� �������'
�� 	�� �������# )�� �
 ���
 ���� � ������*� ���
� �
�
;� �����
� '� �
'�� ��������#

&�� �
� 
��	�� �
� ������
� �
�� ���
� ������ ��� ��� �� �
������� ��
%�'�� 1 ����� ���� ��# �
 �� ��
$��'
��� �� � �� ��� �
������
 �� %�'��
���������
 �
� 1 ����� ���� �
 ��� ����� ��'��
� ���
�
 ��� �*������� ��� �

	��
�
 F � � 	������	���#

+��	�� '� '����� �� ���	����
��� ��� ���� 	���	�� ��� �
�
� 	����
� 	�"
�����	��� �*���
��� �� ��� �
������
 ����� ���� �
# )�� ����������! �

�
������
 x2 + 2 ����� ���� �
 ��� �
� 	����
� � � ����������� ���'���!
���� ��� ����� ���� �
 ��� �
� 	����
� � � ��������� ���'���! �$
� x2 + 2 =
(x+ i

√
2) · (x− i

√
2)#

������� �--- / �� �� �����
 ����%���� φ(x) ��������� ��
 2��� #��
���3 $�� �� ���� ����%�����

*�
���+�� ;� �$����	
��� ���� �� 	�
 %�'��! �	� n! �
� φ(x)# &� �
 φ(x)
����� ���� �
! ���� ���� ���������� ��� �
� ����� �
�# A�
'��
��� ��� �
 φ(x)
��� ����� ���� �
 ��� ��� ��� �� �� 	��'��� �
������� �� %�'�� ��������
 �
�
n �����
����� ��� ��� ���� �
 �
������
# )�� �
 φ(x) �����
�� �� 	��'���
�
������� φ1(x) ��� φ2(x) ���
�� �	�� φ(x) = φ1(x)φ2(x)# �� φ1(x) ��� φ2(x)
��
�� %�'�� ��������
 �
� n ��� ��
��� � ��� ��� ���'�	� ��� ���� ��� ��'�
��� ��� ���� ���������� ��� ��� ���� �
 �
������
! ��� ��� �
 φ(x) ����������
��� ��� ���� �
 �
������
#



���� ������������ ���������� ������� �������� "

�
 ������
 '������! �� 	��  � ��������	� �������� �	������
��� @ � �������� �������� �	�������� . ����� �
�� 	�������� 	��
������ ���
��� � � � �
�� ��� �#

/%	���� �--�- ,-�� φ(x), θ(x) ∈ F [x] �� φ(x) �= 0� 4
� �� �#���
������� π(x), υ(x) ∈ F [x] $��� %�� θ(x) = φ(x)π(x)+υ(x) ��� 	 υ(x) = 0
	 deg(υ(x)) < deg(φ(x) )�

*�
���+�� /+	� ��� �
 �
������
 φ(x) ������� �
 θ(x)# ���� ��
$���� ���
�� 	��	� θ(x) = φ(x)π(x) ��
��� ��� �� π(x) ��� υ(x) = 0 ����
�� ���
��
'�	��� �
� ;� �����
�# A�
'��
��� ��� �
 φ(x) ��� ������� �
 θ(x) ��� �	� 
A = { θ(x) − φ(x) τ(x)! ��
� τ(x) ∈ F [x] }# /+	� υ(x) = θ(x) − φ(x)π(x)
��� 	�
����
 �
� 	����
� A �� �
� ��������
 ������ %�'��# ���� ��
$����
θ(x) = φ(x)π(x) + υ(x)#

;� ���*
��� ��� deg(υ(x) ) < deg(φ(x) )# 5�������! ��
'��
��� ��� υ(x) =
θ(x) − φ(x)π(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · a1x+ a0! φ(x) = bxm + bxm−1 +

· · · + b1x + b0 ��� deg(υ(x) ) = n ≥ m = deg(φ(x))# ���� �� �
�������
υ(x) ��� (anb

−1
m )xn−mφ(x) ����� �
� ���
� %�'�
� ��� ��
�� ����'��
�� 	����"

��	���! ��
��� � �
 �
������
 υ(x) − (anb
−1
m )xn−mφ(x)! ���� %�'�� �������"

�
 ��
 �
 %�'�� �
� υ(x) ��� ������
� υ(x) − (anb
−1
m )xn−mφ(x) = θ(x) −

φ(x)π(x)− (anb
−1
m )xn−mφ(x) = θ(x)− (π(x)+(anb

−1
m )xn−m )φ(x) ∈ A# �
�"

�
 ����� ��
�
 ��� ��� ���
�� �
� �
�� ���
� υ(x)  � �
������
 �� �
� ��"
������
 %�'�� ��� ��� �� �
������� �
� ����
�� 	�
 	��
�
 A# +�
��� �
deg(υ(x) ) < deg(φ(x) )#

�� �
������� π(x) ��� υ(x) �� ��� �������� θ(x) = φ(x)π(x) + υ(x) ���
deg(υ ) < deg(φ(x) ) ����� �
������# 5�������! ��
'��
��� ��� ����� ��� ��
π(x) ��� υ(x) �����
�� ��� �� �
������� π′(x) ��� υ′(x) ���
�� �	�� θ(x) =
φ(x)π′(x) + υ′(x) ��� deg(υ′(x) ) < deg(φ(x) )# ���� �$�������� ���� ����
��� 	��	��� θ(x) = φ(x)π(x) + υ(x) ��� θ(x) = φ(x)π′(x) + υ′(x) ��
���
φ(x)(π(x)−π′(x) ) = υ(x)−υ′(x)! �� υ(x)−υ′(x) �= 0! ���� ��� π(x)−π′(x) �=
0! 
���� ��� ��� 5����	� 3#3#, ��
��� ��� deg(υ(x) − υ′(x) ) ≥ deg(φ(x) )#
�
��
 ����� ��
�
! �$
� deg(υ(x)−υ′(x) ) ≤ max( deg(υ(x) ), deg(υ′(x) ) ) <
deg(φ(x) )# /&�� υ(x) = υ′(x) ��� π(x) = π′(x)#

�
 �
������� π(x) ��� υ(x) 	�
 ��
��
����
 ;������ 
�
��
���� ����"
	�
��� �
 ����	 ��� �
 ����	��	 ��� ������	�� �
� �
�� ���
� θ(x) ���
�
� �
�� ���
� φ(x)#

�������(�%�� �--�-

3# ��
 ��
��
����
 ;������! �� θ(x) = 0 � deg( θ(x) ) < deg(φ(x) )! ����
��
$���� π(x) = 0 ��� υ(x) = θ(x)#



0 	�
���� �� ��������

,# &� �
��� ��
	������ ��� ������*� �
� ��
��
����
� ;� �����
�! '�
����� ��	
��� �� �� 	�� 	� ��
�� ��� ��'
�
 ������	�� �
�� ��� �#
;� ��	
��� ��� ����������! ��
� �
��
 '� $���� ��������#

���!�%����- /+	� θ(x) = 4x5−3x4−7x2+6 ��� φ(x) = x3+7x2+3x−2#
;��
��� �� ���
��� �� ������	� �
� θ(x) �� �
 φ(x)# 5������
��� ��� 
 %�'���
�
� θ(x) ����� ���������
� ��� �
 %�'�� �
� φ(x) ��
��� � ������ �� %�
��� ���
�
������
 π(x) ���
�
 �	�� deg( θ(x) − φ(x)π(x) ) < deg(φ(x) )# � ����	�
"
%�'��
� 	������	��� �
� θ(x) ����� 4! �
������	��
��� �
 �
������
 φ(x) ��
�
 �
�����
 4x5−3! �
 ��
����	�� ( 4x5−3 )·φ(x) = 4x5+28x4+12x3−8x2 �

�$���
��� ��� �
 θ(x) ��� ��
��� θ(x)−( 4x5−3 )·φ(x) = −31x4−12x3+x2+6#
�
 �
������
 π1(x) = 4x2 ����� ��� “�������	
” �����
 ��� �
 �
������

υ1(x) = θ(x)− ( 4x5−3 ) ·φ(x) = −31x4 −12x3 +x2 +6 ����� ��� “�������	
 ”
����
��
# 5������
��� ��� 
 %�'��� �
� υ1(x) = −31x4 − 12x3 + x2 + 6 �����
��������
� ��� �
 %�'�� �
� θ(x)! ���� ����� ���������
� ��� �
 %�'�� �
�
φ(x)! ��
��� � ��������%��
��� ��� ��
��
����� �������	��# � ����	�
%�'"
��
� 	������	��� �
� υ1(x) ����� −31! �
������	��
��� �
 �
������
 φ(x) ��
�
 �
�����
 −31x4−3! �
 ��
����	�� (−31x4−3 ) · φ(x) = −31x4 − 217x3 −
93x2 + 62x �
 �$���
��� ��� �
 υ1(x) = −31x4 − 12x3 + x2 + 6 ��� ��
���
υ1(x)− (−31x4−3 ) · φ(x) = 205x3 + 94x2 − 62x+ 6# �
 �
������
 υ2(x) =
θ(x)−( 4x2−31x )·φ(x) = 205x3+94x2−62x+6 ����� �
 ������
 “�������	
”
����
��
# 5������
��� ��� 
 %�'��� �
� υ2(x) = 205x3 + 94x2 − 62x + 6
����� ��������
� ��� �
 %�'�� �
� υ1(x)! ���� ��� ����� ��������
� ��� �

%�'�� �
� φ(x)! ��
��� � ��������%��
��� ��� ��
��
����� �������	��# �
����	�
%�'��
� 	������	��� �
� υ2(x) ����� 205! �
������	��
��� �
 �
���"
���
 φ(x) �� �
 �
�����
 205x3−3 = 205! �
 ��
����	�� ( 205 ) · φ(x) =
205x3+1435x2+615x−410 �
 �$���
��� ��� �
 υ2(x) = 205x3+94x2−62x+6
��� ��
��� υ2(x)−( 205 )·φ(x) = −1341x2−677x+416# �
 �
������
 υ(x) =
υ2(x)−( 205 ) ·φ(x) = θ(x)−( 4x2−31x+205 ) ·φ(x) = −1341x2−677x+416
����� �
 ����
��
 ��� ������	��! �$
�! �� � �������
���! ���� %�'�� ��������

��� �
 %�'�� �
� φ(x) ��� �
 �
������
 π(x) = 4x2−31x+205 @�
 
�
�
 �����
�
 �'�
�	�� � � �
� ��� � �� �� 
�
�� ����
���� �
������	����� �
 φ(x).
����� �
 �����
 ��� ������	��#

��������� � ��
��
����� �������	�� '� ��
�
�	� �� ������$��  � �*��



���� ������������ ���������� ������� �������� �

4t5 − 3t4 + 0t3 − 7t2 + 0t + 6 t3 + 7t2 + 3t− 2
4t5 +28t4 + 12t3 − 8t2 4t2 − 31t+ 205

−31t4 − 12t3 + t2 + 0t + 6
−31t4 −217t3 − 93t2 + 62t

205t3 + 94t2 − 62t + 6
205t3 + 143t2 +615t −410

−1341t2 −677 +416

�������� ������ ��������� ����������

5��� ��	
��� �
� 
��	�� �
� ����	�
� �
��
� �������� �
�� ��� �! '� '�"
���� �� ��������	
��� ���! �� φ(x), θ(x) ∈ F [x]! ����! �� � ��
��� ���	������!
��'� 	��'��� �� �������� �
������
 c ������� ��� �� ��
 �
�������# ������
��� �� �
������� ���� �����
�� ������ �����$��# +�
��� � �����
�� �
��
�
��������� ��
 �
�� ��� � 
� 
�
�
� ����� �
���� �
�������#

1������ �--#- ,-�� φ(x), θ(x) ∈ F [x] 
#� ��� � ��� ������� ����%�����
$�� ����%���� d(x) ∈ F [x] �� �$���� ������	� �	���� �������� �� φ(x)
��� θ(x) ���

(i) d(x)|φ(x) ��� d(x)| θ(x)� 5����	 � ����%���� d(x) ����� ����
� �����$�
�� �� φ(x) ��� θ(x)�

(ii) 4� d(x) ����� �����
 ����%�����
(iii) *� δ(x) ∈ F [x] �� δ(x)|φ(x) ��� δ(x)| θ(x)� 
� δ(x)| d(x)� 5����	

� �� ����
� �����$�� �� φ(x) ��� θ(x) ����� �����$�� �� d(x)�

;� ���*
��� ��� 
 ����	�
� �
���� ��������� ��
 �
�� ��� �! �� � � 
�
� �
�
�����	�
� �
 ��� ����� �� ��������! ������� ��� ����� �
�������#

�
 ����	�
 �
��� �������� ��
 �
�� ��� � φ(x) ��� θ(x) '� �
� 	��%
��"

��� �� d(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x) ) � ���� d(x) = (φ(x), θ(x) )

��
�
��� �� �
��� ���
�� ��� �� ������� �#�#�# � � φ(x) ��� θ(x)! ����
����� ����� �
�������# 5������� ��
'��
��� ��� �����
�� ��
 �
������� d1(x)
��� d2(x) �� ��� ��������� �
� 
��	�
�# ���� ��� ��� (i) ��� (iii) �
� 
��	�
�
��
��� ��� d1(x)| d2(x) ��� d2(x)| d1(x)# ������ ������� c ∈ F [x] ���
�
 �	��
d1(x) = c d2(x)# &��� �� d1(x), d2(x) ����� �
����# /&�� d1(x) = d2(x)#

5��� ��
���*
��� ��� 
 �#�#�# ��
 �
�� ��� � ������� ���	�����
��� ��� ��
��� �� ��
 �
������� ����� �������� �
�������! ���� 
 �#�#�# ��� 
������! �$
�
� (iii) 	�
� 
��	�� ��� ����
�
������ @�����B.#

;� ��
���*
��� ���� ��� ;������ �
 
�
�
 ��� ���
 ��� �*�	$����� ���
����*� �
� �#�#�# ��
 �
�� ��� �! ���� ��� ����� ��� ��� ��$��	� �
�  �
“��������” 	�����	�� � � ��
 �
�� ��� �#



�2 	�
���� �� ��������

/%	���� �--+- ,-�� φ(x), θ(x) ∈ F [x] 
#� ��� � ��� ������� ����%�����
4
� �� �#�� � �$����� ����
� �����$�� d(x) �� φ(x) ��� θ(x) ��� �����$��
�� �#��� α(x), β(x) ∈ F [x] $��� %�� d(x) = α(x) · φ(x) + β(x) · θ(x)�

*�
���+�� /+	� U = {λ(x)φ(x) + κ(x)θ(x) | λ(x), κ(x) ∈ F [x] }# 5�����"
�
��� ��� 	�
 	��
�
 U ����
�� �� �
������� φ(x) ��� θ(x) @����� B.# +��	��
	�
 	��
�
 U ����
�� �
���� �
�������# 5������� �� η(x) = λ(x)φ(x) +
κ(x)θ(x) ����� ��� �� �������� 	�
����
 �
� U �� 	������	�� �
� ����	�
%�'��
�
��
� c! ���� �
 �
������
 c−1η(x) = (c−1λ(x))φ(x) + (c−1κ(x))θ(x) �����
�
���� ��� ������ 	�
 	��
�
 U #

&�� ��� ��
��
������ ��������	��� ������ ��� ��
�
��� �� �����*
��� ���
	�
����
 d(x) = α(x)φ(x) + β(x)θ(x) �
� U ! �
 
�
�
 �� ����� �
���� ��� ��
���� �
� ��������
 %�'�� ��� ��� �� �� �������� 	�
����� �
� U #

�
 d(x) ����� �
����! ��� ����
� �� 	��'��� (ii) �
� 
��	�
�#
/+	� δ(x) ∈ F [x] �� δ(x)|φ(x) ��� δ(x)| θ(x)! ���� ��
$���� �
 δ(x)| d(x)#

/&�� �
 d(x) ����
� �� 	��'��� (iii) �
� 
��	�
�#
&�
����� �� ��
���*
��� �� 	��'��� (i)#
/+	� τ(x) = λ(x)φ(x)+κ(x)θ(x) ��� 	�
����
 �
� 	����
� U ! '� ���*
���

��� d(x)| τ(x)#
&�� �
� ������'�
 ������	�� �
�� ��� � �����
�� �
������

π(x), υ(x) ∈ F [x] ���
�� �	�� τ(x) = π(x) d(x) + υ(x) �� υ(x) = 0 �
deg(υ(x) ) < deg( d(x) )# +�
��� � ��
��� υ(x) = τ(x) − π(x) d(x) =
λ(x)φ(x)+κ(x)θ(x)−π(x)(α(x)φ(x)+β(x)θ(x) ) = (λ(x)−π(x)α(x) )φ(x)+
(κ(x) − π(x)β(x) )θ(x) ∈ U # A�
'��
��� ��� �
 υ(x) ��� ����� �
 ��������
�
������
! �� c ����� 
 	������	��� �
� ����	�
%�'��
� ��
� �
�! ���� �
 �
"
������
 c−1υ(x) ����� �
����! ������ 	�
 U ��� ���� %�'�� �	
 �� �
� %�'��
�
� υ(x)! 
 
�
�
� ����� ���	�� ��������
� ��� �
 %�'�� �
� d(x)# &��� �����
��
�
 ��� ��� ����
�� �
� �
�� ���
� d(x)# &�� υ(x) = 0# ������ �
 d(x)
����� �
���� ��������� �� � � � 	�
���� � �
� 	����
� U ! ��� ��� � � φ(x) ���
θ(x)#

�������(�%�� �--"-

3# /�� � ��
������ ��� �
� 
��	�� ��� ��
��
������ ��������	��� 
 �#�#�#
��
 �
�� ��� � ���� �
 ���������
 %�'�� ��� ��
�� �
�� �
��
�� ����"
����� � � ��
 �
�� ��� �#

,# /+	� φ(x) ��� θ(x) ��
 �
������� �� �
 φ(x)| θ(x)# ���� �#�#�#
(φ(x), θ(x) ) = c−1φ(x)! ��
� c ����� 
 	������	��� �
� ����	�
%�'"
��
� ��
� �
� φ(x)#



���� ������������ ���������� ������� �������� ��

6# /+	� φ(x) ��� θ(x) ��
 �
������� ��� c1, c2 ��
 �� �������� 	�
�����
�
� 	����
� F # ���� �#�#�# (φ(x), θ(x) ) = �#�#�# ( c1 φ(x), c2 θ(x) )
@����� B.#

���������� ����������

�
 ��
��
����
 ;������ ��� ��� ����� ��� ����
 ��
�
��	�
� �
� �#�#�#
��
 �
�� ��� � φ(x) ��� θ(x)! �
�� �� ����		����
 ��� ��
�
��� �� ��
�
��"
	
��� �
������� 	������	��� α(x) ��� β(x) ���
�� �	�� �#�#�# (φ(x), θ(x)) =
α(x)φ(x) + β(x)θ(x)#

( ������� �����	� ��
����� �
 ����
 %��� 	�
� ������'�
 C�� 	��  �
 ���%��%�� .�����)��C �
� ��
�
���� �
 ����	�
 �
��� �������� ��
 �
"
�� ��� � @ ��� 	������ �*�	$����� ��� ��� ����*� �
� .#

������� �--0- ,-�� φ(x) ��� θ(x) �� ������� ����%����� *� υ(x) �����
� ��
����� �� ��������� �� θ(x) ��� �� φ(x)� 
� ������( θ(x), φ(x) ) =
������ (υ(x), φ(x) )�

*�
���+�� &�� ��� ��������� ��� ������	�� ��
��� ��� ������� π(x) ∈ F [x]
���
�
 �	�� θ(x) = π(x)φ(x) + υ(x)# /+	� d1(x) = �#�#�#( θ(x), φ(x) ) ���
d2(x) = �#�#�# (υ(x), φ(x) )# ���� ��
$���� �
 d1(x) ����� ���� �
���� ������"
��� � � υ(x) = θ(x) − π(x)φ(x) ��� φ(x)! ��� d1(x)|d2(x)# +��	�� �
 �
���"
���
 d2(x) ����� ���� �
���� ��������� � � φ(x) ��� θ(x) = π(x)φ(x) + υ(x)!
��� d2(x)|d1(x)# /��
��! ������ �� d1(x) ��� d2(x) ����� �
���� ��
��� ���
d1(x) = d2(x)#

)�� �
 ����
��
 υ(x) ��
��� ��� υ(x) = 0 � deg(υ(x) ) < deg(φ(x) )# ���"
��! �$����
���� ����
���� ��� ��
��
����� 5����	�! 	� ������	���� %�����
'� $��	
��� 	� �������� ����
��
# �
 ��
��������
 @ �
���� . ����
��
 �����
��� �������	��� ����� 
 ��
����
� �#�#�# #

5�������! �	� θ(x), φ(x) ∈ F [x] �� �
 φ(x) �� ��������! ���� ��� �
�
������'�
 ��� ������	�� ����
���� ��
���

θ(x) = π1(x)φ(x) + υ1(x)! deg(υ1(x) ) < deg(φ(x) )
φ(x) = π2(x)υ1(x) + υ2(x)! deg(υ2(x) ) < deg(υ1(x) )
υ1(x) = π3(x)υ2(x) + υ3(x)! deg(υ3(x) ) < deg(υ2(x) )
υ2(x) = π4(x)υ3(x) + υ4(x)! deg(υ4(x) ) < deg(υ3(x) )
####################################### ###############
υn−2(x) = πn(x)υn−1(x) + υn(x)! deg(υn(x) ) < deg(υn−1(x) )
υn−1(x) = πn+1(x)υn(x) + 0#
���� ��� n %�����! 
 ���'��� � � 
�
� � ��� *������ �
� %�'�� �
� φ(x)!

�
 ��������
 ����
��
 υn+1(x) ����� �
 �������� �
������
! �$
�
deg(φ(x) ) > deg(υ1(x) ) > deg(υ2(x) ) > deg(υ3(x) ) > · · ·



� 	�
���� �� ��������

+$����
���� ����
���� ��� ��
��
����� 5����	� ��
���
�#�#�#( θ(x), φ(x) ) = �#�#�#(φ(x), υ1(x) ) = �#�#�#(υ1(x), υ2(x) ) = · · · =

�#�#�#(υn(x), 0 )# ����� �
 ����	�
��
 �
���� �
������
 �
� υn(x) ����� 

��
����
� ����	�
� �
���� ���������#

)�� �
� ��
�
��	�� � � �
�� ��� � 	������	��� α(x) ��� β(x) 	��� ��"
$��	� �#�#�# (φ(x), θ(x) ) = α(x) · φ(x) + β(x) · θ(x)# +������	��  � �*��#
D��������� ��� ��� ��
��������� 	��	� ��
���

υn(x) = υn−2(x) − πn(x)υn−1(x)#
&��� υn−1(x) = υn−3(x) − πn−1(x)υn−2(x) ��� υn−2(x) = υn−4(x) −

πn−2(x)υn−3(x)! 
���� ������'�	������ 	��� ��
��
����� 	��	� ��
��� ���
����	��	� ��� �
�$��

υn(x) = βn−3(x)υn−4(x) + αn−2(x)υn−3(x)# ������
���� �� ��� ����
�������	�� �������
��� 	� ��� ����	��	� ��� �
�$��

υn(x) = β2(x)υ1(x)+α3(x)υ2(x) ��� ������ υn(x) = β1(x)θ(x)+α2(x)φ(x)#
/+	� r 
 ����	�
%�'��
� 	������	��� �
� υn(x)! ���� ��
$���� �� ��
�"

���� �
������� 	������	��� ����� α(x) = r−1α2(x) ��� β(x) = r−1β1(x)#

���!�%����- /+	� �� �
������� 2x4−3x3−3x2+2x+2 , x3−2x2−3x+4 ∈
R[x]# ���������� �
 2x4 − 3x3 − 3x2 + 2x+ 2 ��� �
� x3 − 2x2 − 3x+ 4 ��
���
2x4 − 3x3 − 3x2 + 2x + 2 = (2x + 1) (x3 − 2x2 − 3x + 4) + (5x2 − 3x − 2)#
������ �
 ����
 ����
��
 ����� �
 �
������
 5x2−3x−2# �����
��� ���� �

�
������
 x3−2x2−3x+4 ��� �
� 5x2−3x−2 ��� ��
��� x3−2x2−3x+4 =
(1
5x− 7

25) (5x2−3x−2)+(−86
25x+ 86

25)# �
 ������
 ����
��
 ����� �
 �
������

−86

25x+ 86
25 # ���������� �
 �
������
 5x2 − 3x − 2 ��� �
� −86

25x+ 86
25 ��
���

5x2−3x−2 = (−125
86 − 50

86 ) (−86
25x+ 86

25)+0! ������ �
 ��������
 ����
��
 �����
�
 �������� �
������
! 
���� 
 �#�#�# � � �
�� ��� � 2x4−3x3−3x2+2x+2
��� x3 − 2x2 − 3x+ 4 ����� �
 �
������
 −25

86(−86
25x+ 86

25) = x− 1#
)�� �
� ��
�
��	�� �
�� ��� � 	������	��� 	��� ��$��	� �
� �#�#�#  "
� �������� 	�����	�� � � ��
 �
�� ��� � 2x4 − 3x3 − 3x2 + 2x + 2 ���
x3 − 2x2 − 3x + 4 �$����
���� ��� ����	��
$� �������	�� ��
��� ����
����
−86

25x+ 86
25 = (x3−2x2−3x+4)− (1

5x− 7
25 ) (5x2−3x−2) = (x3−2x2−3x+

4) − (1
5x− 7

25 ) [ (2x4 − 3x3 − 3x2 + 2x+ 2) − (2x+ 1) (x3 − 2x2 − 3x+ 4) ] =
(1
5x− 7

25) (2x4−3x3−3x2+2x+2)+( (1
5x− 7

25) (2x+1)+1 ) (x3−2x2−3x+4) =
(1
5x− 7

25) (2x4−3x3−3x2+2x+2)+(2
5x

2− 19
25x+ 18

25) (x3−2x2−3x+4)# �����
�� ��
����� �
�� ���� 	������	��� ����� �� �
������� (−86

25 )−1 (1
5x− 7

25) ���
(−86

25 )−1 (2
5x

2 − 19
25x+ 18

25 )#

�����(����- ��
�
��� �� 
��	
��� �
� ����	�
 �
��� �������� ����		
��"
� �! ��� ��
! �
�� ��� �#

/+	� φi(x) ∈ F [x]! i = 1, 2, . . . , n ��� ��� �������� �
�������# /+�� �
"
������
 d(x) ∈ F [x] '� ������� ������	� �	���� �������� � � φi(x)! i =



���� ������������ ���������� ������� �������� ��

1, 2, . . . , n ��-
(i) d(x)|φi(x)! i = 1, 2, . . . , n# ������ �
 �
������
 d(x) ����� �
����

��������� � � φi(x)#
(ii) �
 d(x) ����� �
���� �
������
#
(iii) &� δ(x) ∈ F [x] �� δ(x)|φi(x)! i = 1, 2, . . . , n! ���� δ(x)| d(x)# ��"

���� ��'� �
���� ��������� � � φi(x) ����� ��������� �
� d(x)#
&�
���������� ��� 
 ����	�
� �
���� ��������� � � �
�� ��� �

φi(x) ∈ F [x]! i = 1, 2, . . . , n! �� � � 
�
� � �
�����	�
� �
 ��� ����� ��
��������! ������� ��� ����� �
�������# ;� 	��%
������ �� d(x) =
�#�#�#(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) ) � ���� d(x) = (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) )#

( ����*�! � �
���������� ��� 
 ��
�
��	��� �
� ����	�
� �
��
� ��������
����		
��� � � � ��
 �
�� ��� � %�	����� 	��� �*�� ���� ��������	�#
/+	� φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F [x]! �� �������� �
�������! ���� ������� 
 ����	�
�
�
���� ��������� d(x) � � φ(x), θ(x), σ(x) ��� �	���� d(x) =
= �#�#�#( �#�#�#(φ(x), θ(x) ), σ(x) )# 5������� �	� d1(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x) )
��� d2(x) = �#�#�#( �#�#�#(φ(x), θ(x) )! σ(x) ) = �#�#�#( d1(x), σ(x) )#

/+	� δ(x) ���� �
���� ��������� � � φ(x)! θ(x) ��� σ(x)! ��� δ(x)| d1(x)
����� �� � ��� ��������� �
� σ(x)! ��
��� � δ(x)| d2(x)#

&��� d2(x)| d1(x) ��� �
 d1(x) ������� �
 φ(x) ��� �
 θ(x)! ��� �
 d2(x) �����
���� �
���� ��������� � � φ(x) ��� θ(x)! ���	�� �
 d2(x)|σ(x)# /&�� �
 d2(x)
����� ���� �
���� ��������� � � φ(x), θ(x) ��� σ(x)! 
 
�
�
� ���������� ��� �
�
@�����
. �
��� �������� δ(x)# ������� d2(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x), σ(x) )#

&�� ��� ��
��
����� ��$��	� �
� �#�#�# � � �
�� ��� � φ(x), θ(x), σ(x)
���
�� ��
������ ��� ��� 	��� ������ 	� ���� �	���� ��� '������ ����
�
 ��
�
 ;������ 3#,#<#

��
 �
������� θ(x), φ(x) ∈ F [x] '� ���
���� ������� ��
�� � ��
��
������ �	�� �� �#�#�# ( θ(x), φ(x) ) = 1

������� �--�- ,-�� φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F [x] �� ������ (φ(x), θ(x) ) = 1
��� φ(x)| θ(x)σ(x)� 4
� φ(x)|σ(x)�

*�
���+�� +����� �#�#�# (φ(x), θ(x) ) = 1 �����
�� �
������� α(x) ��� β(x)
���
�� �	�� �#�#�# (φ(x), θ(x) ) = α(x)φ(x) + β(x)θ(x) = 1# 5
������	��"

���� ��� �� ��
 ���� ��� ���������� 	��	�� �� �
 �
������
 σ(x) ��
�"
�� α(x)φ(x)σ(x) + β(x)θ(x)σ(x) = σ(x)# �
 �
������
 φ(x) ������� �

β(x)θ(x)σ(x)! ��� ��� ���'�	�! ��
$���� ������� ��� �
 α(x)φ(x)σ(x)! ���
������� ��� �
 �'�
�	�� α(x)φ(x)σ(x) + β(x)θ(x)σ(x) = σ(x)#

������� �--�2- ,-�� φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F [x] �� ������ (φ(x), θ(x) ) = 1�
φ(x)|σ(x) ��� θ(x)|σ(x)� 4
� φ(x) θ(x)|σ(x)



�� 	�
���� �� ��������

*�
���+�� /&	��	�#

������� �--��- ,-�� p(x), p1(x), . . . , pn(x) ∈ F [x] �� ���� ����%����
��� �� F � 6���$���� 
� � ����%���� p(x) ������� � ���
���� p1(x) · · · pn(x)�

� �� �#�� c ∈ F $�� %�� p(x) = c pi(x) ��� � ���� ����� i�

*�
���+�� +����� �
 �
������
 p(x) ����� ���� �
 '� ��
��� ���� p(x)| p1(x)
���� �#�#�# ( p(x), p1(x) ) = 1 @ ����� B %���� �	��	� 3#, @2.)# &� p(x)| p1(x)
���� �����! �� �#�#�# ( p(x), p1(x) ) = 1! ���� ��� ��� ���'�	� ��� ��� 5��"
��	� 3#,#= ��
��� ��� �
 �
������
 p(x) ������� �
 �������
 p2(x) · · · pn(x)#
����� ���� ���� p(x)| p2(x) ���� �#�#�# ( p(x), p2(x) ) = 1# ������
���� ����
�� �������	�� 	� ������	���� %����� '� ������*
��� ��� ������� 1 ≤ i ≤ n
��	� �	�� p(x)| pi(x)# �� �
������� �� � p(x) ��� pi(x) ����� ���� �� 
����
������	���� '� ������� c ∈ F ��	� �	�� p(x) = c pi(x)#

���� ��
�
��� �� ��
���*
��� �
 ;������ 3#,#3#

*�
���+� �� ����� ;� �$����	
��� ���� �� 	�
 %�'�� �
� �
�� ���
� φ(x)#
&� deg(φ(x) ) = 1! ���� �
 �
������
 φ(x) ����� ���� �
 ��� �
 '������
�	���� @ ��� '� �
��� ��� ��
��� �������
 �� ��� ���� �
 ��
 .# A�
'��
���
��� �
 '������ �	���� ��� ��� �� �
������� �� %�'�� ��������
� �
� %�'�
�
�
� φ(x)# &� �
 φ(x) ����� ���� �
! ���� ���� �
 '������ �	����# A�
'��
���
��� �
 φ(x) ��� ����� ���� �
# /&�� �����
�� �
������� φ1(x) ��� φ2(x) ���
��
�	�� φ(x) = φ1(x)φ2(x)# � %�'��� � � φ1(x) ��� φ2(x) ����� ��������
� �
�
%�'�
� �
� φ(x)! ��� �
 '������ �	���� ��� ���� �� �
�������! ��
�� ��� �

φ(x) ��
��� �� ���$�� 	�� �
�$� φ(x) = c p1(x) p2(x) · · · pn(x) �� c ∈ F [x]
��� �� pi(x) �
���� ��� ���� ��#

&� ��
'�	
��� ���� ��� φ(x) = c1p1(x)p2(x) · · · pn(x) = c2q1(x)q2(x) · · ·
qm(x)! ��
� c1, c2 ∈ F ��� �� �
������� p1(x), p2(x), . . . , pn(x), q1(x), q2(x),
. . . , qm(x) ����� �
���� ��� ���� �� ��� �
� F # �
 �
������
 qm(x) �������
�
 �������
 c1 p1(x) p2(x) · · · pn(x)! ��
��� � 	��$ �� �� ��� ��
��
�����
�����	� ������� c ∈ F ��	� �	�� qm(x) = c pi(x) ��� ���
�
 ������ i# &��� ��
qm(x) ��� pi(x) ����� �
����! 
���� qm(x) = pi(x) ��� ����
����! �� ������!
�� 	���� � � �������� � ��
�
��� �� ��
'�	
��� ��� qm(x) = pn(x)# ����
��� �� 	��	� c1 p1(x) p2(x) · · · pn(x) = c2 q1(x) q2(x) · · · qm(x) ��
��� ���
c1 p1(x) p2(x) · · · pn−1(x) = c2 q1(x) q2(x) · · · qm−1(x)# � %�'��� �� � �
�
�
�� ���
� c1 p1(x) p2(x) · · · pn−1(x) ����� ��������
� ��� �
� %�'�� �
� φ(x)!
��
��� � ��� ��� ���'�	� ��� ���� ��� ��
��� ��� c1 = c2! n− 1 = m− 1
��� ����
����! �� ������! ��� 	���� � � �������� � pi(x) = qi(x)# �



���� ������������ ���������� ������� �������� �#

�������(�%��-

3# ���� ��
��
����� ��$��	� ���� �
�� ���
�  � �������
 ������ �
�
����� �
�� ��� � 
� �����
���� pi(x) ��� ����� ��������� ����������"
�
�! 
���� '� ��
�
�	��� �� ���0
��� �
 �
������
 	�� �
�$� φ(x) =
c1p

ν1
1 (x)pν2

2 (x) · · · pνm
m (x)! ��
� ���� �� �
������� pi(x) ����� ��������"

���� ��� �� νi ����� '����
� ������
� ���'�
�# ( �
������ ���� ���$�

�
������ ������ �	� φ(x) �� �������	 �	���
� ����
���
�	�������� ��� �
� F #

,# /�� � ��
��� ���	������ ���� 	���	�� ��� �
�
� 	����
� 	������	��� �"
*���
��� �� ��� �
������
 ����� ���� �
# +�
��� � '� ��
��� ���
��� ����	�
��� �����	� ���� �
�� ���
� 	� �������
 �
����� ������ "
� �
�� ��� �# )�� ����������! �
 �
������
 x4 − x2 − 2 ∈ R[x] ����
��� �����	� x4 − x2 − 2 = (x2 − 2) (x2 + 1)! ��� �
 ���
 �
�����"
�
! �� '� ��'��  � 	�
����
 �
� C[x]! ���� ��� �����	� x4 − x2 − 2 =
(x+

√
2) (x−√

2) (x− i) (x+ i)#

6# /�� � %���
���! � ��
��
����� ������*� ��� ��� ����� ���� ����
 �� ��
"
�
��
��� �
�� ���� �
�� �����
���� 	��� �����	� ���� �
�� ���
�#
�
 ���%���� �
� ��
	��
��	�
� � � ������ � �������� � ���� �
��"
 ���
� ����� �
�� ��	�
�
 ��� ����� ����
�
 �� �
 ���%���� �
� ��
	"
��
��	�
� � � ���� � �������� � 	�
�� 
�
�
�� ��������� ���� ������
�
���'���#

?��	��
�
������ ��� �����	� ���� �
�� ���
� 	� �������
 ������ � �
"
�� ��� � ��
�
��� �� ��	
��� ���� ���
 ����
 ��
�
��	�
� �
� ����	�
�
�
��
� �������� �
�� ��� �# ������������ ��
���#

������� �--�- ,-�� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��� $��
φ(x) = c1 p

ξ1
1 (x) pξ2

2 (x) · · · pξm
m (x) ��� θ(x) = c2 p

ν1
1 (x) pν2

2 (x) · · · pνm
m (x)

�� ��������� ��� �� ���
���� �����%� ����%��� ����������� 
��� � ξi ���
νi ���$#��� �� ����� ��� ���$� 
�� $��� ��� ����� ��� ��0���7��� ��� ��
�����#� �� ���� �� ����������� 8$���� µi = min( ξi, νi )� 4
� ��#���
������ φ(x), θ(x) = pµ1

1 (x) pµ2
2 (x) · · · pµm

m (x)�

*�
���+�� ( ������*� ����� ���� ��� �$������  � �	��	� @%���� �	��	� 3#,
@3<.)#

�������� ����� ����� ����� ����������

5��� ��	
��� �
� 
��	�� �
� �����	�
� �
��
� �
������	�
� ��
 �
�� ��"
� � '� '����� �� ��������	
��� ���! �� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ����� ��������! ����
�����
�� �
���� �
��� �
������	�� � � φ(x) ��� θ(x)#



�+ 	�
���� �� ��������

1������ �--��- ,-�� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��� �	 ������� ����%���� ���
$��

φ(x) = c1 p
ξ1
1 (x) pξ2

2 (x) · · · pξm
m (x) ��� θ(x) = c2 p

ν1
1 (x) pν2

2 (x) · · · pνm
m (x)

�� ��������� ��� �� ���
���� �����%� ����%��� ����������� 
��� � ξi ��� νi

���$#��� �� ����� ��� ���$� 
�� $��� ��� ����� ��� ��0���7��� ��� �������
#� �� ���� �� ����������� 8$���� Mi = max( ξi, νi )� 4
� � ����%����
φ(x), θ(x) = pM1

1 (x) pM2
2 (x) · · · pMm

m (x) �� �$���� �������	 �	��� �	��
�������	 �� ���������� φ(x) ��� θ(x) �

�
 �����	�
 �
��� �
������	�
 ��
 �
�� ��� � φ(x) ��� θ(x) '� �
 	��"
%
��
��� �� m(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x) ) � ���� m(x) = [φ(x), θ(x) ]#

���� ������� �����	� ������� ���� ���������	��� �
� �#�#�# ��
 �
�� ��"
� �#

������� �--��- ,-�� φ(x), θ(x) ∈ F [x]� ,-�� ����%���� m(x) ∈ F [x]
����� � ������ �� φ(x) ��� θ(x) �� ��� �
��� ���

(i) φ(x)|m(x) ��� θ(x)|m(x)� 5����	 � ����%���� m(x) ����� ����
 ����
���� ��� �� φ(x) ��� θ(x)�

(ii) 4� m(x) ����� �����
 ����%�����
(iii) *� µ(x) ∈ F [x] �� φ(x)|µ(x) ��� θ(x)|µ(x)� 
� m(x)|µ(x)� 5����	

� �� ����
 ������� ��� �� φ(x) ��� θ(x) ����� ������� ��� �� m(x)�

*�
���+�� ( ������*� ����� ���� ��� �$������  � �	��	�#

������� �--�#- ,-�� ��� �� ������� ����%���� φ(x), θ(x) ∈ F [x]�
4
� � ������ �� ��� ���������� ����� � �����
 ����%���� �� � ����
���
����
� � ����� ��������� ��
 � φ(x) ��� θ(x)�

*�
���+�� /+	� 
V = {σ(x) ∈ F [x] | σ(x) �
��� �
������	�
 � �φ(x)��� θ(x) }#

�
 	��
�
 V �������� �� �������� �
�������# +��	��! �� � ��
��� ��������"
	��! �
 V �������� �
���� �
�������# /+	� m(x) ∈ V ��� �
���� �
������

�� �
� ��������
 %�'��#

�
 m(x) ������� ��'� �
������
 �
� ������ 	�
 	��
�
 V# 5�������! ��
σ(x) ����� ��� 	�
����
 �
� 	����
� V! ���� ��� �
� ������'�
 ��� ������"
	�� ��
��� ��� �����
�� �
������� π(x), υ(x) ∈ F [x] ���
�� �	�� σ(x) =
π(x)m(x) + υ(x) �� deg(υ(x) ) < deg(m(x) )! � �
 �
������
 υ(x) ����� �

�������� �
������
# A�
'��
��� ��� deg(υ(x) ) < deg(m(x) )# �� �
�����"
�� φ(x) ��� θ(x) �����
�� �
 �
������
 σ(x) − π(x)m(x) = υ(x) @����� B.#
������ �
 υ(x) ����� �
��� �
������	�
 � � φ(x) ��� θ(x) ! ��� ��� 	�
����

�
� 	����
� V# �
��
 ����� ��
�
 ��� ��� ����
�� �
� �
�� ���
� m(x)# /&��
υ(x) = 0#



���� ������������ ���������� ������� �������� �"

�����(����- /+	� ��
 �� �������� �
������� φ(x), θ(x) ∈ F [x]! �� ��
"
'�	
��� ��� 
� ����	�
%�'��
� 	������	��� � � φ(x) ��� θ(x) ����� ����	�
���
c ��� r! ���� ��
$���� �#�#�# (φ(x), θ(x) ) = �#�#�# ( c−1φ(x), r−1θ(x) )# +�
"
��� � ��� ��� ����	� �
� �#�#�# ��
 �
�� ��� � ����� �� “����
��	'
��� ” 	�
�
���� �
�������#

�����	 4	���� � �*�� 	��	� �
� 	������ �
� ����	�
 �
��� �������� ��� �

�����	�
 �
��� �
������	�
 ��
 �
����� �
�� ��� � φ(x) ��� θ(x)#

�#�#�# (φ(x), θ(x) )·�#�#�# (φ(x), θ(x) ) = φ(x) · θ(x) #
)�� ��� ������*� ��� 	��	�� ����� %���� /&	��	� 3#, @38.#

�����(����- ��
�
��� �� �������	
��� �
� 
��	�� �
� �#�#�# ��
 �
��"
 ��� � ��� 
��	
��� �
 �����	�
 �
��� �
������	�
 ����		
��� �! ��� ��
!
�
�� ��� �# ����	�� �	���� ��� ����	�
��� �����	� �� ��� 5����	� 3#,#38#

� ��
�
��	��� �
� �����	�
� �
��
� �
������	�
� ����		
��� � � � ��

�
�� ��� � ��
��� �� ����'�� 	��� ����	� �
� �#�#�# ��
 �
�� ��� �  � �*��#
/+	� φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F [x]! ���� �#�#�#(φ(x), θ(x), σ(x) ) =
�#�#�#( �#�#�#(φ(x), θ(x) ), σ(x) )# 5������� �	� m1(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x) )
��� m2(x) = �#�#�#( �#�#�#(φ(x), θ(x) ), σ(x) ) = �#�#�#(m1(x), σ(x) )#

/+	� m(x) ��� �
��� �
������	�
 � � φ(x) ��� θ(x)! ��� m1(x)|m(x) �����
�� � ��� �
������	�
 �
� σ(x)! ��
��� � m2(x)|m(x)#

&��� m1(x)|m2(x) ��� �
 m1(x) ����� �
������	�
 � � φ(x) ��� θ(x)! ���
�
 m2(x) ����� ��� �
��� �
������	�
 � � φ(x) ��� θ(x)! ���	�� �
 σ(x)|m2(x)#
/&�� �
 m2(x) ����� ��� �
��� �
������	�
 � � φ(x), θ(x) ��� σ(x)! �
 
�
�

������� �
 @�����
. �
��� �
������	�
 m(x)#
������� m2(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x), σ(x) )#

.��(�%�� �-

3# A�
'��
��� ��� �
 �
������
 φ(x) ∈ F [x] ������� �
 �
������

θ(x) ∈ F [x]# ���*�� ��� ��� ��'� 0 �= c ∈ F �
 �
������
 c φ(x) �������
�
 θ(x)#

,# /+	� φ(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · · a1x+a0 ��� �
������
 �� ������
��
	������	���# ���*�� ��� 
 ������
� ���'��� c ������� �
 �
������
 φ(x)
@ ������ ������� �
������
 π(x) �� ������
�� 	������	��� ��	� �	��
φ(x) = c · π(x) . �� ��� ���
 �� 
 c ������� ��'� ai, i = 0, 1, . . . , n#

6# /+	� φ1(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0, φ2(x) = bmx
m +

bm−1x
m−1 + · · · b1x+ b0 ∈ F [x] �� ��� ������ i ���
�
 �	�� ai = bi �= 0#

���*�� ��� φ1(x)|φ2(x) ��� φ2(x)|φ1(x) �� ��� ���
 �� φ1(x) = φ2(x)#



�0 	�
���� �� ��������

8# /+	� φi(x) ∈ F [x]! i = 1, 2, . . . , n ��� ��� �������� �
�������# A�
"
'��
��� ��� ��� ���
�
�� ������� i ��� j �
 �
������
 φi(x) ������� �
 �
"
������
 φj(x)# ���*�� ��� �#�#�#(φ1(x), φ2(x), . . . , φj(x) , . . . , φn(x) ) =
�#�#�#(φ1(x), φ2(x) , . . . , φj−1(x), φj+1(x) , . . . , φn(x) )#

+�
��� � 	�� ������� '� ��
'��
��� ��� ��� �� φi(x) ∈ F [x]! i =
1, 2, . . . , n ����� �� �������� �
������� @����� B.#

2# /+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x]# ���*�� ��� ��� ��'� �
������
 µ(x) ∈ F [x]
�	���� �#�#�#( θ(x), φ(x) ) = �#�#�# ( θ(x) + µ(x)φ(x), φ(x) )#

<# /+	� φ(x), p(x) ∈ F [x] �� �
 p(x) ���� �
 ��� �
� F # ���*�� ��� ����
p(x)|φ(x) ���� �#�#�# (φ(x), p(x) ) = 1# ���� ������ 	� �
� p(x)|φ(x)
�
�
� ����� 
 �#�#�# (φ(x), p(x) ) B

9# &�
���*�� �� 5����	� 3#,#31#

:# /+	� φ(x), θ(x) ∈ R[x] �� φ(x) �= 0# &�� ��� ��������� ��� ������	��
��
��� ��� �����
�� �
������ π1(x), υ1(x) ∈ R[x] ���
�� �	�� θ(x) =
φ(x) · π1(x) + υ1(x) ��� � υ1(x) = 0 � deg(υ1(x) ) < deg(φ(x) )#

;� �
��� ���� ��� φ(x), θ(x) ∈ C[x] �� φ(x) �= 0! ���� ���� ��� ���
��������� ��� ������	�� ��
��� ��� �����
�� �
������

π2(x), υ2(x) ∈ C[x] ���
�� �	�� θ(x) = φ(x)·π2(x)+υ2(x) ��� � υ2(x) =
0 � deg(υ2(x) ) < deg(φ(x) )#

���*�� ��� π1(x) = π2(x) ��� υ1(x) = υ2(x)#

=# /+	� φ(x) = x5 − x4 − x2 + x, θ(x) = x2 + x− 6 ∈ R[x]# E� %��'
��
�
������� α(x) ��� β(x) ���
�� �	�� �#�#�# (φ(x), θ(x) ) = α(x)φ(x)+
β(x) θ(x)# +���� �� �
������� ���� �
������B

31# E� ��
	��
��	'
�� ��� �� �
������� φ(x) ∈ R[x] %�'�
� �
 �
�� 4
���
�� �	�� �#�#�# (φ(x), x2 + 1 ) �= 1 ��� �#�#�# (φ(x), x2 − 3x + 2 ) ��
����� �
������
 %�'�
� 1#

33# /+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��� d(x) = �#�#�#(φ(x), θ(x) )# ���*�� ��� ��
�
������� φ(x)

d(x) ���
θ(x)
d(x) ����� 	������ �����#

3,# /+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��
 	������ ����� �
�������# ���*�� ��� �

�#�#�# (φ(x), θ(x) ) ����� �	
 �� �
 ����	�
��
 �
���� �
������
 �
� �
"
�� ���
� φ(x) θ(x)#



���� ������������ ���������� ������� �������� ��

36# /+	� φ(x), θ(x), α(x) ∈ F [x] �� �
 α(x) �
���� �
������
#

���*�� ��� �#�#�# (α(x)φ(x), α(x) θ(x) ) = α(x) �#�#�# (φ(x), θ(x) ) ���
�#�#�# (α(x)φ(x), α(x) θ(x) ) = α(x) �#�#�# (φ(x), θ(x) )#

38# /+	� φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F [x]# ���*�� ���

�#�#�#(φ(x), θ(x), σ(x) ) = �#�#�#( �#�#�#(φ(x), θ(x) ), σ(x) ) =

�#�#�#(φ(x), �#�#�#( θ(x)σ(x) ) ) ���

�#�#�#(φ(x), θ(x), σ(x) ) = �#�#�#( �#�#�#(φ(x), θ(x) ), σ(x) ) =

�#�#�#(φ(x), �#�#�#( θ(x)σ(x) ) )#

32# /+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��
 �
���� �
������� ���*�� ���
�#�#�# (φ(x), θ(x) )·�#�#�# (φ(x), θ(x) ) = φ(x) · θ(x) #

3<# /+	� ��
 �
������� φ(x) ��� θ(x) ��� �	� 

φ(x) = c1 p
ξ1
1 (x) pξ2

2 (x) · · · pξm
m (x) ��� θ(x) = c2 p

ν1
1 (x) pν2

2 (x) · · · pνm
m (x)


� �����	��� �
�� 	� �������
 �
����� ������ � �
�� ��� �! ��
� �� ξi
��� νi ��������� �� ����� ��� ����� ���� ���� �����
���� ��� ��$�������
	��� ����	�
��� �����	� �
� �
�� ���
�# ;��
��� µi = min( ξi, νi )#
���*�� ��� �#�#�# (φ(x), θ(x)) = pµ1

1 (x) pµ2
2 (x) · · · pµm

m (x)#

39# /+	� φ(x) = x5−x4−x2+x, θ(x) = x2+x−6 ∈ R[x]# E� ��
�
��	���
�
 �����	�
 �
��� �
������	�� �
��#



2 	�
���� �� ��������

���  !"�
 ����������

/+	� ��� �
������
 φ(x) ∈ F [x]# /+�
��� ��
�	�� ��� ��7�� ��� @�
�� ��"
�����. �*�	 	�� φ(x) = 0 ��� ��� �
 ���%���� ���� ��	
 �����
�� ���� ���
��� ��
�
��
����# ���� �������$
 ���� '� �	�
��'
��� �� �
 ���%���� ����
������
����
� �
 8�����%��� 8�%���� �� ,*�������#

/+	� ��� �
������
 φ(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F [x]
��� a ∈ F ! �
 	�
����
 ana

n + an−1a
n−1 + · · · + a1a+ a0 �
� 	����
� F '� �


	��%
��
��� �� φ(a) ��� '� �
 
�
��
��� ���� �
� �
�� ���
� 	�� '�	� a#
/�� � %���
��� ��� �� ��
�
��	
��� ��� ���� ��
� �
�� ���
� 	�� '�	� a ���
��
��� ���� �� “ �������	�����” �� ����%���� x �� �
 	�
����
 a ��� �����
�� ���
��� ��� ���*���#

)�� ���������� � ���� �
� �
�� ���
� 3x3−2x2 +3x−2 	�� '�	� 3F, �����
�	� �� 3(1/2)3 − 2(1/2)2 + 31/2 − 2 = 31/8 − 2 1/4 + 31/2 − 2 = −5/8#

/+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��� a ∈ F # ���� φ(a) + θ(a) = (φ + θ)(a) ���
φ(a) · θ(a) = (φ · θ)(a)# ������ � ��������	��	� ��� ����%����� ��� ���
����	� ��� ����� ���� �
�� ���
� ����� ��������	 �� ��� ���	'�	� ��� �
�
�
������	��	�� �
�� ��� �#

/+�� 	�
����
 ξ ∈ F '� ������� ���� �
� �
�� ���
� φ(x) = anx
n +

an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0 ∈ F [x] �� φ(ξ) = 0! ������ � ���� �
� �
�� ���
�

	�� '�	� ξ ����� �
 �����#
)�� ���������� �
 2 ∈ R ����� ��� �
� �
�� ���
� x2 − x− 2 ∈ R[x]! �$
�

22 − 2 − 2 = 0# &��� ��� �
 �
������
 φ(x) = x2 + 2 ∈ R[x] ��� �������
������ ξ ∈ R ���
�
 �	�� φ(ξ) = 0# )����� �� ��� ������� ξ ∈ F ��	� �	��
φ(ξ) = 0! ���� ���� ��� �
 φ(x) ��� ���� ��� 	�
 F #

������� �-�-�- ,-�� φ(x) ∈ F [x]� ,-�� ���#��� a ∈ F ����� ��7� �� φ(x)
�� ��� �
�� �� � x− a ������� � φ(x)�

*�
���+�� &�� �
� ������'�
 ��� ������	�� ��
��� ��� �����
��
π(x), υ(x) ∈ F [x] ���
�� �	�� φ(x) = π(x) (x− a) + υ(x) �� �
 υ(x) 	��'���
�
������
! �$
� �
 x−a ����� �� �
%�'��
# A�
'��
��� ��� �
 a ����� ��� �
�
φ(x)# &�����'�	������ 	��� ��
��
����� 	��	� �
 x �� �
 a ��
��� φ(a) =
π(a) (a− a) + υ(x)# ������ 0 = φ(a) = π(a) (a− a) + υ(x)# /&�� υ(x) = 0#
�
 ����	��
$
 ����� ��
$����#

���� ��
��
����� �����	� ��
���*��� ��� �
 a ∈ F ����� ��� �
� �
��"
 ���
� φ(x) �� ��� ���
 �� �
 x − a ������� �
 φ(x)# 4	���� ���� ���$���
���������
#

������� �-�-- 4� ��
����� �� ��������� �� ���������� φ(x) �� � x− a
������ �� φ(a)� �� ��	 �� ���������� �� �$�� a�



�� � !"#�� ��������� �

/+	� φ(x) ∈ F [x] ��� φ(x) = c pν1
1 (x) pν2

2 (x) · · · pνm
m (x) � �����	� �
� 	�

�������
 ������ � �
����� �
�� ��� �# &� a ∈ F ! ���� ��
$���� �
 x − a
������� �
 φ(x) �� ��� ���
 �� �
 x−a ������� ����%�� ���� ��� �
�� ���� �
��
�����
���� pi(x) @����� B.# ������ �� ��� ���
 �� pi(x) = x− a ��� ���
�
 i#
+�
��� � �����
�� ��	�� ���$
������� ���� ξj ∈ F �
� �
�� ���
� φ(x) �	
�
��� 
� ���$
�����
� �����
���� ��� �
�$�� x− ξj 	��� �����	� �
� 	� �������

������ � �
����� �
�� ��� �#

� ��'���� νj ���� �����
��� ��� �
�$�� x − ξj 	��� �����	� �
� �
�� "
���
� 
�
������ �	��������� ��� ���� ξj #

&�� ��� ��
��
����� 	����	� ������ � ��
���� �����	�#

������� �-�-�- ,-�� φ(x) ∈ F [x] $�� �� �������
 ����%����� 4� φ(x)
$#�� � ���� deg(φ(x) ) � ��	��� ��7�� �� F �

*�
���+�� /&��	� ��� �� ��
��
�����#

+�� '� '����� �� ���	����
��� ��� ��� ���� �
 �
������
 φ(x) ∈ F [x]
�� %�'�� ���������
 �
� 1! ��
$����! ��� ���� ��� 	�
 F # ��� ���'���� �� �
��� ��'� �
������
 	�
 F [x]! �
� ��� ���� ��� 	�
 F ! ����� ���� �
# )��
����������! �
 �
������
 (x2 + 1) (x2 + 2) ∈ R[x] ��� ����� ���� �
 ��� �
� R
��� ��� ���� ��� 	�
 R# ���� ������ 	� �� � �
� �
 �
������
 ����� %�'�
�
2 � 3 ��
��� ��� �����	�#

������� �-�-�- ,-�� φ(x) ∈ F [x] �� ����
 2 	 3� 4� φ(x) $#�� ��7� ��
F �� ��� �
�� �� ��� ����� �� ���� ��� �� F �

*�
���+�� A�
'��
��� ��� �
 φ(x) ��� ����� ���� �
 ��� �
� F # +�
��� �
�����
�� �� 	��'��� �
������� φ1(x), φ2(x) ∈ F [x] ���
�� �	�� φ(x) =
φ1(x)φ2(x) ��� �� deg(φ1(x) ), deg(φ2(x) ) ≤ deg(φ(x) )# +����� �� � 
 %�'"
��� �
� φ(x) ����� 2 � 3! ������ ��� 
 %�'��� ���� ��� �� φ1(x) ��� φ2(x)
������	���� '� ����� �	
� �� 1# ������ ��� ��� �� φ1(x), φ2(x) '� ����� ���
�
�$�� ax+ b �� a, b ∈ F ��� a �= 0! 
���� �
 	�
����
 a−1b ∈ F ����� ��� �
�
φ(x)#

/+�
��� ���! ��� ����������! ��� �
 �
������
 x2 + 2 ����� ���� �
 ��� �
�
R @��� ��� ��� ���� ���� 	�
 R.# &� �� � '� ��	
��� ��� �
 �
������
 ����
���� 	������	��� ��� �
 C! ���� %���
��� ��� �
 �
������
 ���� ��������� 	�

�������
 x2 + 2 = (x+

√
2i) (x−√

2i)# ������ ����  � ���� �
�� �������
��
���'�
�� ξ1 =

√
2i ��� ξ2 = −√

2i# ��� ������� '� �	�
��'
��� ��� �
 ����
��� �
������
 �� ���������
�� 	������	��� ����� ���� �
 ��� �
� R ��� ���
�
� C#



 	�
���� �� ��������

>������� ����'���
��� ��� �� z = a + bi ����� ���� ��������� ���'���!
���� 
 	����� �
� ����� 
 ��������� ���'��� z̄ = a − bi# ����	�� �� �	����
z1 + z2 = z1 + z2! z1 z2 = z1 z2 ��� z z̄ ∈ R#

)�� �� ������� ����� �������
 �� ���$��
��� �
 ;��������� ;������ ���
/&���%���! �
 
�
�
 ����� ����'��
��� � ��� ������*�

/%	���� �-�-# @;��������� ;������ ��� /&���%���.- ,-�� φ(x) = anx
n+

an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0 �� �����
 ����%���� �� ���������� �������$��

4
� � φ(x) $#�� ��� �������	 ��7��

������� �-�-+- "�� � �� �� �����
 ����%���� φ(x) = anx
n+an−1x

n−1+
· · · +a1x+a0 �� ���������� �������$� ������ n �� �#��� z1, z2, . . . , zn ∈ C
2
#� �� � ��� ���������$��3 $�� %�� φ(x) = anx

n +an−1x
n−1 + · · · +a1x+

a0 = an(x− z1) · · · (x− zn)�

*�
���+�� �� ���� �� 	�
 %�'�� �
� �
�� ���
� �
 ��
����	�� ����� ���	
#

4	
������ '� ��
�
�	��� �� �������	
��� �
� ��
��
����� 5����	�  �
�*�� “4� �
�� �� ���� ����%���� ��� �� C ����� � ����%���� ������ $�� ”

������� �-�-"- ,-�� φ(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ R[x]
��� z ��� �������	 ��7� ��� 4
� � z̄ ����� ��7� �� φ(x)

*�
���+�� +����� 
 ��������� ���'��� z ����� ��� �
� �
�� ���
� ��
��� φ(z) =
anz

n + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 = 0 ��
��� � ��� 
 	����� ��������� �"

��'��� φ(z) '� �	
���� �� �����# ������ anzn + an−1zn−1 + · · · + a1z + a0 =
anzn + an−1zn−1 + · · · + a1z + a0 = 0# +�
��� � anz̄

n + an−1z̄
n−1 + · · · +

a1z̄ + a0 = φ(z̄) = 0#

&�� ��� ��
��
����� 5����	� ������ ���	� �
 �*�� ��
����	��#

������� �-�-0- �� / �� ����%���� φ(x) = anx
n +an−1x

n−1 + · · · +a1x+
a0 ∈ R[x] ������ ������ $#�� ��� ��������	 ��7��

�� 4� �� ���� ����%���� ��� �� R ����� � ����� ���� ��� � ����%����
�� ���0	� ax2 + bx+ c� 
��� b2 − 4ac < 0�

��� ������� �	
� �������� ��� ���
� ���� 
� ���� ��� 
�� Gauss �
� ���
�����

�	 ��
����� ��������� � �
�� ��
���� �� 
�� �������� �	
� ����
� ��� 
�� ����� ������ 
��� �!��� ��"��� 
#� $�����
���� �
�� � ���"	�� ��"	#�	����� �%�����#� 
�& �����&
anxn+an−1x

n−1+ · · · +a1x+a0 = 0 �� ������
���!& '� �������!&( �	�
�"��
�&� )�� 
�
�
���	� ���� ��""�& �����%��&� *� �� ���	�� �����%� ��
� �"�& �� ��#�
�& �����%��&
�����������!� ���� ��	 	��������	� 
�	& �����!& �	
�! 
�	 ���"��	�
+*�� ���"�� �
� ����� ��,� �� �������& �"��������& ����	���,��
�� �%� �����%��& �	
�! 
�	
-�#����
�& ����� 
� ���"�� 
#� B. Fine ��� G. Rosenberger “�� -���"���& -������ 
�&
+)"�����&” Springer-Verlag 1997�



�� � !"#�� ��������� �

*�
���+�� 3# /+�� �� �
%�'��
 �
������
 ����� ��� �
�$�� ax + b �� a �= 0!

���� 
 ����������� ���'��� −b/a ����� ��� ��� �
� �
�� ���
�# A�
'��
���
��� �
 ��
����	�� �	���� ��� ��� �� �
������� ������
� %�'�
� ����
���
� �
�	
� �� 2k + 1# /+	� ��� �
������
 φ(x) �� %�'�� 2(k + 1) + 1# &�� ��
��
��
����� ������ ��� �� �
 �
������
 ���� ��� �������� ���! �	� z! ����
��� 
 	����� z̄ ����� ��� �
� �
�� ���
�# +�
��� � �� �
������ x − z ���
x− z̄ �����
�� �
 φ(x)# /&�� ��� �
 �������
 (x−z) (x− z̄) ������� �
 φ(x) 	�
 C
@%���� 5����	� 3#,#31.# &��� �
 �
������
 (x− z) (x− z̄) ���� ���������
��
	������	��� @����� B.! ��
��� � ��� �
 �����
 ��� ������	��! �	� π(x)! ����� ���
�
������
 �� ���������
�� 	������	��� @%���� �	��	� 3#, @9.) ��� �� %�'��
�	
 �� 2k + 1# &�� ��� ���'�	� �
 π(x) ���� �
�����	�
� ��� ���������� ���!
��� ��� �
 φ(x) ���� �
�����	�
� ��� ���������� ���#

,# 5�
$���� �� �� �
%�'��� �
������� ��� �� �
������� ��� �
�$�� ax2+
bx + c! ��
� b2 − 4ac < 0 ����� ���� �� ��� �
� R# >�'� ���
 �
������

������
� %�'�
� ��� ����� ���� �
# /+	� φ(x) ��� �
������
 �� deg(φ(x) ) ≥
3# /�� � ��� 	�
 3# ��
��� ��� �
 φ(x)! �� ��� ���� ��� ���������� ���! '�
�������� ���� �����
��� ��� �
�$�� (x− z) (x− z̄)# /&�� ��� ����� ���� �
#

.��(�%�� �-�

3# /+	� φ(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 ∈ F [x]#

i) ���*�� ��� � ���� �
� φ(x) 	�� '�	� 0 �	
���� �� a0# ����� ���
�
������
 ���� ��� �
 ����� �� ��� ���
 �� ���� �������� 	��'���
��
#

ii) ���*�� ��� � ���� �
� φ(x) 	�� '�	� 1 �	
���� ��
∑n

i=0 ai# �����
��� �
������
 ���� ��� �
 ��� �� ��� ���
 �� �
 �'�
�	�� � �
	������	��� �
� �	
���� �� �����#

,# E� %��'
�� 
� ���� �
� �
�� ���
� 2x3 − 3x2 + 6x− 5#
@5��������	�� ��� �
 �'�
�	�� � � 	������	��� �
� ����� �	
 �� �����#.

6# /+	� φ(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F [x] ��� r ∈ F #
���
��� ��� ��������	� fr : F [x] → F �� fr(φ(x) ) = φ(r) ��� �

�����	������ ���
 F [x] 	�
 �����	������ ���
 F # ���*�� ��� � fr �����
��������# +���� � fr ���B ����� 3 " 3 B

/+	� f4, r 
 ����
��	��� ��� ��
��
������ ��������	�� 	�
 �����	������
���
 F4[x] � � �
�� ��� � �� %�'�� �
 �
�� ��		���# E� %������ ���
%�	� �
� ������ ��� f4, r#



� 	�
���� �� ��������

8# +$����
���� ���� �� 	�
 %�'�� ���� �
�� ���
� φ(x) = anx
n +

an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F [x]! ��	�� ��� ���� ������*� ��� 5��"

��	�� 3#6#,#

2# /+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] �� %�'�
�� n ��� k ����	�
��� ���m = max(n, k)#
���*�� ��� φ(x) = θ(x) �� ��� ���
 �� �����
��m+1 �
 ���'
� 	�
�����
a ∈ F [x] ���
�� �	�� φ(a) = θ(a)

<# /+	� φ(x) = x3 + x2 − 2x− 1 ∈ R[x] ��� ξ ��� ��� �
�# ���*�� ��� ���
�
 ξ2 − 2 ����� ��� �
� φ(x)# �� 	����������� ��� �
 ���
� � � ���� �
�
φ(x)B



��$� %�����&'� ����&�"(���� �"��&�� &�� �������� #

��# $�����%&
 ����%��!'��
� �!��%�
 %�� ������

����

/+	� A ���� ������ ����� ������� ��� φ(x) ��� �
������
# ���� �������$

���� '� ����	����	
��� ���� ���
 ������ ���� ������ �
� ������#�� 	�
�
�
'���� ������ ��� 	�
 �
������
 ��� '� ������	
��� ��������� �
� ����������
��� �
� ������ ������ ��� �
 �
������
# �� ��������� ����� '� ��� ���	����	
��
	�� ������� ��$�����#

/+	� V ���� �����	������� ���
� �� dimF V = m! ��
� F ����� �
 	��
�

� � ����������� � ��������� ���'���! f : V → V ��� �������� ��������	� ���
φ(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F [x]# �� �������� ��������	�

anf
n + an−1f

n−1 + · · · + a1f + a01V : V → V '� ��� 	��%
��
��� �� φ(f)#
)�� ����������! �� φ(x) = 2x2 + 3x − 2 ��� f : R2 → R2 �� f( (x, y) ) =

(x + 2y, x − y)! ���� � �������� ��������	� φ(f) : R2 → R2 ����� � �*��-
φ(f)(x, y) = (7x+ 6y, 3x+ y)#

/+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��� f : V → V ��� �������� ��������	�# ����
�	���� φ(f) + θ(f) = (φ+ θ)(f) ��� φ(f) · θ(f) = (φ · θ)(f)#

/+	� ���� A ∈ Fm×m ��� φ(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0 ∈ F [x]#
�
� ������ anA

n +an−1A
n−1+ · · · +a1A+a0Im ∈ Fm×m '� �
� 	��%
��
���

�� φ(A)# )�� ����������! �� φ(x) = 2x2 + 3x − 2 ��� A =
(

1 2
1 −1

)
,

���� φ(A) = 2
(

1 2
1 −1

)2

+ 3
(

1 2
1 −1

)
− 2
(

1 0
0 1

)
=
(

7 6
3 1

)
. /�� �

%���
��� ��� �
� ��
�
��	�� �
� φ(A) ����� ������������ �� ����%���� x
�� �
� ������ A ��� �����
��� ��� ���*���#

/+	� φ(x), θ(x) ∈ F [x] ��� A ∈ Fm×m# /�� � ����! �	���� φ(A) + θ(A) =
(φ+ θ)(A) ��� φ(A) · θ(A) = (φ · θ)(A)#

/+	� V ���� �����	������� ���
� �� dimF V = m ��� f : V → V ���
�������� ��������	�# /�� � �� ��
���! �� û ����� ��� ������������ %�	� �
�
V ! ���� 
������ 
 ������� A = (f : û) ��� ��������� ��������	��# +*���
�!
�� �
'�� ���� m×m ������� A ��� ��� ������������ %�	� û �
� ���
� V ! ����

������ ��� �������� ��������	� f : V → V �� ������ A = (f : û)# +�
��� �!
�� A ∈ Fm×m! φ(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F [x] ��� û

��� ������������ %�	� �
� ���
� V ! �
 ������� �
� ��
������ ����� �
�� �����
� �������� ��������	� �
� 
������ ��� �
� ������ φ(A)B &���	��
$�! �	� 
V ���� �����	������� ���
� �� dimF V = m ��� f : V → V ��� ��������
��������	�! �� û ����� ��� ������������ %�	� �
� V ! �
��� ����� 
 ������� ���
��������� ��������	�� φ(f)B



+ 	�
���� �� ��������

G�	��� '� ��
�
�	��� �� ��
�
��	
��� �
� ������ φ(A) ���
���� ��� ���*���
�� � ��
��
���� � ��� ����! ���� �� �� 	��! �� ��
�
��	
��� �� ��������
��������	� �
� 
������ ��� �
� ������ �����#

��� ��
��
����� ������������! �� V = R2 ��� û = { (1, 0), (0, 1) } ����� �
���
���� %�	�! ���� 
 ������� A =

(
1 2
1 −1

)

���� �� �������� ��������	�

f : R2 → R2 �� f( (x, y) ) =
(

1 2
1 −1

) (
x
y

)
= (x + 2y, x − y) ���


 ������� φ(A) =
(

7 6
3 1

)

���� �� �������� ��������	� g : R2 → R2 ��

g( (x, y) ) =
(

7 6
3 1

)(
x
y

)
= (7x+6y, 3x+y)# /�� � ���	�� ��� � ��������

��������	� φ(f) 
���� �
� ������ (φ(f) : û) =
(

7 6
3 1

)
# ������ φ(f) = g#

;� ��	
��� ���� ��� ������ ����������	� �
� ��
��
����
� �� �����
�#
/+	� f, g : V → V ��
 ��������� �����
��	��� û ��� ������������ %�	� �
�

V ��� A = (f : û)! B = (g : û) 
� ����	�
��
� �������# A���'���
��� ���
�� )������� /&���%�� @���
� &. ���! ��� λ, µ ∈ F ! 	�� �������� ��������	�
λf+µg!  � ��
� �� %�	� û! ����	�
���� 
 ������� λA+µB# +��	�� 	�� ��������
��������	� f ◦ g!  � ��
� �� %�	� û! ����	�
���� �
 �������
 ����� � A · B# (
����'���	� ���� ����� ������ ��� �� ��
���*
��� ��� �*�� �����	�#

������� �-�-�- ,-�� V $��� ����������
� #%��� �� dimF V = m� 
��� F
����� � ������ �� ��������%� 	 �������%� �����%�� f : V → V ��� �������	
�����
����� û ��� �������$�� � �� �� V ��� A = (f : û) � ������#��
�������� "�� � �� ����%���� φ(x) = anx

n +an−1x
n−1 + · · · +a1x+a0 ∈ F [x]

� ������#�� ������� �� �������	� �����
����� φ(f) ����� � ������� φ(A)�
�����	 φ(A) = (φ(f) : û)�

*�
���+�� ( ������*� ����� ���	� ��� �� ��
��
����� ��� �$������  � �	��	�
@ %���� ��� 5����	� ,#3#2 .#

�������(�%�� �-�--

3# /+	� V ���� �����	������� ���
� �� dimF V = m! f : V → V ��� ����"
���� ��������	�! û, v̂ ��
 ������������� %�	��� �
� V ���
A = (f : û)! B = (f : v̂) 
� ����	�
��
� �������# H� �� 	��� 
�
������� A ��� B ����� ��
�
�! ������ ������� ����	��0��
� m×m �������
P ���
�
� �	�� B = P−1AP # )�� ��'� �
������
 φ(x) ∈ F [x] 
� �������
φ(A) = (φ(f) : û) ��� φ(B) = (φ(f) : v̂) ��� ��������� ��������	��
φ(f) ����� ��
�
�! ����	�� �� �	���� φ(B) = P−1φ(A)P @�����B.# &�� ���



��$� %�����&'� ����&�"(���� �"��&�� &�� �������� "

��������	� ���� ���
�� ������ �
 �*�� ��
����	��# /+	� A ��� B ��

��
�
� �������! ���� ��� ��'� �
������
 φ(x) ∈ F [x] 
� ������� φ(A) ���
φ(B) ����� ��
�
�#

5�
	
��! �
 ����	��
$
 ��� �	����# �� ������� A =
(

0 −1
−1 0

)
���

B =
(

0 1
−1 −1

)
��� ����� ��
�
� @����� B.# &��� 
� ������� φ(A) ���

φ(B)! ��
� φ(x) = x6 − 1 ����� ��
�
� @����� B.#

,# /+	� A ∈ Fn×n ��� �
�$�� A =
(
B 0
0 C

)
! ��
� B ∈ F k×k ���

C ∈ F (n−k)×(n−k)# 5�
$����! ��� ��'� $�	��� ���'�� n! �	���� An =(
Bn 0
0 Cn

)
# /�� � ���	�� ��� ��'� ������
 ���'�� µ ��
��� µA =(

µB 0
0 µC

)
# �����! ��� ��'� �
������
 φ(x) ∈ F [x] 
 ������� φ(A)

����� ��� �
�$�� φ(A) =
(
φ(B) 0

0 φ(C)

)
#

+��	�� �� 
 ������� A ∈ Fn×n ����� ��� �
�$�� A =
(
B D
0 C

)
!

��
� B ∈ F k×k! C ∈ F (n−k)×(n−k) ��� D ∈ F k×(n−k)# ���� ��� ��"
'� �
������
 φ(x) ∈ F [x] 
 ������� φ(A) ����� ��� �
�$�� φ(A) =(
φ(B) E

0 φ(C)

)
! ��
� E ∈ F k×(n−k)#

.��(�%�� �-�

3# /+	� � �������� ��������	� f : R3 −→ R3 �� f((x, y, w)) =
= (x+y, y+z, x+z) ��� �
 �
������
 φ(x) = x3−2x2+3x−2# E� ��
"
�
��	��� �
� ������ ��� ��������� ��������	�� φ(f)  � ��
� ��� ���
����
%�	� ��� ����  � ��
� �� %�	� û = { (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1) }#

,# i) /+	� ξ ∈ F ! φ(x) ∈ F [x] ��� A ���� m ×m �������
� ������� ��
��� �� 	�
����� ��� ������ ���� ��
� �	� �� ξ# ���*�� ��� 
 �������
φ(A) ����� 
 ��������� ������� �� ��� ���
 �� �
 ξ ����� ��� �
�
�
�� ���
� φ(x)#

ii) /+	� ξi ∈ F, i = 1, 2, . . . , m! φ(x) ∈ F [x] ��� A ���� m×m ���"
����
� ������� ��
� � ����� �������
� ��
�������� ��� �� ξi# ���*��
��� 
 ������� φ(A) ����� 
 ��������� ������� �� ��� ���
 �� �� ξi �����
���� �
� �
�� ���
� φ(x)#



0 	�
���� �� ��������

6# ���*�� ��� ��� ��'� ������ A ∈ Fm×m ������� �� �������� �
������

φ(x) ∈ F [x] %�'�
� �
 �
�� m2 ���
�
 �	�� 
 ������� φ(A) �� ����� 
 ��"
������� �������# @)�� ��'� ������ A ∈ Fm×m 
� ������� Am2

, Am2−1, . . . ,
A, I ����� �������� �*�������
�.#

8# /+	� V ���� �����	������� ���
� ��� π : V → V ��� ��
%
��! ������ �
π ����� ��� �������� ��������	� �� π2 = π# ���*�� ��� �� � π ��� ����� �
�������� ��������	�! 
��� � ����
����! ���� �
 �
������
 x(x−1) �������
��'� �
������
 φ(x) ∈ F [x] �� ��� �������� φ(π) = 0#

/+	� θ(x) = anx
n +an−1x

n−1 + · · · +a1x+a0 ∈ F [x]# E� %��'�� �����
��� �������� 	��'��� ��	� �	�� � ��������	� θ(π) �� ����� ��
%
��#

2# /+	� A ∈ Fn×n ���� �����
�����
� �������! ������ ������� '������
������
� k ���
�
� �	�� Ak = 0# ���*�� ��� �� φ(x) = (−1)k−1xk−1 +
· · · + x2 − x+ 1! ���� 
 ������� φ(A) ����� ����	���0��
�# @;� ��	�� �

�
������
 xk + 1 ��� �����	�� �
 	� �������
 �������� �.#

<# /+	� f : V → V �������� ��������	�# ���*�� ��� � f ����� �	
�
�$�	���
�� ��� ���
 �� ������� �
������
 φ(x) = anx

n+an−1x
n−1+ · · · +a1x+

a0 ∈ F [x] �� a0 �= 0 ���
�
 �	�� � φ(f) �� ����� � �������� ��������	�#



�������� 	

��������� ���
���
�����������

/+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ��� f :
V → V ��� �������� ��������	�# )� ��
��� ��� 	� ��'� ����
�� ���� �����"
�������� %�	�� α̂ = (α1, . . . , αν) �
� V ����	�
���� ���� �������! (f : α̂, α̂)! 


�
�
� ��'
���� @��� �� �� ������������ %�	� α̂. ��� f # ������� ��������� ���
f ��
�
�� �� ������'
�� ��	 �
� (f : α̂, α̂)# )�� ����������! �� ��
��� ��� �
���	��	� ��� ������� ��� f �	
���� �� ��� ��*� �
� ������ (f : α̂, α̂) ��� � ��*�
���� ������ ��
��� �� ��
�
��	'�� �� �� %
�'��� 	�
���� ��� ����	������	���
������� @� 	�����.# +�
��� � '� ���� ���	��
 �� � ������������ %�	� α̂
���� ���
�� ��	� �	�� 
 ����	�
��
� ������� (f : α̂, α̂) �� ��� ���������� 	�
��
��
�
��	�
��# )� ��
��� ��� 
� ��
�
��	�
� �� �������
�� �������! ������ ��
������� ��� �
�$�� ⎛

⎜⎜⎜⎝
λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
###

###
# # #

###
0 0 · · · λν

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

����� ��������� 
��
�
���
�#

/+	� ��� 
 ������� (f : α̂, α̂) ����� �������
�# ���� ������ 	� ���� ��
"
�
��� ���	� �� 	����
��� ���	��� 	������	���� ��� ��� f # )�� ����������!
� ���	��	� ��� ������� Imf ����� �
 ���'
� � � �� ��������� 	�
���� � �
�
%��	�
���� ��� 	��� ����� �������
 �
� (f : α̂, α̂)# +��
�� %���
��� ��� 
 ��"
����� (f : α̂, α̂) ����� �������
� �� ��� ���
 �� �����
�� λ1, . . . , λν ∈ F ���
��
�	�� ��� ��'� i = 1, . . . , ν

f(αi) = λiαi. (1)

,=



�2 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

+�
��� � 
 ���
� Imf ��������� ��� ������ �� αi ��� �� 
�
�� �	���� λi �= 0
��� 
 ���
� ker f ��������� ��� �� αi ��� �� 
�
�� �	���� λi = 0# ��� '�
���� ����%
�� �� ������ ��� '� ��
�
�	��� �� ������	
��� " %�	�����
� 	���
	��	��� @3. " 
�
�
���
�� ������� �
� �$
�� �� �������� ��������	� f #

������� ��� ���
�
 ������� ����� �� ��� ��'� �������� ��������	� f :
V → V ������� ������������ %�	� α̂ �
� V ���
�� �	�� 
 ������� (f : α̂, α̂)
�� ����� �������
�# &� ���! ���� ��� �
��� f ������� ���
�� %�	�B 5 � ��
���
�� ��
	��
��	'�� ��� ���
�� %�	�B &� ��� ������� ������������ %�	� α̂ �
� V
���
�� �	�� 
 (f : α̂, α̂) �� ����� �������
�! ��� � ������� %�	� ���
�� �	��

 (f : α̂, α̂) �� ����� ����� �
�$�� “����� �������”B &��� ����� ������ ��� ��
	�������� '����� �
� '� ������	
��� 	�� ������� ��
 >�$�����#

��� �	�����&
 %�� �	��	����'����

���� �������$
 ���� '� ��	����
��� ��� '���������� ���
���- ���
����! ���
���"
��	�� ��� ���������	���� �
������
#

/+�
���� ���0� ���� �
� ������ ���� ��� ��������� �� 	��	� @3.! ���
��� �
�
�*�� 
��	��#

1������ -�-�- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��� f : V → V
��� �������	 �����
����� ,-�� ���#��� λ ∈ F 	�	������� ���	���� �� f
�� �� �#�� �� �������
 v ∈ V $��� %��

f(v) = λv.

��� �������� ��	� �� �$�� 
� � v ����� $�� ���	�������� �� f ���
������#�� ��� ������	 λ�

�����%������ -�--

3# ;� ��
	��
��	
��� ��� ���
����� ��� �� ���
�����	���� ��� ��������� ����"
����	�� f : R2 → R2! f(x, y) = (x+ 2y, 3x+ 2y)#

/+	� λ ∈ R ��� v = (x, y) ∈ R3! v �= (0, 0)# ( 	��	� f(v) = λv �����
�	
������ �� �� (x+ 2y, 3x+ 2y) = λ(x, y)! ������ ����� �	
������ �� �

	�	����

(1 − λ)x+ 2y = 0
3x+ (2 − λ)y = 0.

(2)

�
 	�	���� ���� @ � ��
� �
�� ����	�
�� x, y. ����� ��������! 
�
�����
��� ������ ���� @������ �
 ���'
� � � ����	� � �	
���� �� �
 ���'
�



���� ������'� &�� ��������(���� ��

� � �*�	�	� �.# /&�� ������� �� �������� ��	� �� ��� ���
 �� � 
��
�	�
� � 	������	��� ����� �����! ������ �� ��� ���
 ��

det
(

1 − λ 2
3 2 − λ

)
= λ2 − 3λ− 4 = (λ+ 1)(λ− 4) = 0.

������� 
� ���
����� ��� f ����� λ = −1 ��� λ = 4# )�� ��'� ��� ��� �����!
'� ��
	��
��	
��� ���� �� ����	�
��� ���
�����	����#

/+	� λ = −1# ���� �
 	�	���� @,. ����� �	
�����
 �� �


2x+ 2y = 0
3x+ 3y = 0.

+��
�� �����	���
��� ��� �
 	��
�
 � � ��	� � ����� �
 {(x,−x) | x ∈
R}# /&�� 	��� ���
���� λ = −1 ����	�
��
�� �� ���
�����	���� (x,−x)!
��
� x ∈ R − {0}#
/+	� λ = 4# ���� �
 	�	���� @,. ����� �	
�����
 �� �


−3x+ 2y = 0
3x− 2y = 0.

+��
�� �����	���
��� ��� �
 	��
�
 � � ��	� � ����� �

{(
x, 3

2x
) | x ∈ R

}
#

/&�� 	��� ���
���� λ = 4 ����	�
��
�� �� ���
�����	����
(
x, 3

2x
)
! ��
�

x ∈ R − {0}#
,# ;� �
��� �� �������� ��������	� f : R2 → R2! f(x, y) = (−y, x)# ;�
���*
��� ��� ���� ��� ���� ���
�����#

5�������! �	� λ ∈ R ��� v = (x, y) ∈ R2! ���
�� �	�� f(v) = λv# ����
(−y, x) = λ(x, y) ��� ��
��� � ��
��� �
 
�
����� �������� 	�	����

λx+ y = 0
−x+ λy = 0.

)�� ��'� λ ∈ R! ��
��� det
(

λ 1
−1 λ

)
= λ2 + 1 �= 0# +�
��� � �


	�	���� ���� ���
 �� �������� ��	�! (x, y) = (0, 0)# +����� �� ���
�����"
	���� ����� �� �������� 	��$ �� �� �
� 
��	��! 	��������
��� ��� � f ���
���� ���
����� � ���
�����	����#

6# ��
� ���	�� ,#3#3 ��� �����
��� �� ����� 
 V ������	����� ���	��	��#
/+�� 	������ ���������� ����� �
 �*��#



� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

/+	� C∞(R,R) 
 ����������� �����	������� ���
� � � 	������	� � g :
R → R �
� ��
�� �������
�� 
�
��	���
�� ��*��# @A���'���
��� ��� �
���	'�	� 	�
���� � �
� C∞(R,R) ����� � 	���'�� ���	'�	� �����������
	������	� � ��� �
 �������
 ���� α ∈ R �� ��� g ∈ C∞(R,R) ����� �

	���'�� �������
 αg ���������
� ���'�
� �� ���������� 	������	�.# (
��������	�

d : C∞(R,R) −→ C∞(R,R), g 	−→ g′

��
� g′ 	��%
���� ��� ����� �
 ��� g! ����� ��������# /+	� λ ∈ R#

+����� � ����� �
� ��� ��'������ 	������	�� eλx ����� � λeλx! ������

d(eλx) = λeλx,

	��������
��� ��� ��'� λ ∈ R ����� ���
���� ��� d ��� ��� ���
�����	�� �
�
����	�
���� 	�� λ ����� � 	������	� eλx#

�����(����- ��
 ������
 ��� �� ��
��
����� ������������ �����	��	���
��� � �������� ��������	� f : R2 → R2! f(x, y) = (−y, x)! ��� ���� ���
�����# ;�
��	
��� ��� ��� “�� ������� ��������” ���
� �
� ���
���
�# )� �������! � f
����	����� ��� 	��
$� 	�
 ������
 ���� � ��� 90◦ @%�# ���
� &! 5���������
8#3#6 9.# +�
��� � ����� $����� ��� ��� ������� ��'��� W �
� ������
� �
� ��
��������� ��� ��� ���� � � �*�� � ��� �� �����
������ 	�
� ����� ��� ��	 ���
f # �� ���� �����! ��� ������� ���� �
� W �
� R2 �� dimW = 1 ���
�
� �	��
f(W ) ⊆ W # &� �� � ������ ���
�����	�� v ��� f ! ���� '� ������ f(v) = λv
(λ ∈ R) ��� ��
��� � '��
���� W =< v > '� ������ dimW = 1 ��� f(W ) ⊆
W #

/+	� V ���� �����	������� ���
� ��� �
� F ��� f : V → V ��� ��������
��������	�# &� �
 λ ∈ F ����� ��� ���
���� ��� f ! ���� ������� �� ��������
v ∈ V ���
�
 �	�� f(v) = λv! ������ (f − λ1V )(v) = 0! ��
� 1V : V → V
����� � ����
���� ��������	�# ������� 
 ������� ��� ��������� ��������	��
f − λ1V : V → V ����� �� ���������
�! ker(f − λ1V ) �= {0}#

&���	��
$�! �� �
 λ ∈ F ����� ���
�
 �	�� ker(f−λ1V ) �= {0}! ���� �������
�� �������� v ∈ ker(f −λ1V ) �� (f −λ1V )(v) = 0! ������ f(v) = λv# �������
�
 λ ����� ��� ���
���� ��� f #

/&�� ��
��� �
 �*�� ��
����	��#

������� -�-�- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��� f : V → V
��� �������	 �����
����� ,-�� λ ∈ F � 9� ��
������ ���
��� ����� �����������

(i) 4� λ ����� ��� ������	 �� f �

(ii) ker(f − λ1V ) �= {0}�



���� ������'� &�� ��������(���� ��

/+	� λ ��� ���
���� ��� f # � ���� �
� ker(f − λ1V ) �
� V 
�
������ 

�������	� ��� f �
� ����	�
���� 	�� λ# ����' � �� 	��%
������ �� V (λ)#
5������
��� ��� �
 	��
�
 � � ���
�����	��� � ��� f �
� ����	�
��
�� 	���
���
���� λ ����� �
 V (λ) − {0}#

�������

)� ��
��� ��� 
� ��������� �����
��	��� f : V → W ����*� �����	�������
��� � ������	����� ���	��	�� �������	������ ��� �������# ��� 	������� '� �"
*���	
��� � � ��
�
�� �� ��
�
��	'
�� 
� ���
����� ���� ��������� ��������	��
f : V → V �� �� %
�'��� ����� �# 5����! �� �! �� '���'
��� ��� ����	�
����
��������� �����
��	� � ��� �
�$�� f : V → V ��� ����� � @%�# ���
� &!
>�$����
 2.#

/+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ���
f : V → V ��� �������� ��������	�# /+	� α̂ = (α1, . . . , αν) ��� ������������
%�	� �
� V # ���� ��� ��'� i = 1, . . . , ν �����
�� �
������ xji ∈ F ! j = 1, . . . , ν
���
�� �	��

f(αi) = x1iα1 + x2iα2 + · · · + xνiαν .

;� �
��� �
� ������ A ∈ F ν×ν �
� 
�
�
� � i"	���� ����� �⎛
⎜⎜⎜⎝

x1i

x2i
###
xνi

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

� ������� A ������� 
 ������� ��� ��������� ��������	�� f  � ��
� �� ��������"
���� %�	� α̂ ��� 	��%
������ �� (f : α̂, α̂) � ��
 ���� �� (f : α̂)# ����� ���� ���
� �������� ��������	� f ������������� ��� �
� A! � ��� 
 A ������	����
	��� f #

/+	� α̂ ��� β̂ ��
 ������������� %�	��� �
� V # ���� 
��
���� 
� �������
(f : α̂, α̂) ��� (f : β̂, β̂)# D��
��� ��� ������� ����	���0��
� ������� P ���
�
�
�	��

(f : β̂, β̂) = P−1(f : α̂, α̂)P. (3)

/+��� ���
�
� P ����� 
 ������� (1V : β̂, α̂) ������� %�	�� ��� ��� β̂ 	��� α̂
@%�# ���
� &! 	����� ,39.# A���'���
��� ��� 
 (1V : β̂, α̂) 
������  � �*��-
� i"	���� �
� (1V : β̂, α̂) ����� � ⎛

⎜⎜⎜⎝
y1i

y2i
###
yνi

⎞
⎟⎟⎟⎠



�� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

��
� βi = y1iα1 + y2iα2 + · · · + yνiαν #

���!�%���� -�-�- ;� �
��� �� �������� ��������	� f : R2 → R2! f(x, y) =
(3x+ y, 2x+ 4)! ��� ��� ������������� %�	��� �
� R2

α̂ = (α1 = (1, 0), α2 = (0, 1))

β̂ = (β1 = (1, 1), β2 = (1,−1)).

/+�
��� f(α1) = (3, 2) = 3α1 + 2α2 ��� f(α2) = (1, 4) = 1α1 + 4α2# /&��

(f ; α̂, α̂) =
(

3 1
2 4

)
.

+��	�� ��
��� f(β1) = (4, 6) = 5β1 + (−1)β2 ��� f(β2) = (2,−2) = 0β1 + 2β2#

/&�� (f ; β̂, β̂) =
(

5 0
−1 2

)
# &�� ��� 	��	��� β1 = α1 + α2! β2 = α1 − α2

��
������ ���

(1V : β̂, α̂) =
(

1 1
1 −1

)
.

5������
��� ���

(
5 0

−1 2

)
=
(

1 1
1 −1

)−1( 3 1
2 4

)(
1 1
1 −1

)

	��$ �� �� �� 	��	� @6.#

A���'���
��� ��� 
 ������� �
� �'�
�	���
� ��
 ��������� �����
��	� �
�	
���� �� �
 �'�
�	�� � � ����	�
�� � ����� � ��� 
 ������� ��� 	��'�	��
��
 ��������� �����
��	� � �	
���� �� �
 �������
 � � ����	�
�� � ����� "
�# ������ �� f, g : V → V ����� ��
 ��������� �����
��	��� ��� α̂ ����� ���
������������ %�	� �
� V ! ����

(f + g : α̂) = (f : α̂) + (g : α̂)
(f ◦ g : α̂) = (f : α̂)(g : α̂).

+��	��! �� µ ∈ F ! ����

(µf : α̂) = µ(f : α̂).

@)�� ��� ��
���*��� � � ������� %�# ���
� &! ;������ 2#3#< ��� ;������
2#3#9.#



���� ������'� &�� ��������(���� �#

������� -�-#- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� �����
��� �� F � α̂ ��� �������$�� � �� �� V ��� f : V → V ��� �������	 �����
�
����� *� ϕ(x) ∈ F [x] ����� $�� ����%����� 
� � ������� �� �������	� �����
�
����� ϕ(f) �� ���� � �������$�� � �� α̂ ����� � ϕ(A)� 
��� A = (f : α̂)�
�����	 (ϕ(f) : α̂) = ϕ(A)�

*�
���+�� /+	� ��� ϕ(x) = anx
n + · · · + a1x+ a0# ���� ϕ(f) = anf

n + · · · +
a1f + a01V # ?��	��
�
������ ��� ����� 	��	��� �
� ���$����� ���� ��� ���
�����	� ��
���

(ϕ(f) : α̂) = (anf
n : α̂) + · · · + (a1f : α̂) + (a01V : α̂)

= an(fn : α̂) + · · · + a1(f : α̂) + a0(1V : α̂)
= an(f : α̂) + · · · + a1(f : α̂) + a0(1V : α̂)
= anA

n + · · · + a1A+ a0Iν

= ϕ(A),

��
� Iν ����� 
 ν × ν ����
����� �������! ν = dimV #

)�� ����������! �� 
 ������� ���� ��������� ��������	�� f : R2 → R2  �

��
� ��� ������������ %�	� �
� R2 ����� 
 A =
(

3 1
2 4

)
! ���� 
 ������� ���

2f2 − 3f + 1V  � ��
� ��� ���� %�	� ����� 
 2A2 − 3A+ I2 =
(

14 10
22 25

)
#

+��	���$
��� ���� 	�� ������ ���
�����# �
 ������
 ��
����	�� �������$��
��� ���	����	� ����*� ��������� �����
��	� �! ���
����� ��� ����� � �
� �����
��������� ���	���# ����� '� 	��%
��
��� �
� ����
���� ν × ν ������ Iν �� I
���� ����� 	�$�� �
�
 ����� �
 ν#

������� -�-+- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� �����
��� �� F � α̂ ��� �������$�� � �� �� V ��� f : V → V ��� �������	 �����
�
����� ,-�� A = (f : α̂) ��� λ ∈ F � 9� ��
������ ���
��� ����� �����������

i) 4� λ ����� ��� ������	 �� f �

ii) det(A− λI) = 0�

*�
���+�� &�� ��� 5����	� ,#3#6 ��
��� ���

λ ����� ���
���� ��� f ⇔ ker(f − λ1V ) �= {0}.
)�� �� �������� ��������	� f − λ1V : V → V �� ��
��� ��� @%�# ���
� &!
;������ 8#6#6.

ker(f − λ1V ) �= {0} ⇐⇒ f − λ1V ��� ����� �	
�
�$�	���.



�+ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

&�� �
 ;������ 2#3#36 �
� & ��
���

f − λ1V ��� ����� �	
�
�$�	��� ⇐⇒ (f − λ1V : α̂) ��� ����� ����	���0��
�.

4	���� (f − λ1V : α̂) = A − λI 	��$ �� �� ��� 5����	� ,#3#2# +����� ����
������ ����� ������� ����� ����	���0��
� �� ��� ���
 �� � 
��
�	� �
� ����� ��
��������! ��� ��� ������� �	
�������� ��
������ ��� �
 λ ����� ��� ���
���� ���
f �� ��� ���
 �� det(A− λI) �= {0}#

���$ �� �� ��� ��
��
����� �����	�! ��� �� ��
�
��	
��� ��� ���
�����
���� ��������� ��������	�� f ��
�
��� �� ��
�
��	
��� �� λ ��� ��� �*�	 	�
det(A−λI) = 0! ��
� A ����� 
 ������� ��� f  � ��
� ������	��� ������������
%�	� �
� V # &� �
��� ������ ������������#

�����%������ -�-"-

3# ;� �
��� �� �������� ��������	� f : R2 → R2! f(x, y) = (x+2y, 3x+2y)
�
� ������ 	�
 5��������� ,#3#, 3# � ������� ��� f  � ��
� ��� ���
����

%�	� ((1, 0), (0, 1)) �
� R2 ����� 
 A =
(

1 2
3 2

)
# /+�
��� det(A−λI) =

det
(

1 − λ 2
3 2 − λ

)
= λ2 − 3λ − 4# &�� ��� 5����	� ,#3#<! �
 λ �����

���
���� ��� f �� ��� ���
 �� λ2−3λ−4 = 0# /&�� 
� ���
����� ����� λ = −1
��� λ = 4#

,# /+	� f : R3 → R3! f(x, y, z) = (4x, 2y− 5z, y− 2z)# � ������� ��� f  �
��
� ��� ���
���� %�	� ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) �
� R3 ����� 


A =

⎛
⎝ 4 0 0

0 2 −5
0 1 −2

⎞
⎠ ∈ R3×3.

/+�
���

det(A− λI) = det

⎛
⎝ 4 − λ 0 0

0 2 − λ −5
0 1 −2 − λ

⎞
⎠

= (4 − λ)(−(2 − λ)(2 + λ) + 5)

= (4 − λ)(λ2 + 1).

������� 
� ���
����� ��� f ����� 
� ����������� ��	��� ��� �*�	 	��
(4 − λ)(λ2 + 1) = 0# /&�� ������� �
������ ���
����! λ = 4#



���� ������'� &�� ��������(���� �"

6# ;� �
��� �� �������� ��������	� f : C3 → C3! f(x, y, z) = (4x, 2y −
5z, y − 2z)# +�� ��
��� F = C# @�������� �� �
 ��
��
����
 ��������"
��.# � ������� ��� f  � ��
� ��� ���
���� %�	� ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1))
�
� C3 ����� 


A =

⎛
⎝ 4 0 0

0 2 −5
0 1 −2

⎞
⎠ ∈ C3×3.

��
 ��
��
����
 ����������! ������ ��� det(A−λI) = (4−λ)(λ2+1)# ��

����� ���������� 
� ���
����� ��� f ����� 
� ��������� ��	��� ��� �*�	 	��
(4 − λ)(λ2 + 1) = 0# /&�� �����
�� ����� ���
�����! λ = 4! λ = i! λ = −i#

8# /+	� R2[x] 
 ����������� �����	������� ���
� � � �
�� ��� � %�'�
�
�
 �
�� ,# ;� %�
��� ��� ���
����� ��� ��������� ��������	�� f : R2[x] →
R2[x]! f(ϕ(x)) = ϕ(x) + (x+ 1)ϕ′(x)# +�����
��� �� ������������ %�	�
α̂ = (1, x, x2) �
� R2[x]# +��
�� %���
��� ��� 
 ����	�
��
� ������� ���
f ����� 


A =

⎛
⎝ 1 1 0

0 2 2
0 0 3

⎞
⎠ .

+����� ��
���

det(A− λI) = det

⎛
⎝ 1 − λ 1 0

0 2 − λ 2
0 0 3 − λ

⎞
⎠ = (1 − λ)(2 − λ)(3 − λ),

	��������
��� ��� 
� ���
����� ��� f ����� 
� 1, 2, 3#

!������� ��� ������������  ������

/+	� A ���� ν × ν ������� �� 	�
����� ��� �
 F # ( ��������	�

γA : F ν×1 −→ F ν×1, γA(X) = AX

����� ��������# &� λ ∈ F ����� ��� ���
���� ��� γA ��� X ∈ F ν×1 ��� ���
�����	��
�
� ����	�
���� 	�� λ! ���� ��
���

AX = λX.

1������ -�-0- ,-�� A ∈ F ν×ν � *� �� �#��� λ ∈ F ��� X ∈ F ν×1 ��
X �= 0� $��� %�� AX = λX� �� �$�� 
� � λ ����� ��� ���	���� �� ������
A ��� � X $�� ���	�������� �� ������ A ��� ������#�� ��� ������	 λ�



�0 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

������� -�-�- ,-�� λ ∈ F ��� A ∈ F ν×ν � 9� ��
������ ���
��� �����
����������

i) 4� λ ����� ��� ������	 �� A�

ii) 6� �#�� X ∈ F ν×1� X �= 0� $��� %�� (A− λI)X = 0�

iii) det(A− λI) = 0�

*�
���+�� i)⇔ii) +���� ��
$���� ��� AX = λX �� ��� ���
 �� (A− λI)X = 0#
ii)⇔iii) +���� �� 	�� ��� ��� �������� 
�
����� ������ ���� 	�	���� ���� ��
�������� ��	� �� ��� ���
 �� � 
��
�	� � � 	������	��� ����� �	� �� �����
@%�# & 5���	�� 9#3#8.# /&�� ������� X �= 0 �� (A − λI)X = 0 �� ��� ���
 ��
det(A− λI) = 0#

�����%������ -�-�2-

3# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� �
� ������ A =
(

1 −1
2 −1

)
���� ����� '� ��'��  � 	�
����
 �
�

i) R2×2 ii) C2×2#

i) +*���
��� �� �����
�� λ ∈ R ���
�� �	�� det(A− λI) = 0# /+�
���

det(A − λI) = det
(

1 − λ −1
2 −1 − λ

)
= λ2 + 1# �������  � 	�
����


�
� R2×2 
 A ��� ���� ���
����� � ���
�����	����#

ii) +*���
��� �� �����
�� λ ∈ C ���
�� �	�� det(A − λI) = 0# +�����
det(A− λI) = λ2 + 1! 
� ���
����� ����� i ��� −i# ;� ��
	��
��	
��� ����
�� ����	�
��� ���
�����	����#

)�� λ = i �����
��� �
 	�	���� (A− λI)X = 0! ��
� X =
(
x

y

)
! ������

�


(1 − i)x− y = 0
2x− (1 + i)y + 0.

+��
�� %���
��� ��� ���� ����� �	
�����
 �� ��� �*�	 	�

(1 − i)x− y = 0

��� 
�
��� 
� ��	��� ����� 
� (x, (1 − i)x)! x ∈ C# /&�� �� ����	�
���

���
�����	���� ����� ��

(
x

(1 − i)x

)
! ��
� x ∈ C − {0}#



���� ������'� &�� ��������(���� ��

)�� λ = −i! �
 	�	���� (A− λI)X = 0 ����� �


(i+ 1)x− y = 0
2x+ (i− 1)y = 0

�
� ����� �	
�����
 �� ��� �*�	 	�

(i+ 1)x− y = 0.

/&�� �� ����	�
��� ���
�����	���� ����� ��

(
x

(i+ 1)x

)
! ��
� x ∈ C − {0}#

,# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� �
� A ∈ R3×3! ��
�

A =

⎛
⎝ 2 1 0

0 1 −1
0 2 4

⎞
⎠ .

/+�
���

det(A− λI) = det

⎛
⎝ 2 − λ 1 0

0 1 − λ −1
0 2 4 − λ

⎞
⎠

= (2 − λ)((1 − λ)(4 − λ) + 2) = (2 − λ)2(3 − λ).

/&�� 
� ���
����� �
� A ����� 
� λ = 2! λ = 3# ;� ��
	��
��	
��� ���� ��
����	�
��� ���
�����	���� �����
���� �
 	�	���� (A−λI)X = 0 ��� ��'�
��� ��� ��� ��
 ���
�����#

)�� λ = 2! �
 	�	���� (A− λI)X = 0! ��
� X =

⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠! ����� �


y = 0
−y − z = 0
2y + 2z = 0

�
� ����� �	
�����
 �� �


y = 0
y + z = 0.



�2 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

�� ��	��� �
� 	�	�����
� ����� (x, 0, 0)! x ∈ R# /&�� �� ���
�����	����

�
� ����	�
��
�� 	��� ���
���� λ = 2 ����� ��

⎛
⎝ x

0
0

⎞
⎠! x ∈ R − {0}#

)�� λ = 3 �
 	�	���� (A− λI)X = 0 ����� �


−x+ y = 0
−2y − z = 0

2y + z = 0

�
� ����� �	
�����
 �� �


x− y = 0
2y + z = 0.

�� ��	��� �
� 	�	�����
� ���
� ����� 
� (x, x,−2x)! x ∈ R# /&�� ��

���
�����	���� �
� ����	�
��
�� 	��� ���
���� λ = 3 ����� ��

⎛
⎝ x

x
−2x

⎞
⎠!

x ∈ R − {0}#

6# /+	� A ∈ F ν×ν ���� ������� ��� ϕ(x) ∈ F [x] ��� �
������
# &� �

λ ∈ F ����� ��� ���
���� �
� A ��� X ∈ F ν×1 ��� ���
�����	�� �
� A �
�
����	�
���� 	�� λ! ���� �
 ϕ(λ) ����� ��� ���
���� �
� ϕ(A) ��� �
 X ���
���
�����	�� �
� ϕ(A) �
� ����	�
���� 	�� ϕ(λ)#

5�������! �� �
 λ ����� ���
���� �
� A ���� ������� X ∈ F ν×1! X �= 0!
�� AX = λX# +�
��� � A2X = A(AX) = A(λX) = λAX = λ2X#
�� ���� �� ���
�� ��
������ ��� AmX = λmX ��� ��'� m = 1, 2, . . .#
���� �� ϕ(x) = anx

n + · · · + a1x+ a0! ��
���

ϕ(A)X = (anA
n + · · · + a1A+ a0I)X

= anA
nX + · · · + a1AX + a0IX

= anλ
nX + · · · + a1λX + a0X

= (anλ
n + · · · + a1λ+ a0)X

= ϕ(λ)X

/&�� �
 ϕ(λ) ����� ��� ���
���� �
� ϕ(A) ��� �
 X ����� ��� ����	�
��

���
�����	��#



���� ������'� &�� ��������(���� ��

������� �� ��������  ���"����

5��� ��
� ��	
��� 	��� ������� 	�������� ���
�� @���������	���� �
���"
���
. '� �����	��� �� ���$��'
��� 	� ������� �� 	�
����� � � 
�
� � �����
�
�������#

/+	� A = (ϕij(x)) ���B = (ψij(x)) ��
 ν×ν �������! ��
� ϕij(x), ψij(x) ∈
F [x]! ������ �� 	�
����� � � A ��� B ����� �
������� �� 	������	��� ��� �

F # �
 �'�
�	�� A + B � � A ��� B! �
 �������
 AB � � A ��� B ��� �

�������
 ψ(x)(A) ���� ψ(x) ∈ F [x] �� �
 A 
��
���� ���� �����
�
 ����

�� ����� �
� ������ 	�
 >�$����
 , �
� ���
� &# ������������ ��
��� A +
B = (ϕij(x) + ψij(x))! AB = (χij(x))! ��
� χij(x) =

∑
k

ϕik(x)ψkj(x) ���

ψ(x)A = (ψ(x)ϕij(x))#
�� ��������� �
� �'�
�	���
� A + B! �
� ���
���
� AB ��� �
� ���
���
�

ψ(x)A ���� ψ(x) ∈ F [x] �� �
 A! ��
� 
� A ��� B ����� ν × ν ������� ��
	�
����� ��� �
 	��
�
 F [x]! ����� �����
��� �� ��� ��������� �
� �'�
�	���
�!
�
� ���
���
� ��� �
� %�'� �
� ���
���
� ����� � �� 	�
����� ��� �
 F ! ���

�
��� ������	��� 	��� 5������$
�� ,#6 ��� ,#2 �
� A# �� �� ��
���*��� �����
��� ���$��
�� ��� ��� ����	�
���� ��
���*��� � � ���
��� � �
� �	��
�� 	�

F ν×ν #

/+	� ���� A = (ϕij(x)) ���� ν × ν ������� �� 	�
����� ��� �
 F [x]# (

��
�	� �
� A 
������ ���� ����  � �*��- &� ν = 1 ���� detA = ϕ11(x)#
/+	� ν > 1# �� Aij 	��%
��
��� �
� (ν − 1) × (ν − 1) ������ �
� ��
������
��� �
� A ���� �������0
��� �� i ������ ��� �� j 	����#
���� detA = ϕ11(x) detA11 − ϕ21(x) detA21 + · · · + (−1)ν+1ϕν1 detAν1#

)�� ����������! ��

A =

⎛
⎝ x2 0 2

1 x x+ 3
x− 1 0 x2 − 2

⎞
⎠

����

detA =

= x2 det
(
x x+ 3
0 x2 − 2

)
− det

(
0 2
0 x2 − 2

)
+ (x− 1) det

(
0 2
x x+ 3

)
= x2(x(x2 − 2) − 0) − 0 + (x− 1)(0 − 2x).

;� ���$��'
��� ���� 	� ������� ��������� 
��
�	�� ����� � �
� ��
��
	�
����� ��� �
 F [x]#



� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

/+	� A = (ϕij(x)) ���� ν × ν ������� ��
� ϕij(x) ∈ F [x]# &�
����������
��� ��� ��'� i = 1, . . . , ν �	����

detA =
ν∑

j=1

(−1)i+jϕij(x) detAij @“���������  � ��
� ��� i ������”.

+��	�� ��� ��'� j = 1, . . . , ν �	����

detA =
ν∑

i=1

(−1)i+jϕij(x) detAij @“���������  � ��
� ��� j 	����”.#

5�������! ��� �� ��
���*
��� ��� ����� 	��	�! '� �
��� �
 �
������


ψi(x) = detA−
ν∑

j=1

(−1)i+jϕij(x) detAij ∈ F [x],

������ �
 det(ϕij(x))−
ν∑

j=1
(−1)i+jϕij(x) det(ϕ(ij)

s,t (x))! ��
� ϕ(ij)
s,t (x) = ϕs,t(x)!

s �= i! t �= j# ?��	��
�
������ �
 ��������� 
��
�	�� @ � ��
� ��� i ������.
����� � �
� ��
�� ���#��� ��
 � F ! �������
��� ��� ��� ��'� a ∈ F ��
���
ψi(a) = 0# /&�� ψi(x) = 0# �� �����
�
 ����
 ��
���������� ��� � �������
	��	�#

?��	��
�
������ �� ������� ����������� ��� 
��
�	�� ��� ���� �� 	�

ν ���
�� ��
������ ��� detA = detAt! ��
� At ����� 
 ���	��
$
� �
� A#

&�A,B ����� ��
 ν×ν ������� �� 	�
����� ��� �
 F [x]! ���� �	���� det(AB) =
(detA)(detB)# 5�������! ��� �
 �
������
 ψ(x) ∈ F [x]! ��
� ψ(x) = det(AB)−
(detA)(detB)! ��
��� ψ(a) = 0 ��� ��'� a ∈ F # /&�� ψ(x) = 0#

+��	�����
��� ��� �� 
 B ��
������ ��� �
� A �� ��� ������	� ���� ����"
��	����� ��
�
�'��� 	�
���� ��� ����	������	��� ������� � 	����� @%�# &
5������$
� ,#8.! ���� detB = cdetA! ��
� c ∈ F [x]! c �= 0# 4��������! ��

� ��
�
�'�� 	�
���� ��� ����	������	��� �������%���� ���
 ���	'�	� �
�"
�����	� � ������� @� 	�����. ���� detA = detB# ( ������*� �$������ 	��
�	��	�#

#�������������  ���"����  �����

/+	� A ∈ F ν×ν ���� �������# +����� ���� ��� 
� ���
����� λ �
� A ��'
��"

���� ��� �� 	��	� det(A − λI) = 0# &� A = (aij) ��� x ����� ��� ����%����!



���� ������'� &�� ��������(���� ��

����

A− xI =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 − x a12 · · · a1ν

a21 a22 − x · · · a2ν
###

###
###

aν1 aν2 · · · aνν − x

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

( 
��
�	� det(A − xI) ����� ��� �
������
 	�� ����%���� x �� 	������	���
��� �
 F # 5������
��� ��� �
 λ ∈ F ����� ��� ���
���� �
� A �� ��� ���
 ��
����� ��� �
� det(A− xI)#

1������ -�-��- ,-�� A ∈ F ν×ν � 4� ����%���� det(A − xI) ���� 7���
� ������������� �	��
���	 �� A ��� �������7��� �� χA(x)�

)�� ����������! �
 ���������	���� �
������
 �
� A ∈ R2×2! ��
� A =(
2 3
1 1

)
! �����

χA(x) = det(A− xI)

= det
(

2 − x 3
1 1 − x

)
= x2 − 3x− 1.

�
 ���������	���� �
������
 �
� B ∈ R3×3! ��
�

B =

⎛
⎝ −1 −3 0

2 −2 1
−4 0 2

⎞
⎠

�����

χB(x) = det(B − xI)

= det

⎛
⎝ −1 − x −3 0

2 −2 − x 1
−4 0 2 − x

⎞
⎠

= −x3 + x2 − 2x− 28.

/+	� A ∈ Rν×ν # +���� $����� ��� �
 ���������	���� �
������
 �
� ������
& ���� '� ��	
��� �����  � 	�
����
 �
� Rν×ν ��������� �� 
 ���������	����
�
������
 �
� ������ A ���� '� ��	
��� �����  � 	�
����
 �
� Cν×ν #



�� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

�������(�%��-

3# /+	� B = (ϕij(x)) ���� ν × ν ������� �� 	�
����� ��� �
 F [x]# ?��	�"
�
�
������ ���� �� 	�
 ν ��� �
 ��������� ��� 
��
�	��  � ��
� ���
����� ������ ��
���������� ��� detB =

∑±ϕ1σ(1)(x) · · ·ϕνσ(ν)(x)! ��
�
�
 σ ��������� ��� ����'�	��� � � 1, 2, . . . ν# +�����
� 
 	������	��� �
�
ϕ11(x) · · ·ϕνν(x) ����� +1#

5�������! ��� ��'� j = 1, 2, . . . , ν '��
��� Xj = {σ ∈ Sν | σ(1) = j}#
���� ��
��� �� *��� �� 	� � Sν = X1∪X2∪. . .∪Xν # ;� ��
���*
��� �
��
�	����	�
�� ��� �� ���� �� 	�
 ν# ( ������ 	� ν = 1 ����� ��
$����#
/+	� ν > 1 ��� �	� ��� ���'��
�� 
� �	����	�
� ��� ��'� (ν−1)×(ν−1)
������# ?��	��
�
������ �
 ���������  � ��
� ��� ����� ������ ��� ���
���'�	� ��� ���� ��� ��
���

detB =
ν∑

j=1

(−1)i+jϕ1j(x) detB1j

=
ν∑

j=1

(−1)i+jϕ1j(x)

⎛
⎝∑

σ∈Xj

±ϕ2σ(1)(x)ϕ3σ(3)(x) · · ·ϕνσ(ν)(x)

⎞
⎠
@I.

=
ν∑

j=1

∑
σ∈Xj

±ϕ1σ(1)(x)ϕ2σ(2)(x) · · ·ϕνσ(ν)(x).

J�� ��� *���� �� 	�� Sν = X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xν ��
���

ν∑
j=1

∑
σ∈Xj

±ϕ1σ(1)(x)ϕ2σ(2)(x) · · ·ϕνσ(ν)(x)

=
∑
σ∈Sν

±ϕ1σ(1)(x)ϕ2(σ(2) · · ·ϕνσ(ν)(x).

/&�� detB =
∑

σ∈Sν

±ϕ1σ(1)(x)ϕ2σ(2) · · ·ϕνσ(ν)(x)# &�� ��� ���'�	� ��"

� ���� ��� �
 ���	��
 �
� ϕ2 2(x) · · ·ϕν ν(x) 	��� �	����� detB11 =∑
σ∈X1

±ϕ2σ(2)(x) · · ·ϕνσ(ν)(x) ����� +1# ������� ��� ��� (∗) ������ ��� �

���	��
 �
� ϕ11(x)ϕ22(x) · · ·ϕνν(x) 	��� �	����� detB =

∑
σ∈Sν

±ϕ1σ(1)(x)

ϕ2(σ(2) · · ·ϕνσ(ν)(x) ����� +1#

�.����
�& �
� � ��#�� X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xν ����� %��� �����!�� �
� Xi ∩ Xj = ∅ ��� ����
i �= j�



���� ������'� &�� ��������(���� �#

,# /+	� A ∈ F ν×ν # &�� ��� ��
��
����� ��������	� 	��������
��� ���

χA(x) = det

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 − x a12 · · · a1ν

a21 a22 − x · · · a2ν
###

###
###

aν1 aν2 · · · aνν − x

⎞
⎟⎟⎟⎠

= (a11 − x)(a22 − x) · · · (aνν − x) + “���
� ��
�”, @8.

��
� ��'���� ��� �
�� “���
�� ��
��” ����� ��� �������
 �
� �������� �

�
�� ν − 2 �����
���� ��� �
�� a11 − x, a22 − x, . . . , aνν − x# /&�� �

�
������
 χA(x) ����� %�'�
� ν ��� 
 ����	�
%�'��
� 	������	��� �����
(−1)ν #

6# /+	� A ∈ F ν×ν # +����� 
 %�'��� �
� χA(x) ����� ν! �
 χA(x) ���� �

�
�� ν ���� 	�
 F # /&�� 
 A ���� �
 �
�� ν ���
�����#

�����%������-

3# /+	� A =
(

1 4
2 3

)
∈ R2×2# E� %��'
�� 
� ���
����� �
� A2004−5A+3I#

/+�
��� χA(x) = det
(

1 − x 4
2 3 − x

)
= (x − 5)(x + 1)# ������� 
�

���
����� �
� A ����� λ1 = 5 ��� λ2 = −1# ;� �
��� �
 �
������

ϕ(x) = x2004 − 5x+ 3 ∈ R[x]# &�� �
 5��������� ,#3#31 6 	��������
���
��� 
� ϕ(5)! ϕ(−1) ����� ���
����� �
� A2004 − 5A + 3I# /+�
��� ϕ(5) =
52004 − 5 · 5 + 3 = 52004 − 22 ��� ϕ(−1) = (−1)2004 − 5(−1) + 3 = 9# /&��
ϕ(5) �= ϕ(−1)! ������ 
 ������� A2004 − 5A + 3I ���� �
�����	�
� ��

���
�����# +����� 
 ������� ����� ����� 2 × 2! ���� �
 �
�� ��
 ���
�����#
������� 
� ϕ(5)! ϕ(−1) ����� 
� ���
����� �
�#

,# /+	� A ∈ Rν×ν! ��
� 
 ν ����� ��������# ���� 
 A ���� ��� �
�����	�
�
���
����#

5�������! �
 �
������
 χA(x) ����� ������
� %�'�
� ��� ���� 	������	���
��� �
 R# /&�� ���� ���� �
�����	�
� ��� ��� 	�
 R @%�# >�$����
 3.#

6# E� %��'�� �
 ���������	���� �
������
 �
� ������ A ∈ Rν×ν ! ��
�

A =

⎛
⎜⎝

1 1 · · · 1
###

###
###

1 1 · · · 1

⎞
⎟⎠ .



�+ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

?��	��
�
�
��� 	�
��������� ����	������	�
�� ������� ��� 	����� ��"
��� �# 5�
	'��
���� 	��� ����� 	���� �
� ������ A − xI ��'� ����
	���� �
� %���
��� ���

det(A− xI) = (ν − x) det

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1
1 1 − x · · · 1
###

###
###

1 1 · · · 1 − x

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

��� 	������� �$���
��� ��� ����� ������ �
� ������⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1
1 1 − x · · · 1
###

###
###

1 1 · · · 1 − x

⎞
⎟⎟⎟⎠

��� ��'� ���� ������# ���� ��
���

det(A− xI) = (ν − x) det

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1
0 −x · · · 0
###

###
###

0 0 · · · −x

⎞
⎟⎟⎟⎠

= (−1)ν−1(ν − x)xν−1.

!������� ��� ���������������  ���������

;� ���$��'
��� ���� 	� ������� ����� ��������� �
� ���������	���
� �
"
�� ���
� �
� '� ���	��
�
��	
��� 	� �������� �������$
��#

&� B ����� ���� ������ ����� ������� �� 	�
����� ��� �
 F [x]! ���� detB =
det(Bt)! ��
� Bt ����� 
 ���	��
$
� �
� B# +�
��� �! ��� ��� ������A ∈ F ν×ν

��
��� χAt(x) = det(At−xI) = det(At−(xI)t) = det(A−xI)t = det(A−xI) =
χA(x)# /&�� ��
���*��� �
 �*��

������� -�-�- ,-�� A ∈ F ν×ν � 4
� � #����������
 ����%���� ��
A ���7��� �� � #����������
 ����%���� �� At�

&�� ��� ��
��
����� �����	� ������ ��� 
� ������� A ��� At ��
�� ��� �����
���
�����#

A���'���
��� ��� ���� ������� A ∈ F ν×ν 
�
������ ���� ����� �� 
 A
����� �� ���� ����� � ��� ���� �����#



���� ������'� &�� ��������(���� �"

������� -�-��- ,-�� A ∈ F ν×ν $��� �������
� �������� *� A = (aij)�

� χA(x) = (a11 − x)(a22 − x) · · · (aνν − x)�

*�
���+�� D��
��� ��� � 
��
�	� ���� ���� ���
� ������ �	
���� �� �
 �������

� � 	�
���� � �
� %��	�
���� ��� 	��� ����� �������
# � ������� A−xI �����
���� �����# �� �������� 	�
����� �
� ����� �� a11 − x, a22 − x, . . . , aνν − x#

+�
��� � 
� ���
����� ���� ���� ���
� ������ ����� �� 	�
����� �
� %��	�
����
��� 	��� ����� �������
#

A������ ��� ���	��� �������	� ��� 5����	�� ,#3#36#

/+	� ∆ =
(
A B
0 Γ

)
∈ F (µ+ν)×(µ+ν)! ��
� A ∈ Fµ×µ ��� Γ ∈ F ν×ν #

A���'���
��� ��� det∆ = (detA)(detΓ ) @%�# /&	��	� < ��� 5������$
� <#8
�
� &.# /+�
���

∆− xIµ+ν =
(
A− xIµ B

0 Γ − xIν

)

��� ��
��� � det(∆− xIµ+ν) = det(A− xIµ) det(Γ − xIν)! ������

χ∆(x) = χA(x)χΓ (x).

������� -�-��- ,-�� A ∈ F ν×ν $��� ������� �� ���0	�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

A1

A2 ∗
� � �

0 Aκ

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,


��� Ai ∈ F νi×νi � ν1 + ν2 + · · · + νκ = ν� 4
� χA(x) = χA1(x) · · ·χAκ(x)�

*�
���+�� ( ������*� ������� �� ���� �� 	�
 κ ��� �$������ 	�� �	��	�#

���!�%����- E� %��'
�� 
� ���
����� �
� ������ A ∈ R4×4 ��
�

A =

⎛
⎜⎜⎝

2 1 a b
1 2 c d
0 0 1 1
0 0 −2 4

⎞
⎟⎟⎠ .

/+	� A1 =
(

2 1
1 2

)
��� A2 =

(
1 1

−2 4

)
# ����

A =
(
A1 ∗
0 A2

)



�0 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

��� ��
��� � χA(x) = χA1(x)χA2(x)# +��
�� %���
��� ��� χA1(x) =
x2 − 4x + 3 = (x − 1)(x − 3) ��� χA2(x) = x2 − 5x + 6 = (x − 2)(x − 3)#
/&��

χA(x) = (x− 1)(x− 2)(x − 3)2

��� 
� ���
����� �
� A ����� 
� 1, 2, 3#

/+	� A ∈ F 2×2! A =
(
a b
c d

)
# +��
�� �����'������ ���

χA(x) = det
(
a− x b
c d− x

)
= x2 − (a+ b)x+ ad− bc.

5������
��� ��� 
 	��'���� ��
� �
� �
�� ���
� χA(x) ����� � 
��
�	� �
�
A# +��	��! 
 	������	��� �
� x ����� −TrA! ��
� TrA ����	����� �
 ���
� �
�
A! ������ �
 �'�
�	�� � � 	�
���� � �
� %��	�
���� ��� 	��� ����� �������
#

������� -�-�#- ,-�� A ∈ F ν×ν ��� χA(x) = (−1)νxν + aν−1x
ν−1 + · · ·+

a0� 4
�

a0 = detA ��� aν−1 = (−1)ν−1TrA.

*�
���+�� /+�
��� a0 = χA(0) = det(A− 0I) = detA#
/+	� A = (aij)# &�� �� 	��	� @8. �
� ������ ���� �
� ���	�� ,#3#33 ��
���
���

χA(x) = (a11 − x)(a22 − x) · · · (aνν − x) + β(x)

��
� β(x) ����� ��� �
������
 %�'�
� �
 �
�� ν − 2# ���� ������� �	�����
�
�� ��� � '� �
��� �
�� 	������	��� �
� xν−1# ��
 ���	���� ���
� �����
����� aν−1 ��� 	�
 ��*�� ����� (−1)ν−1(a11 + a22 + · · · + aνν)# /&�� aν−1 =
(−1)ν−1(a11 + a12 + · · · + aνν) = (−1)ν−1TrA#

&�� ��� ��
��
����� �����	� 	��������
��� ��� ���� ������ ����� �������
�� 	�
����� ��� �
 F ����� ����	���0��
� �� ��� ���
 �� 
 	��'���� ��
� �
�
���������	���
� �
� �
�� ���
� ����� ���$
�
� �
� �������#

&� '� ��	
��� ���� ��� ������ 	� �
� F = C# /+	� A ∈ Cν×ν # +�����
��'� �� �������� �
������
 ϕ(x) ��� �
� C ���� degϕ(x) ���� 	�
 C @���
������	���� �������������. 	��������
��� ��� �
 χA(x) ���� ν ���� 	�
 C#
/+	� ��� ����� ����� 
� λ1, . . . , λν # ����' � ���� ��� 
� ���
����� �
� A ∈ Cν×ν

����� 
� λ1, . . . , λν # /+�
���

χA(x) = (−1)ν(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λν).



���� ������'� &�� ��������(���� ��

��� ��
��� � χA(0) = (−1)ν(−1)νλ1λ2 · · ·λν = λ1λ2 · · ·λν # &�� ��� ��
��
�"
���� �����	� ��
��� χA(0) = detA# /&��

detA = λ1λ2 · · ·λν .

/+�
��� ��
���*�� �
 �*��#

������� -�-�+- ,-�� A ∈ Cν×ν ��� λ1, λ2, . . . , λν �� ������$� �� A� 4
�
detA = λ1λ2 · · ·λν �

/+�� ����	�
��
 ��
����	�� ��� �
 ���
� ����� �
 ����
�'
#

������� -�-�"- ,-�� A ∈ Cν×ν ��� λ1, λ2, . . . , λν �� ������$� �� A� 4
�
TrA = λ1 + · · · + λν �

*�
���+�� /+	� χA(x) = (−1)ν(x− λ1) · · · (x− λν) = (−1)νxν + aν−1x
ν−1 +

· · · + a0# �������
���� �
�� 	������	��� �
� x
ν−1 ��
��� (−1)ν+1(λ1 + · · · +

λν) = aν−1# &��� ��� ��� 5����	� ,#3#32 ��
��� ��� aν−1 = (−1)ν−1TrA#

���!�%����- E� %��'
�� 
� ���
����� ���� ������A ∈ C4×4 �� �� ��
��� ���
χA(x) ∈ R[x]! detA = −13! TrA = 4 ��� ��� ��� ���
���� �
� ����� � λ1 = 2−3i#
&$
� �
 λ1 = 2 − 3i ����� ��� �
� �
�� ���
� χA(x) ∈ R[x]! �
 λ2 = 2 + 3i
����� ���	�� ��� �
� χA(x)# /+	� λ3, λ4 
� ����� ��
 ���� �
� χA(x)# ����
��� �� ��
��
����� ��
 �
��	���� ��
��� ��� 	��	���

−13 = (2 + 3i)(2 − 3i)λ3λ4

4 = 2 + 3i+ 2 − 3i+ λ3 + λ4.

/&�� λ3λ4 = −1 ��� λ3 + λ4 = 0! 
���� λ3 = 1 ��� λ4 = −1 @� λ3 = −1 ���
λ4 = 1.# �� ���
����� ����� 
� 2 − 3i, 2 + 3i, 1,−1#

#�������������  ���"���� �������$� � ���������

/+�
��� 
��	�� �
 ���������	���� �
������
 χA(x) ���� ������ A ∈ F ν×ν #
+����� ��� 
� ���� �
� χA(x) 	�
 F ����� 
� ���
����� �
� A# /+	� f : V →
V ��� �������� ��������	� �
� �������	����� ��� �
� A  � ��
� ��� ����
��
������������� %�	�� α̂ �
� V # )� ��
��� ��� 
� ���
����� ��� f 	������
�� ��
��� ���
����� �
� A @%�# 5����	� ,#3#<.#

��	�����
� 	� ���� ��� ��������	�! '� '����� �� 
��	
��� �
 �������"
��	���� �
������
 ��� f �� ����� �
 ���������	���� �
������
 χA(x) �
� A#
/�� � 
 ������� A �*������� ��� ��� ����
�� ������������� %�	�� α̂ �
� V # ;�
�
��� 	�� 	������� ��� �	���� χA(x) = χB(x) �� 
� A,B ����	�
��
�� 	��� f
 � ��
� ��
 ������������� %�	��� �
� V #

A���'���
��� ��� ��
 ������� A,B ∈ F ν×ν ���
���� ��	�	� �� �������
����	���0��
� ������� P ∈ F ν×ν ���
�
� �	�� B = P−1AP #



#2 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

������� -�-�0- *� �� A,B ∈ F ν×ν ����� 
������ 
� χA(x) = χB(x)�

*�
���+�� /+	� ��� ������� ����	���0��
� P ∈ F ν×ν �� B = P−1AP # ����
��
���

χB(x) = det(B − xI)

= det(P−1AP − xI)

= det(P−1(A− xI)P )

= detP−1 det(A− xI) detP
= det(A− xI)
= χA(x).

������� -�-��- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� ���
��� ��� �� F ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� ,-�� α̂, β̂ ��� �������
�$��� � ���� �� V ��� A = (f : α̂)� B = (f : β̂)� 4
� ��#��� χA(x) = χB(x)�

*�
���+�� �� A ��� B ����� ��
�
� 	��$ �� �� �� 	��	� @6. �
� ������ ���� �

5��������� ,#3#8#

+��	�����
��� ��� ��� �	���� �
 ����	��
$
 ��� ��
��
������ �����	��!
������ ����� ������� ��
 ν × ν ������� �� ��
�� ��� ����� ���
����� � ��� ���
�
�� ����� ��
�
� @%�# /&	��	� 38.#

�
 5���	�� ,#3#3= ��� ��������� �� ��	
��� �
� �*�� 
��	��#

1������ -�-2- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� ���
��� ��� �� F ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� ,-�� A $��� �������
��� ������#�� ��� f �� ���� ��� ������	 �������$��� � ��� �� V � 4�
����%���� χA(x) ���� 7��� � ������������� �	��
���	 �� f �

5���		����� ��� �
 ���������	���� �
������
 '� �
��� 	��� �������� ��"
�����$
��#

.��(�%�� -�

3# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� � � ��������� �����
��	� �

f : R2 −→ R2, f(x, y) = (x+ y, 4x+ y)

g : R3 −→ R3, g(x, y, z) = (x+ y + z, 2y + z, 2y + 3z).



���� ������'� &�� ��������(���� #�

,# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� � � ����� �

A =
(

3 −1
13 −3

)
, B =

(
2 −1
1 4

)
,

�� '� ��'
��  � 	�
����� �
�

i) R2×2

ii) C2×2#

6# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� �
� ������ A ∈ R3×3! A =⎛
⎝ 1 −2 2

0 −3 4
0 −2 3

⎞
⎠#

8# /+	� fθ : R2 → R2! fθ(x, y) = (x	��θ−y��θ, x��θ+y	��θ)! ��
� θ ∈ R#
&�
���*�� ��� � fθ ���� ���
���� �� ��� ���
 �� θ = kπ! k ∈ Z# +������	��
�� ������� �
 ��
����	�� ����#

2# /+	� f, g : V → V ��
 ��������� �����
��	���# &�
���*�� ��� �� �
 v
����� ��� ���
�����	�� ��� ��� f ��� ��� g! ���� ����� ��� ���
�����	�� ���
��������� ��������	�� af + bg ��� ��'� a, b ∈ F #

<# /+	� A ∈ F ν×ν #

i) &�
���*�� ��� �
 2 ����� ��� ���
���� �
� A �� ��� ���
 �
 6 ����� ���
���
���� �
� A− 2I#

ii) /+	� ϕ(x) ∈ F [x] ��� λ ∈ F # +*���	�� �� ���'���� ��� �
 λ �����
��� ���
���� �
� A �� ��� ���
 �� �
 ϕ(λ) ����� ��� ���
���� �
� ϕ(A)#

9# &�
���*�� ��� 
� ���
����� ��� ��������� ��������	�� f : F ν×ν → F ν×ν !
f(A) = At! (ν > 1)! ����� 
� 1! −1#

:# /+	� A ∈ F ν×ν ���� ����	���0��
� �������# &�
���*�� ��� �� �
 λ �����
��� ���
���� �
� A! ���� λ �= 0 ��� �
 λ−1 ����� ��� ���
���� �
� A−1#

=# +*���	�� �
��� ��� ��� ������� ��
��	��� ����� 	 	���#

i) >�'� ������� ���� ��� �
�����	�
� ���
����#

ii) A������ ������� A ∈ Cν×ν �
� ��� ���� ���
�����#

iii) A������ �������� ��������	� f : R3 → R3 �
� ���� 4 �������������
���
�����#



# 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

iv) A������ �������� ��������	� f : R3 → R3 �
� ���� 3 �������������
���
�����#

v) �
 �'�
�	�� ��
 ���
����� ���� ��������� ��������	�� ����� ���
����#
vi) �
 �'�
�	�� ��
 ���
�����	��� � ���� ��������� ��������	�� �����

���
�����	��#

31# /+	� A ∈ Cν×ν# &�
���*�� ��� χA(x) = (−1)νxν �� ��� ���
 �� ��'�
���
���� �
� A �	
���� �� 0#

33# /+	� A ∈ F ν×ν # )� ��
��� ��� 
� A! At ��
�� ��� ����� ���
�����# ��"
	�� ��� ���������� ���� A �
� ���� ��� ���
�����	�� �
 
�
�
 ��� �����
���
�����	�� �
� At#

3,# i) /+	� f : V → V ��� �������� ��������	�! ��
� V ����� ���� ����"
��	����� ���	��	�� �����	������� ���
� ��� ν = dimV # /+	� A
���� ������� �
� ����	�
���� 	��� f ��� λ ��� ���
���� ��� f # &�
"
���*�� ��� 
 ����� �
� V (λ) ���� ���	��	� �	� �� ν − rk(A − λI)!
��
� rk(A− λI) 	��%
���� ��� ��*� �
� ������ A− λI#

A�����*�- dimV (λ) = dim ker(f − λ1V ) = ν − dim Im(f − λ1V )#
+$����	�� ��� 5�������	� 2#3#2 �
� &#

ii) ?��	��
�
���	�� 	�
��������� ����	������	�
�� ������� ��� ��
��
	��
��	��� ��� ���	��	��� � � ���
��� � ��� ��������� ������"
��	�� γA : R3×1 → R3×1! γA(X) = AX! ��
� A ����� 
 ������� ���
�	��	�� 6#

36# /+	� f, g : V → V ��
 ��������� �����
��	��� ���
��� �	�� f ◦ g = g ◦ f #
&�
���*�� ��� �� v ����� ��� ���
�����	�� ��� f ���
�
 �	�� v /∈ ker g! ����
�
 g(v) ����� ��� ���
�����	�� ��� f #

38# )� ��
��� ��� ��
�
� ������� ��
�� �
 ���� ���������	���� �
������

@%�# 5����	� ,#3#3:.# &�
���*�� ��� �� ���������	���� �
������� � �(

1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
�����
����! ���� 
� ������� ���
� ��� ����� ��
�
�#

32# /+	� A,B ∈ F ν×ν ��
 �������
� �������!

A =

⎛
⎜⎝

a1 0
# # #

0 aν

⎞
⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎝

b1 0
# # #

0 bν

⎞
⎟⎠ .

&�
���*�� ��� �� ������� ����� �	
������



���� ������'� &�� ��������(���� #�

i) �� A,B ����� ��
�
�#

ii) A������ ����'�	� σ ∈ Sν ���
�� �	�� bi = aσ(i) ��� ��'� i =
1, 2, . . . , ν#

iii) χA(x) = χB(x)#

3<# i) /+	� A = (aij) ∈ F 3×3# &�
���*�� ���

χA(x) = − x3 + (a11 + a22 + a33)x2

−
(

det
(
a11 a12

a21 a22

)
+ det

(
a22 a23

a32 a33

)

+ det
(
a11 a13

a31 a33

))
x+ detA.

ii) ( ��
��
����� ����	��	� �
� χA(x) ���������� ��� �����$��
�	�
�������	�# /+	� A = (aij) ∈ F ν×ν # &� i1 < i2 < · · · < iκ! ��
�
it ∈ {1, . . . , ν}! 	��%
��
��� �� Di1···iκ(A) ��� 
��
�	� �
� κ× κ
������ (aisit)! s, t = 1, 2, . . . , κ# )�� ����������! �� ν = 3! ����

D1(A) = a11

D2(A) = a22

D3(A) = a33

D12(A) = det
(
a11 a12

a21 a22

)

D13(A) = det
(
a11 a13

a31 a33

)

D23(A) = det
(
a22 a23

a32 a33

)
D123(A) = detA.

&�
���*�� ��� 
 	������	��� �
� xk! ��
� 0 ≤ k < ν! 	�
 χA(x)
�	
���� ��

(−1)ν−k
∑

1≤i1<...<ik≤ν

Di1···ik(A).



#� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

6�
���+�# +$����	�� ��� �*�� �������� 
��
�	��

det

⎛
⎜⎝

a
(1)
11 + a

(2)
11 · · · a

(1)
1ν + a

(2)
1ν

###
###

a
(1)
ν1 + a

(2)
ν1 · · · a

(1)
νν + a

(2)
νν

⎞
⎟⎠

=
2∑

t1,...,tν=1

det

⎛
⎜⎝

a
(t1)
11 · · · a

(tν)
1ν

###
###

a
(t1)
ν1 · · · a

(tν)
νν

⎞
⎟⎠

	�
� ������

A− xI =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 − x a12 + 0 · · · a1ν + 0
a21 + 0 a22 − x · · · a2ν + 0

###
###

###
aν1 + 0 aν2 + 0 · · · aνν − x

⎞
⎟⎟⎟⎠

39# /+	� a, b ∈ R# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� �
� ������

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a b b · · · b
b a b · · · b
###

###
###

###
b b b · · · a

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ Rν×ν.

6�
���+�� �
 χA(x) ��
��� �� ��
	��
��	'�� �� 	�
��������� ����	����"
��	�
�� ������� ��� 	�����# ��# ��� �
 5��������� 6 ���� ��� 5����	�
,#3#3,# +����������! 
 ���
���
� ������� ����� ��� �
�$�� ϕ(B)! ��
�
ϕ(x) ∈ F [x] ��� B ����� 
 ������� �
� �� ��� �����������
�#

3:# /+	� A ∈ Fµ×ν ��� B ∈ F ν×µ#

&�
���*�� ��� (−1)νxνχAB(x) = (−1)µxµχBA(x)#

�������! �� µ = ν! ���� χAB(x) = χBA(x)#

6�
���+�� ;� ��	�� ��� �*�� �	����� (µ+ ν) × (µ+ ν) ����� �(
AB − xIµ −A

0 −xIν

)(
Iµ 0
B Iν

)
=
(
Iµ 0
B Iν

)( −xIµ −A
0 BA− xIν

)

3=# /+	� A ∈ F ν×ν ���� ����	���0��
� �������# &�
���*�� ��� �� χA(x) =

(−1)xν +aν−1x
ν−1+ · · ·+a1x+a0! ���� χA−1(x) = (−1)ν

(
xν + a1

a0
xν−1+

· · · + aν−1

a0
x+ (−1)ν

a0

)
# 6�
���+�� /&	��	� :#



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� ##

��� ������!'���
 $�����%&
 ����%��!'��


/+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ��� f :
V → V ��� �������� ��������	�# )�� ��'� ����
�� ���� ������������� %�	�� α̂
�
� V ��
��� �
� ����	�
��
 ������ (f : α̂)#

���� �������$
 ���� '� ��
���*
��� ������ ��� ��������� 	��'���� ���
���
�	�� 
 ������� (f : α̂) �� ����� �������
�# �� 	��'���� ����� ���$��
���� 	���
���
��� �
� ������	��� 	��� ��
��
����� �������$
! �
� ���� 
� ���
�����! ��
���
�����	���� ��� �
 ���������	���� �
������
#

'��*�������- ���� �������$
 ����! '� 	��%
��
��� �� V ��� �����"
	������ ���
 ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ��� �� ν �� ���	��	� �
�!
ν = dimV #

1������ --�- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
����� *� �� �#�� ���
�������$�� � �� α̂ �� V $��� %�� � ������� (f : α̂) �� ����� ����%����� ��
�$�� 
� � f ����� �����������

�����%������ ---

3# ;� �
��� �� �������� ��������	� f : R2 → R2! f(x, y) = (x+2y, 3x+2y)#
+��
�� �����'������ ��� 
 ������� �
� ����	�
���� 	��� f  � ��
� ��
������������ %�	� α̂ = ((1,−1), (2, 3)) �
� R2 ����� 


(f : α̂) =
( −1 0

0 4

)
,

�
� ����� �������
�# /&�� � f ����� ���� ��	���#

5������
��� ��� 
 ������� ��� f  � ��
� ��� ���
���� %�	� ê �
� R2 �����



(f : ê) =
(

1 2
3 2

)
,

�
� ��� ����� �������
�#

��������� ��
 ���
�
 ��� 
�	��	���� ������� “� � 	��$������ �� 	�"
���������� %�	� α̂” '� ������	
��� ���
 �������� @%�# 5����	� ,#,#6.#

,# /+	� f : R2 → R2! f(x, y) = (x, x + y)# ;� ���*
��� ��� � f ��� �����
���� ��	���#

/+	� ��� ������� ������������ %�	� α̂ �
� R2 ���
�� �	�� 
 (f : α̂) �����
�������
�# H� ��
� ��� ���
���� %�	� ê �
� R2 
 ������� ��� f �����

(f : ê) =
(

1 0
1 1

)
.



#+ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

/&�� 
� ������� (f : α̂) ���
(

1 0
1 1

)
����� ��
�
� ��� ���� 	������� ��
��

��� ����� ���
�����# &$
� 
 (f : α̂) ����� �������
�! 
� ���
����� �
� �����

�� �������� 	�
����� �
�# +���� $����� ��� 


(
1 0
1 1

)
���� ���
 ���

���
����! ��� λ = 1# +�
��� � (f : â) =
(

1 0
1 1

)
= I# ������� 
� I ���(

1 0
1 1

)
����� ��
�
�! ������ ������� ����	���0��
� ������� P ���
�
�

�	��

(
1 0
1 1

)
= P−1IP # &��� P−1IP = I! 
����

(
1 0
1 1

)
= I!

��
�
#

/+	� f : V → V ��� �������� ��������	�# &� � f ����� ���� ��	���! ����
������� ��� ������������ %�	� α̂ = (α1, . . . , αν) �
� V ���
�� �	�� 
 �������

(f : α̂) ����� �������
�# &� (f : α̂) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 0
λ2

# # #

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎠! ���� ��� ��'�

i = 1, . . . , ν ��
���
f(αi) = λiαi.

������ �� 	�
����� ��� %�	�� α̂ ����� ���
�����	���� ��� f #
&���	��
$�! �� α̂ = (α1, . . . , αν) ����� ��� ������������ %�	� �
� V �
�

��
�������� ��� ���
�����	���� ��� f ! ���� �����
�� λi ∈ F �� f(αi) = λiαi!

i = 1, . . . , ν# +�
��� � ��
��� (f : α̂) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 0
λ2

# # #

0 λν

⎞
⎟⎟⎟⎠ ������ 


������� (f : α̂) ����� �������
�# /+�
��� ��
���*�� �
 ����
�'
 ��
����	��#

������� --�- :�� �������	 �����
���� f : V → V ����� ����������� ��
��� �
�� �� �� �#�� ��� � �� �� V ��� ��������� ��
 ������������� �� f �

( �����	� ���� �*���� � � �����*��� �� 	����������� ������������ %�	�
α̂ = ((1,−1), (2, 3)) 	�
 5��������� ,#,#, 3# �� 	�
����� ��� %�	�� α̂ �����
���
�����	���� ��� f �� � ������ 	�
 5��������� ,#3#3 ,#

��
 5��������� ,#,#, ,# �����	��	��� ��� � �������� ��������	� f : R2 →
R2! f(x, y) = (x, x + y) ��� ����� ���� ��	���# ��
 	������	�� ���� ��
�
�"
�� �� $'�	
��� ���  � �*��# +��
�� ��
�
��
��� ��� �� ���
�����	���� ���
f ����� �� (x, 0)! x ∈ R − {0}# +����� ��'� ��
 	�
����� ��� �
�$�� (x, 0)!



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� #"

x ∈ R−{0}! ����� �������� �*��������! ��� ������� %�	� �
� R2 �
� �� ��
��"
������ ��� ���
�����	���� ��� f # ������� ��� ��� 5����	� ,#,#6 	��������
���
��� � f ��� ����� ���� ��	���#

;� �	�
��'
��� ���� �� �� ����	�
��� �
� ���	�
� ,#,#3 ��� ��� 5����	��
,#,#6 	�
�� �������#

1������ --�- ,-��� ������� A ∈ F ν×ν ���� 7��� ����������	� �� �����

����� �� $��� ����%��� ������� �����	 �� �� �#�� �����$1���� ������� P ∈
F ν×ν $���� %�� � ������� P−1AP �� ����� ����%�����

)�� ����������! 
 �������

(
1 2
3 2

)
∈ R2×2 ����� ���� ��	��
� �$
�

(
1 2

−1 3

)−1( 1 2
3 2

)(
1 2

−1 3

)
=
( −1 0

0 4

)
.

� �������

(
1 0
1 1

)
∈ R2×2 ��� ����� ���� ��	��
�! ����� ���$
������ '� ������

����	���0��
� P ∈ R2×2 ���
�
� �	�� P−1

(
1 0
1 1

)
P = I @%�# 5���������

,#,#, 3#. 
����

(
1 0
1 1

)
= PIP−1 = I! ��
�
#

�������(�%��-

3. A���'���
��� ��� ��
 ������� A,B ∈ F ν×ν ����� ��
�
� �� ��� ���
 ��
������� �������� ��������	� f : V → V ��� ������������� %�	��� α̂, β̂ �
�
V ���
��� �	�� A = (f : α̂) ��� B = (f : β̂)# @��# 5����	� 2#8#6 �
�
���
� &.#

,. ?��	��
�
������ ��� ��
��
����� ��������	�! %���
��� ��� ���� �������
A ∈ F ν×ν ����� ���� ��	��
� �� ��� ���
 �� 
 A ����� 
 ������� ���� ���� "
��	���� ��������� ��������	�� f : V → V @ � ��
� ���
�� ������������
%�	� �
� V .# 5�������! �	� ��� 
 A ����� ���� ��	��
�# ���� �������
���� �������
� ������� ∆ ��
�
� �� �
� A# ���$ �� �� ��� 5�������	�
3.! ������� �������� ��������	� f : V → V ��� ������������� %�	��� α̂, β̂
�
� V ���
��� �	�� A = (f : α̂) ��� ∆ = (f : β̂)# +$�	
� 
 ∆ �����
�������
�! � f ����� ���� ��	���# &���	��
$�! �	� ��� � �������� ����"
����	� f : V → V ����� ���� ��	��� ��� �	� A = (f : α̂) ��
� α̂ ����� ���
������������ %�	� �
� V # A������ ������������ %�	� β̂! ���
�� �	�� 

������� ∆ = (f : β̂) ����� �������
�# /�� � 
� ������� (f : α̂)! (f : β̂) �����
��
�
� ��� ���� 	������� 
 (f : α̂) ����� ���� ��	��
�#



#0 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

������� --#- ,-��� ������� A ∈ F ν×ν ����� ������������ �� ��� �
�� ��
�� �#�� ��� � �� �� F ν×1 ��� ��������� ��
 ������������� �� A�

*�
���+�� /+	� ��� 
 A ����� ���� ��	��
�! ������ ������� ����	���0��
� P ∈
F ν×ν ���
�
� �	�� P−1AP = ∆! ��
� ∆ ∈ F ν×ν ����� �������
� �������# ����
��
���

AP = P∆. (1)

&� A = (aij)! P = (pij) ��� ∆ =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠! ���� ��
 ��� @3. ��� �



��	�� �
� ���
���
� ����� �! ��
������ ��� ��� ��'� i, k = 1, . . . , ν

ν∑
j=1

aijpjk = pikλk. (2)

/+	� P (k) =

⎛
⎜⎝

p1k
###
pνk

⎞
⎟⎠ � k"	���� �
� P # +����� 
 P ����� ����	���0��
� ��
���

P (k) �= 0# &�� �� 	��	� @,. 	����
��� ���

AP (k) = λkP
(k), (3)

��� ��'� k = 1, . . . , ν# ������ �
 P (k) ∈ F ν×1 ����� ��� ���
�����	�� �
� A#
+����� 
 ������� P ����� ����	���0��
�! �� P (k)! k = 1, . . . , ν ����� �������� ���"
*������ ��� �$
� dimF ν×1 = ν 	��������
��� ��� �
 	��
�
 {P (1), . . . , P (ν)}
����� ��� %�	� �
� F ν×1#

&���	��
$�! �	� ��� ������� %�	� �
� F ν×1 �
� ��
�������� ��� ���
���"
��	���� P (1), . . . , P (ν) �
� A# ���� �����
�� λ1, . . . , λν ∈ F ��	� �	�� ��
�	��
�� 
� 	��	��� @6.# /+	� P ∈ F ν×ν 
 ������� �
� 
�
�
� � k"	���� �����
� P (k)! k = 1, . . . , ν# ���� 
 P ����� ����	���0��
�# &�� ��� @6. ������ � @3. ���
��� P−1AP = ∆#

��������� +��	�����
��� ��� � ������� ������*� '� ��
�
�	� �� 	���
���"
'��  � �*��- ����� �������
��� ��� 
 A ����� ���� ��	��
� �� ��� ���
 �� �
γA : F ν×1 → F ν×1! γA(X) = AX! ����� ���� ��	��� @�	��	�. ��� ���� �$����"

��� ��� 5����	� ,#,#6# ( ������*� ��� 5����	�� ,#,#2 �
� ��	��� ��'�	��
$����� �� 	����	� ����*� � � P (k) ��� P ! �
� ����� ���	��� �� � '� �
��� 	��
������������ ��� 	��� �$���
��� �
� ��
�
�'
��#



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� #�

�����%������ --+-

3# E� �*���	'�� �� 
 ������� A =
(

1 3
4 2

)
∈ R2×2 ����� ���� ��	��
�# &�


 A ����� ���� ��	��
� �� %��'�� ���� P ∈ R2×2 ���
�
� �	�� 
 P−1AP
����� �������
�#

+��
�� %��	�
��� ��� 
� ���
����� �
� A ����� 
� −2, 5 ��� 
� ����	�
��
�

���
���
� ����� 
�

{(
x

−x
)
, x ∈ R

}
!

{(
3x
4x

)
, x ∈ R

}
# +���� $�����

��� �� ���
�����	����

(
1

−1

)
!

(
3
4

)
����� ��� %�	� �
� R2×1# /&�� 
 A

����� ���� ��	��
�# ���$ �� �� ��� ������*� ��� 5����	�� ,#,#2 ��
���

P−1AP =
( −2 0

0 5

)
! ��
� P =

(
1 3

−1 4

)
#

,# � ������� A =

⎛
⎝ 2 1 0

0 1 −1
0 2 4

⎞
⎠ ∈ R3×3 ��� ����� ���� ��	��
�#

5�������! 	�
 5��������� ,#3#31 , ������ ��� �� ���
�����	���� �
� A �����

��

⎛
⎝ x

0
0

⎞
⎠ , x ∈ R − {0}!

⎛
⎝ x

x
−2x

⎞
⎠ , x ∈ R − {0}# +���� $����� ��� ���

������� %�	� �
� R3×1 �
� �� ��
�������� ��� ���
�� 	�
�����#

6# E� �*���	'�� �� 
 ������� A =
(

1 −1
2 −1

)
����� ���� ��	��
�  � 	�
����


�
� i) R2×2! ii) C2×2#

i) &� '� ��	
��� ��� A ∈ R2×2! ���� 
 A ��� ���� ���
����� @%�# 5�"
�������� ,#3#31 3. ��� ��� 
 A ��� ����� ���� ��	��
�#

ii) H� 	�
����
 �
� C2×2! 
� ���
����� �
� A ����� 
� ±i ��� �� ����	�
���
���
�����	���� ����� ��

(
x

(1 − i)x

)
! x ∈ C − {0}!

(
x

(1 + i)x

)
!

x ∈ C − {0} �� � ������ 	�
 5��������� ,#3#31 ,#
�� ���
�����	����

(
1

1 − i

)
!

(
1

1 + i

)
����� �������� ���*������

����� det
(

1 1
1 − i 1 + i

)
= 2i �= 0# ������� ��� %�	� �
� C2×1

����� �

{(
1

1 − i

)
,

(
1

1 + i

)}
��� 
 A ����� ���� ��	��
�#



+2 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

�%�������
&�
�
�'
�� ������� ������� �$���
��� � � ���� ��	�� � ����� �#

 �������� --"-

3# ��
!�%�� ��
!��
- E� ��
�
��	'�� � ������ A2006! ��
�

A =

⎛
⎝ 1 −3 3

3 −5 3
6 −6 4

⎞
⎠ .

�
 ���������	���� �
������
 �
� A ����� χA(x) = −(x+ 2)2(x− 4) ���
��� 
� ���
����� ����� −2 ��� 4# �� ����	�
��
� ����� �
� �
� A ����� 
�⎧⎨

⎩x
⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠+ y

⎛
⎝ 1

0
−1

⎞
⎠
∣∣∣∣∣x, y ∈ R

⎫⎬
⎭⎧⎨

⎩x
⎛
⎝ 1

1
2

⎞
⎠
∣∣∣∣∣x ∈ R

⎫⎬
⎭ .

/+�
���

det

⎛
⎝ 1 1 1

1 0 1
0 −1 2

⎞
⎠ = −2 �= 0

��� ��� �
 	��
�


⎧⎨
⎩
⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

0
−1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

1
2

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ ����� ��� %�	� �
� R3×1#

+�
��� � 
 A ����� ���� ��	��
�# /+�
���

P−1AP =

⎛
⎝ −2 0 0

0 −2 0
0 0 4

⎞
⎠ ,

��
�

P =

⎛
⎝ 1 1 1

1 0 1
0 −1 2

⎞
⎠ .

)�� ��'� '����� ������
 n ��
���

(P−1AP )n =

⎛
⎝ (−2)n 0 0

0 (−2)n 0
0 0 4n

⎞
⎠ .



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� +�

�� ���� �� 	�
 n ���
�� ��
���������� ��� (P−1AP )n = P−1AnP # /&��

P−1AnP =

⎛
⎝ (−2)n 0 0

0 (−2)n 0
0 0 4n

⎞
⎠ .

+�
��� �

An = P

⎛
⎝ (−2)n 0 0

0 (−2)n 0
0 0 4n

⎞
⎠P−1,


����

A2006 = P

⎛
⎝ 22006 0 0

0 22006 0
0 0 42006

⎞
⎠P−1.

A�
�
��
���� �
� P−1 ��� ������'�	������ 	��� ��������� 	��	� %��"
	�
��� ���

A2006 =

⎛
⎝ 22006 −22005 + 2 · 42005 22004 − 42006

0 22006 0
0 22005 − 2 · 42005 42006

⎞
⎠

,# .
��������� ������)�%�- ;� �
��� ��� ��
�
�'�� (an)! n = 1, 2, . . . ,
���
�� �	�� a1 = 1! a2 = 3 ��� 2an = −3an−1 + 2an−2! n = 3, 4, . . .# E�
��$��	'�� 
 ��
� an 	������	�� � � a1, a2 ��� n#

( 	��	� 2an = −3an−1 + 2an−2 ����� �	
������ �� �� 	��	�(
an

an−1

)
=
( −3

2 1
1 0

)(
an−1

an−2

)
.

/+	� A =
( −3

2 1
1 0

)
# ����

(
an

an−1

)
= A

(
an−1

an−2

)
. (4)

+$����
���� ��� @8. ����
���� ��
���(
an

an−1

)
= A2

(
an−2

an−3

)
= · · · = An−2

(
a2

a1

)
.

;� ��
�
��	
��� ���� �
� ������ An−2 	��$ �� �� �� ��'
�
 �
� ������
	��� +$���
�� 3# �
 ���������	���� �
������
 �
� A ����� χA(x) =



+ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

(x+2)
(
x− 1

2

)
! 
���� 
� ���
����� ����� λ1 = −2 ��� λ2 = 1

2 # �� ����	�
���
���
�����	���� �����

x

(
λ1

1

)
, x ∈ R − {0}

x

(
λ2

1

)
, x ∈ R − {0}

A������ ��� %�	� �
� R2×1 �
� ��
�������� ��� ���
�����	���� �
� A! ���

���������� �

{(
λ1

1

)
,

(
λ2

1

)}
# /&�� 
 A ����� ���� ��	��
�#

/+	� P =
(
λ1 λ2

1 1

)
# ���� P−1AP =

(
λ1 0
0 λ2

)
! 
����

P−1An−2P =
(
λn−2

1 0
0 λn−2

2

)
# /&��

An−2 = P

(
λn−2

1 0
0 λn−2

2

)
P−1

=
(
λ1 λ2

1 1

)(
λn−2

1 0
0 λn−2

2

)(
λ1 λ2

1 1

)−1

=
1

λ1 − λ2

(
λn−1

1 − λn−1
2 λ1λ

n−1
2 − λ2λ

n−1
1

λn−2
1 − λn−2

2 λ1λ
n−2
2 − λ2λ

n−2
1

)
.

&�� �� 	��	�

(
an

an−1

)
= An−2

(
a2

a1

)
%��	�
��� ���

an =
1

λ1 − λ2

(
a2(λn−1

1 − λn−1
2 ) + a1(λ1λ2

n−1 − λ2λ
n−1
1 )

)
.

&�����'�	������ λ1 = −2! λ2 = 1
2 ! a1 = 1! a2 = 3 %��	�
��� ��� an =

(−1)n2n−1 + 1
2n−2 #

6# 3�4%� ��
!��
- /+	� 

A =

⎛
⎝ 5 2 0

2 6 −2
0 −2 7

⎞
⎠ ∈ R3×3.

E� %��'
�� : ���$
�����
� ������� B ���
�
� �	�� B2 = A#

�� ���*��� �����'������ ��� χA(x) = −(x − 3)(x − 6)(x − 9)# +��	��!
������� %�	� �
� R3×1 �
� ��
�������� ��� ���
�����	���� �
� A# ���



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� +�

���
�� %�	� ����� �

⎧⎨
⎩
⎛
⎝ 2

−2
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 2

1
2

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

2
−2

⎞
⎠
⎫⎬
⎭# /&�� 
 A ����� ���"

� ��	��
�# /+	� 

P =

⎛
⎝ 2 2 1

−2 1 2
1 2 −2

⎞
⎠ .

���� P−1AP =

⎛
⎝ 3 0 0

0 6 0
0 0 9

⎞
⎠! 
���� A = P

⎛
⎝ 3 0 0

0 6 0
0 0 9

⎞
⎠P−1# &� B

����� ���� ��� �
�� : �������

P

⎛
⎝ ±√

3 0 0
0 ±√

6 0
0 0 ±3

⎞
⎠P−1

���� B2 = A# �� ������� : ������� ����� ��� ��
 ���$
�
� @�����B.#

8# '���(���� ��������	
 %5��	�%�
- &� y = y(t) : R → R �����
��� ����� ��	��� 	������	�! �� y′ 	��%
��
��� ��� ����� �
 ��� y#
��
 ���������� ���� '� '� ��	
��� �� 	�� ���! �� λ ∈ R! ���� 
� ��	���
��� ���$
����� �*�	 	�� y′ = λy ����� 
� y = ceλt! c ∈ R# ;� �
��� �

	�	����

x′1 = 3x1 + x2 + x3

x′2 = 2x1 + 4x2 + 2x3

x′3 = −x1 − x2 + x3

��
� ��� ��'� i! xi = xi(t) : R → R ����� ��� ����� ��	��� 	������	�#
��� ��
$���� ��	� ����� xi = 0! i = 1, 2, 3# ;� %�
��� ���� ��� ��	���#
;� �
��� ��� ��������	� x : R → R3×1!

x(t) =

⎛
⎝ x1(t)

x2(t)
x3(t)

⎞
⎠ .

���
��� ��� “����� �
” ��� x �� ����� � ��������	� x′ : R → R3!

x′(t) =

⎛
⎝ x′1(t)

x′2(t)
x′3(t)

⎞
⎠ .



+� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

/+	� 

A =

⎛
⎝ 3 1 1

2 4 2
−1 −1 1

⎞
⎠ ∈ R3×3


 ������� � � 	������	��� �
� 	�	�����
�# +��
�� �����'��
��� ��� 
�
���
����� �
� A ����� 
� 2, 4 ��� ��� 
 A ����� ���� ��	��
�- ��� %�	� �
� R3

�
� ��
�������� ��� ���
�����	���� �
� A ��
� ����� 
� 	����� �
� ������

P =

⎛
⎝ −1 0 −1

0 −1 −2
1 1 1

⎞
⎠ .

/+�
��� P−1AP = ∆! ��
�

∆ =

⎛
⎝ 2 0 0

0 2 0
0 0 4

⎞
⎠ ,


���� A = P∆P−1# �
 ������ 	�	���� ���$���� 	�� �
�$� x′ = Ax

���� ��
��� x′ = P∆P−1x � �	
������ P−1x′ = ∆P−1x# ���
���
�� 	������	� y : R → R3×1! y(t) = P−1x(t)! ��� �������
��� ��� y′ =
P−1x′ = ∆P−1x = ∆y# �
 	�	���� y′ = ∆y ��������� ���
��- ��

y =

⎛
⎝ y1

y2

y3

⎞
⎠! ����

⎛
⎝ y′1(t)

y′2(t)
y′3(t)

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 2y1(t)

2y2(t)
4y3(t)

⎞
⎠ ,


���� y′1(t) = 2y1(t)! y′2(t) = 2y2(t)! y′3(t) = 4y2(t)# >�'���� ��� ���
�*�	�	��� ����� ������� *�� ��	��# /+�
��� ����	�
��� y1(t) = c1e

2t!
y2(t) = c2e

2t! y3(t) = c3e
4t! ��
� c1, c2, c3 ∈ R# &�� �� 	��	� y(t) =

P−1x(t) �����
��� x(t) = Py(t)! 
����⎛
⎝ x1(t)

x2(t)
x3(t)

⎞
⎠ =

⎛
⎝ −1 0 −1

0 −1 −2
1 1 1

⎞
⎠
⎛
⎝ y1(t)

y2(t)
y3(t)

⎞
⎠

=

⎛
⎝ −c1e2t − c3e

4t

−c2e2t − 2c3e4t

c1e
2t + c2e

2t + c3e
4t

⎞
⎠ .



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� +#

����$��� ���������������
/+	� f : V → V ��� �������� ��������	�# /+�
��� ��� %��� ��� �������
 ���

�
 ���� � f ����� ���� ��	��� @%�# 5����	� ,#,#6.# ;� ��
���*
��� 	�� 	�������
��� ���� 	�������� �������� ���� ��	��������#

A���'���
��� ���! �� λ ∈ F ����� ��� ���
���� ��� f ! 
 ����� �
� ��� f �
�
����	�
���� 	�� λ ����� 
 �����	������� ���� �
� �
� V !

V (λ) = ker(f − λ1V ).

D��
��� ��� �� ���
�����	���� ��� f �
� ����	�
��
�� 	��� ���
���� λ ����� ��
�� �������� 	�
����� �
� V (λ)#

��� 	������� '� �����	��� �� �*���	
��� � � “	�	����
����” 
� ����� �
�
���� ��������� ��������	��#

5��� ��
� ��	
��� 	�
 ������
 ��
����	��! �� '� ��	
��� ��� ������ ����"
�� 	�# /+	� f : V → V ��� �������� ��������	�# A�
'��
��� ��� � f ���� �
�"
����	�
� ��
 ������������� ���
����� λ1, λ2# 4	�������	�� ��� V (λ1)∩V (λ2) =
{0}# 5�������! �� u ∈ V (λ1) ��� u ∈ V (λ2)! ���� f(u) = λ1u ��� f(u) = λ2u!

���� (λ1 − λ2)u = 0# +����� ��
��� λ1 − λ2 �= 0 	��������
��� ��� u = 0#

5������
��� ��� � 	��	� V (λ1) ∩ V (λ2) = {0} ����� �	
������ �� �
 �*��-
�� u1 ∈ V (λ1) ��� u2 ∈ V (λ2) ����� ���
�� �	��

u1 + u2 = 0

���� u1 = u2 = 0#
A���'���
��� ��� �� W1, . . . ,Wk ����� ���� �
� �
� V ! ���� �
 �'�
�	��

����� ����� 
 ���� �
� �
� V �
� 
������  � �*��

W1 + · · · +Wk = {w1 + · · · + wk ∈ V | w1 ∈W1, . . . , wk ∈Wk}.
6(��� --0- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
����� ,-�� λ1, . . . , λk

�� ���������$��� ������$� �� f � 4
� ��#���� �� �+	� ���
����

i) *� $#���� v1 + v2 + · · ·+ vk = 0� 
��� vi ∈ V (λi)� i = 1, . . . , k� 
� � ��
vi ����� ��� �� ���$��

ii) 9 ��
#���� W = V (λ1) + V (λ2) + · · · + V (λk) $#�� �� ���� dimW =
dimV (λ1) + dimV (λ2)+ · · ·+ dimV (λk)� ;�������� �� Bi ����� ��� � ��

�� V (λi)� i = 1, . . . , k� 
� �
k⋃

i=1
Bi ����� ��� � �� �� W �

*�
���+�� i) /+	� ��� ��
��� v1 + · · · + vk = 0! vi ∈ V (λi)! i = 1, . . . , k ���
���
�
 vj ����� �� ��������# ���� ������� ��� 	��	� ��� �
�$��

vj1 + · · · + vjr = 0 (5)



++ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

��
� ��'� vjs ����� �� ��������! s = 1, . . . , r# +�����
��� ��� ���
�� 	��	�
��
� �
 r ����� �����	�
# +$����
���� �� �������� ��������	� f �����
���
f(vj1) + · · · + f(vjr) = f(0) = 0 ��� ��
��� �

λj1vj1 + · · · + λjrvjr = 0. (6)

&�� ��� @2. ��
��� vjr = −vj − · · · − vjr−1 # &�����'�	������ 	��� @<. ���%�"
�
���

(λj1 − λjr)vj1 + · · · + (λjr−1 − λjr)vjr−1 = 0. (7)

+����� �� λi ����� ������������! 
� ��
	'����
� (λj1−λjr)vj1, . . . , (λjr−1−λjr)vjr−1

����� �� �������
�# ������ � 	��	� @9. ����� ��� �
�$�� @2.! ���� 	��� @9. ��
�"
�� r − 1 ��
	'���
��# &��� ����� ��
�
 ��� �
� 
��	�� �
� r#

ii) /+	� Bi = {βi1, . . . , βiri} ��� %�	� �
� V (λi)! i = 1, . . . , k# ;� ���*
���

��� � �� 	� B =
k⋃

i=1
Bi ����� ��� %�	� �
� W #

5�������! ����� ��
$���� ��� �
 	��
�
 B ������� �
 ���
 W # /+	� 

µ11β11 + · · · + µ1r1β1r1 + · · · + µk1βk1 + · · · + µkrk
βkrk

= 0

��
� µij ∈ F # &�� �
 ���
� i) �
� J�����
� 	��������
��� ���

µ11β11+ · · · + µ1r1β1r1 = 0
· · ·

µk1βk1+ · · · + µkrk
βkrk

= 0.

+����� �
 Bi ����� %�	�! i = 1, . . . , k! �����
���

µ11 = · · · = µ1r1 = 0
· · ·

µk1 = · · · = µkrk
= 0.

������� �
 B ����� �������� ���*�����
# /&�� �
 B ����� ��� %�	� �
� W # /&��
dimW =| B |=| B1 | + · · ·+ | Bk |= dimV (λ1) + · · · + dimV (λk)! ����� ��
������	���� 	��
�� Bi ����� ��� ��
 *���#

�����(����- &�� �
 ����
� ���
� �
� ��
��
����
� ������
� ������ ���	�
��� 	� ������������� ���
����� ���� ��������� ��������	�� ����	�
��
�� ��������
���*������ ���
�����	����# 5�������! �� λ1, ..., λk ����� ������������� ���
�����
��� f ��� v1, ..., vk ����� ����	�
��� ���
����	���� ���
�� �	�� µ1v1+· · ·+µkvk =
0! ���� 	����
��� ��� µ1v1 = 0, · · · , µkvk = 0#
/&�� µ1 = 0, · · · , µk = 0#



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� +"

������� --�- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
����� *� � f $#�� ν
���������$��� ������$�� 
��� ν = dimV � 
� � f ����� ������������

*�
���+�� &� λ1, . . . , λν ����� ������������� ���
����� ��� v1, . . . , vν ����� ����"
	�
��� ���
�����	����! ���� ���� ����� �������� ���*������# &$
� ν = dimV !
���� 	����
�
�� ��� %�	� �
� V #

��� ���		� � � ����� �! �
 ��
��
����
 ����	�� ���� ��� �� ���� �������
A ∈ F ν×ν ���� ν ������������� ���
����� ���� 
 A ����� ���� ��	��
� @�����B.#

��������� +��	�����
��� ��� �
 ����	��
$
 �
� 5
��	���
� ,#,#= ��� ���'����#
)�� ���������� � ����
���� ��������	� 1V : R2 → R2 ����� %�%��� ���� ��	���
���� ���� ���
 ��� ���
����! �� λ = 1# /+�� ���
 ���������� ������ 	��� +$��"
�
�� ,#,#9 3# +��� 
 ������� A ∈ R3×3 ���� ���
 ��
 ������������� ���
�����!
���� ����� ���� ��	��
�#

�
 ������
 '������ �������$�� ���$
�� ���	��� �������� ���� ��	��������
��� ����� ��� ��� �� �������� ��
����	���� ���
� �
� ��$����
�#

/%	���� --�2- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� ���
��� ��� �� F � ν = dimV � f : V → V ��� �������	 �����
���� ��� λ1, . . . , λk

�� ���������$��� ������$� �� f � 4
� �� ��
������ ���
��� ����� �����������

i) . f ����� ������������

ii) 4� #����������
 ����%���� �� f ����� ���
���� ����� ����� 
����
χf (x) = (−1)ν(x − λ1)ν1 · · · (x − λk)νk � ��� ��� � �� i = 1, . . . , k ��#���
dimV (λi) = νi�

iii) ;�#��� ν = dimV (λ1) + · · · + dimV (λk)�

iv) 6� �#�� ��� � �� �� V ��� ��������� ��
 ������������� �� f �

*�
���+�� i) ⇒ ii) /+	� ��� � f ����� ���� ��	���# ���� ������� ��� ����������"
�� %�	� α̂ �
� V ��	� �	�� 
 ������� (f : α̂) ����� �������
�# �
 ���������	����
�
������
 ���� ν×ν �������
� ������ ����� ��� �
�$�� (−1)ν(x−λ1)ν1 · · · (x−
λk)νk ! ��
� ν1 + · · · + νk = ν#

/+�
��� dimV (λi) = dimker(f − λi1V )# +����� 	�
 �������
 ������ ((f −
λi1V ) : α̂) = (f : α̂) − λiI! ����%�� νi 	�
����� ��� ������ ���� ��
� ����� �	�
�� �����! 	��������
��� ��� dimV (λi) = νi#
ii) ⇒ iii) /+�
��� ��� dimV (λ1) + · · · + dimV (λk) = ν1 + · · · + νk = ν#
iii) ⇒ iv) &�� �
 J���� ,#,#: ii ��
��� ��� dimV (λ1) + · · · + dimV (λk) =
dim(V (λ1) + · · · + V (λk))# /&�� dim(V (λ1) + · · · + V (λk)) = ν = dimV ���
���� 	������� V = V (λ1)+ · · ·+V (λk)# &�� �
 ���
 J����! ��
������ ��� �� Bi



+0 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

����� ��� %�	� �
� V (λi)! i = 1, . . . , k! ���� ��� %�	� �
� V = V (λ1)+· · ·+V (λk)

����� �
k⋃

i=1
Bi# 5�
$���� �� 	�
����� �
� 	����
�

k⋃
i=1

Bi ����� ���
�����	���� ���

f #
iv) ⇒ i) &��� ��
������ ��� ��� 5����	� ,#,#6#

/+	� A ∈ F ν×ν # &� λ ∈ F ����� ��� ���
���� ��� f ! '��
��� V (λ) =
ker(γA − λI) ��
� γA : F ν×1 → F ν×1! γA(X) = AX# ;� 
�
��
��� �
� ���"
� �
 V (λ) �
� �������	 �
� ������ A �
� ����	�
���� 	�� λ# �
 ����	�
��

�
� ��
��
����
� '� �����
� 	�
�� ������� ����� �
 �*��#

/%	���� --��- ,-�� A ∈ F ν×ν � 4
� �� ��
������ ���
��� ����� ������
�����

i) 9 A ����� �������������

ii) ;�#��� χA(x) = (−1)ν(x − λ1)ν1 · · · (x − λk)νk ��� ��� � �� i = 1, . . . , k
$#���� dimV (λi) = νi�

iii) ;�#��� ν = dimV (λ1) + · · · + dimV (λk)�

iv) 6� �#�� ��� � �� �� F ν×1 ��� ��������� ��
 ������������� �� A�

*�
���+�� ( ������*� ������ ���	� ��� �
 ;������ ,#,#31 ��� ��� ��������"
	� ��� 
 ������� A ����� ���� ��	��
� �� ��� ���
 �� � �������� ��������	�
γA : F ν×1 → F ν×1 ����� ���� ��	���#

�����%������ --�-

3# � ������� A ∈ R3×3!

A =

⎛
⎝ 1 1 −1

−1 3 −1
−1 2 0

⎞
⎠

��� ����� ���� ��	��
� 	��$ �� �� �
 ;������ ,#,#33 ii)# 5�������!
���
�� �����'������ ��� �
 ���������	���� �
������
 �
� A ����� �

χA(x) = −(x − 1)2(x − 2)! ��� 
 ����� �
� �
� ����	�
���� 	��� ���
"
���� λ = 1 ���� ���	��	� 3 @��� ��� ,.#

,# H� 	�
����
 �
� R3×3 
 �������

A =

⎛
⎝ 0 0 1

1 0 −1
0 1 1

⎞
⎠



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� +�

��� ����� ���� ��	��
� ����� �
 ���������	���� �
� �
������
! χA(x) =
−(x−1)(x2+1)! ��� ��������� 	� �������
 �� �
%�'�� � �� � @;������
,#,#33 ii).# H� 	�
����
 �
� C3×3! 
 A ����� ���� ��	��
� ����� ���� �����
������������� ���
�����#

6# )�� �
�� a ∈ R � �������� ��������	� f : R3 → R3! f(x, y, z) = (x +
az, 2y, ay + 2z) ����� ���� ��	���B

5������
��� ��� 
 ������� ��� f  � ��
� ��� ���
���� %�	� �
� R3 �����


 A =

⎛
⎝ 1 0 a

0 2 0
0 a 2

⎞
⎠ ��� ��
��� � �
 ���������	���� �
������
 ��� f

����� �
 χA(x) = −(x − 1)(x − 2)2# �� ���
����� ����� λ1 = 1! λ2 = 2#
;� ��
	��
��	
��� ��� ���	��	��� � � ����� � � V (λi) ���	��
�
������
�� 	��	� dimV (λ) = 3 − rk(A− λI) @/&	��	� ,#3,.# +����� A− λ1I =⎛
⎝ 0 0 a

0 1 0
0 a 1

⎞
⎠ ��
���

dimV (λ1) = 1

��� ������ A− λ2I =

⎛
⎝ −1 0 a

0 0 0
0 a 0

⎞
⎠ ��
���

dimV (λ2) =
{

1, a �= 0
2, a = 0

�������! dimV (λ1) + dimV (λ2) = 3 �� ��� ���
 �� a = 0# &�� �

;������ ,#,#33 iii) ��
��� ��� � f ����� ���� ��	��� �� ��� ���
 �� a = 0#

���������� ��������

��
 ��
��
����
 '������ ������ ��
 �������� ���� ��	�������� �
� �$
"
�
�� ��� ���	��	��� � � ����� � �# ;� ��
���*
��� 	�� 	������� ��� ������
��
����	�� 	������ �� ��� ���	��	��� �����#

&� �
 λ ∈ F ����� ��� ���
���� ���� ��������� ��������	�� � ���� ������ ����
���� ����� ��� �
� ����	�
��
� ���������	���
� �
�� ���
� χ(x)# /&�� ��
���
��� �
 x− λ ������� �
 χ(x)# /+	� m = m(λ) 
 ���������
� '������ ������
�
���
�
� �	�� �
 (x − λ)m ������� �
 χ(x)# � m 
�
������ � �	���������
��� ���
����� λ# )�� ����������! �� �
 ���������	���� �
������
 ���� ���������
��������	�� R5 → R5 ����� �
 −(x − 4)(x + 3)2(x2 + 1)! ���� m(4) = 1 ���
m(−3) = 2#



"2 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

���$ �� �� �
 ;������ ,#,#31! �	���� dimV (λ) = m(λ) ��� ��'� ���
����
λ ���� ������������ ��������	�� f : V → V # ;� �
��� ���� ��� ��� �#���
�������� ��������	� f : V → V �	���� dimV (λ) ≤ m(λ)#

/%	���� --��- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
����� *� � λ ∈ F
����� ��� ������	 �� f � 
� ��#��� dimV (λ) ≤ m(λ)�

*�
���+�� /+	� {α1, . . . , αk} ��� ������������ %�	� �
� V (λ)# +�������
���
���� 	� ��� ������������ %�	� α̂ = {α1, . . . , αk, αk+1, . . . , αν} �
� V # )�� ��'�
i = 1, 2, . . . , k ��
��� f(αi) = λαi# +�
��� � 
 ������� ��� f  � ��
� ��� α̂
����� ��� �
�$��

(f : α̂) =
(
λIk B
0 Γ

)

��
� B ∈ F k×(ν−k)! Γ ∈ F (ν−k)×(ν−k) ��� 0 ����� 
 (ν−k)×k ��������� �������#
&�� ��� 5����	� ,#3#38 ��
��� ��� �
 ���������	���� �
������
 �
� ������� 
������ @��� ��
��� � ��� f. ����� �
 �������
 (−1)k(x − λ)kχΓ (x)# /&�� �

(x − λ)k ������� �
 ���������	���� �
������
 ��� f # +�
��� � k ≤ m(λ)!
������ dimV (λ) ≤ m(λ)#

����� ���������� � ��"���

A���'���
��� ��� ��W1,W2 ����� ���� �
� �
� V ���
�
� �	��W1∩W2 =
{0}! ���� �
 �'�
�	�� W1 +W2 
�
������ �
 ���� ���	���� � � W1 ���
W2 ��� 	���' � 	��%
������ �� W1 ⊕W2# D��
��� @%�# ���
� &! 5����	�
6#,#36. ��� ��'� 	�
����
 �
�W1⊕W2 ���$���� ���� �������
 ����
 	�� �
�$�
w1 + w2! ��
� w1 ∈W1! w2 ∈W2#

)�� ����������! �� λ1, λ2 ����� ��
 ������������� ���
����� ���� ���������
��������	�� f : V → V ! ���� ��
���! �� � ������ ���� �
 J���� ,#,#:! ���
V (λ1) ∩ V (λ2) = {0}# ������� �
 �'�
�	�� V (λ1) + V (λ2) ����� ��'�#

���� '� �������	
��� �� ������� # &��� � � ��
 ��
	'��� � W1,W2 '�
��
��� 
�
�
���
�� ������	���
 ���'
�#

1������ --��- ,-�� W $��� ����������
� #%��� ��� W1, . . . ,Wk ��
�
#���� �� V � 8� �$�� 
� � W ����� � ���� ���	���� �� W1, . . . ,Wk ���
�� �� 0���� W = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk �� ��#���� �� ����� � ����	���

i) W = W1 +W2 + . . .+Wk

ii) "�� � �� j = 1, 2, . . . , k $#����Wj∩(W1+· · ·+Wj−1+Wj+1+· · ·+Wk) =
{0}�



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� "�

�����%������-

3# /+�
��� R4 = W1 ⊕ W2 ⊕ W3 ��
� W1 = {(x, y, 0, 0) ∈ R4}! W2 =
{(0, 0, z, 0) ∈ R4}! W3 = {(0, 0, 0, w) ∈ R4}#
5�������! ������ ��'� 	�
����
 (x, y, z, w) �
� R4 ���$���� 	�� �
�$�
(x, y, z, w) = (x, y, 0, 0) + (0, 0, z, 0) + (0, 0, 0, w) 	��������
��� ��� R4 =
W1 +W2 +W3# +���� $����� ���

W1 ∩ (W2 +W3) = W2 ∩ (W1 +W3) = W3 ∩ (W1 +W2) = {0}.
��� ���� ����	��	� �
� R4  � ��'� �'�
�	�� ��
��� � ����� R4 = W1⊕
W2 ⊕W4! ��
� W4 = {(0, 0, z, z) ∈ R4}#

,# 4	���� F ν×ν = W1 ⊕W2 ⊕W3! ��
� W1 = {(aij) ∈ F ν×ν | aij = 0 ��
i ≥ j}! W2 = {(aij) ∈ F ν×ν | aij = 0 �� i ≤ j}! W3 = {(aij) ∈ F ν×ν |
aij = 0 �� i �= j}#

6# &� U1 = {(aij) ∈ F ν×ν | aij = 0 �� i > j} ��� U2 = {(aij) ∈ F ν×ν |
aij = 0 �� i < j}! ���� �
 �'�
�	�� U1+U2 ��� ����� ��'� �$
� U1∩U2 �=
{0}#

/%	���� --�#- ,-�� W1, . . . ,Wk ��
#���� �� ������������ #%��� W �
4
� �� ��
������ ���
��� ����� ����������

i) W = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk

ii) W = W1 +W2 + · · ·+Wk ��� �� w1 + · · ·+wk = 0 �� w1 ∈W1, . . . , wk ∈
Wk� 
� w1 = w2 = · · · = wk = 0�

iii) / �� ���#��� w ∈ W �� 0��� �� �������
 �
�� �� w = w1 + w2 +
· · · +wk �� w1 ∈W1, . . . , wk ∈Wk�

*�
���+�� i) ⇒ ii) /+	� W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wk# ���� %�%��� ��
��� W =
W1 + · · ·+Wk# /+	� w1 + · · ·+wk = 0! wi ∈Wi! i = 1, . . . , k# ���� ��� ��'�
j = 1, . . . , k ��
���

wj = −w1−· · ·−wj−1−wj+1−· · ·−wk ∈Wj∩(W1+· · ·+Wj−1+Wj+1+· · ·+Wk).

/&�� wj = 0! j = 1, . . . , k#
ii) ⇒ iii) /+	� w ∈ W # &$
� W = W1 + · · · +Wk! �����
�� wi ∈ Wi ���
��
�	�� w = w1 + · · · + wk# /+	� ���� ��� �����
�� w′

1 ∈ W1, . . . , w
′
k ∈ Wk

���
�� �	�� w = w′
1 + · · · + w′

k# ����

(w1 − w′
1) + (w2 − w′

2) + · · · + (wk − w′
k) = 0.



" 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

&�� �� ���'�	� �����
��� w1 − w′
1 = · · · = wk − w′

k = 0! 
���� w1 =
w′

1, . . . , wk = w′
k#

iii) ⇒ i) &���� �� ���*
��� ��� ��� ��'� j = 1, . . . , k ��
��� Wj ∩ (W1 +
· · · + Wj−1 + Wj+1 + · · · + Wk) = {0}# /+	� wj ∈ Wj ���
�
 �	�� wj ∈
W1 + . . . +Wj−1 +Wj+1 + · · · +Wk# ���� �����
�� wi ∈ Wi (i �= j) ���
��
�	��

wj = w1 + · · · + wj−1 + wj+1 + · · · + wk.

+����� ��
��� ��� �� ���$� wj = 0+ · · ·+0+wj +0+ · · ·+0! ��� ��� ���'�	�
	��������
��� ��� wi = 0! i = 1, . . . , k# 4��������! wj = 0#

&�W1,W2 ����� ������	����� ���	��	�� ���� �
� �
� �����	�����
� ���
�
W ��� Bi ����� ��� %�	� �
�Wi (i = 1, 2)! ���� ����� $����� ��� �
 	��
�
B1∪B2

����� ��� 	��
�
 �������� � �
�W1+W2! ���� �
 B1∪B2 ��� ����� ������	����
��� %�	� �
�W1 +W2 @�����B.# /&�� ��
��� dim(W1 +W2) ≤ dimW1 +dimW2#

������� --�+- ,-�� Wi (i = 1, . . . , k) ��������$��� �� ����� ��
#����
�� ������������ #%���W ��� Bi ��� � �� ��Wi� *� �  �������W1+W2+

· · ·+Wk ����� ����� 
� � $����
k⋃

i=1
Bi ����� ��� � �� ��W1+W2+· · ·+Wk ���

�����$�� $#���� dim(W1 ⊕W2 ⊕ · · ·⊕Wk) = dimW1 +dimW2 + · · ·+dimWk�

*�
���+�� /+	� ��� �
 �'�
�	�� W1 + W2 + · · ·Wk ����� ��'�# +���� $�����

��� �
 	��
�

k⋃

i=1
Bi ������� �
 W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk# �
 	��
�


k⋃
i=1

Bi �����

�������� ���*�����
! ����� �� Bi = {βi1, . . . , βiri} ���

(µ11β11 + · · · + µ1r1β1r1) + · · · + (µk1βk1 + · · · + µkrk
βkrk

) = 0,

��
� µij ∈ F ! ���� ��� �
 ;������ ,#,#32 ii) �����
���

µ11β11+ · · · + µ1r1β1r1 = 0
· · ·

µk1βk1+ · · · + µkrk
βkrk

= 0.

+����� �� Bi ����� %�	���! ��
���

µ11 = · · · = µ1r1 = 0
· · ·

µk1 = · · · = µkrk
= 0.



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� "�

������� �

k⋃

i=1
Bi ����� ��� %�	� �
�W1⊕W2⊕· · ·⊕Wk# /&�� ��
��� dim(W1⊕

W2⊕· · ·⊕Wk) =
∣∣∣ k⋃

i=1
Bi

∣∣∣ =| B1 | + · · ·+ | Bk |= dimW1 + · · ·+dimWk! �$
�

�� ������	���� 	��
�� Bi ����� ��� ��
 *���#

�������(�%��-

i) /+	� Wi (i = 1, . . . , k) ������	����� ���	��	�� ���� �
� �
� �����	��"
���
� ���
� W # +����� ���! �� �
 �'�
�	�� W1 + · · · + Wk ����� ��'�!
���� dim(W1 + · · · + Wk) = dimW1 + · · · + dimWk# +��	�����
��� ���
�	���� ��� �
 ����	��
$
# ��# /&	��	� ,1#

ii) &*��� �� �
��	
��� ��� ��� 
�
������ � � ��
���*� � �
� J�����
� ,#,#:
ii) ��� �
� ��
��
����
� �
��	���
�# ( 
�
������ ���� 
$������� 	�
 �*�"
�- &� λ1, . . . , λk ����� 
� ������������� ���
����� ���� ��������� ��������	��
f : V → V ! ���� �
 �'�
�	�� V (λ1) + · · · + V (λk) ����� ����� ��'�! 	��"
$ �� �� �
 ;������ ,#,#32 ��� �
 J���� ,#,#:#

������� --�"- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
���� ��� λ1, . . . , λk

�� ���������$��� ������$� �� f � 4
� �� ��
������ ���
��� ����� ����������

i) . f ����� �����������

ii) V = V (λ1) + · · · + V (λk)

iii) V = V (λ1) ⊕ · · · ⊕ V (λk)�

*�
���+�� i) ⇒ ii) &�� ��� 5����	� ,#,#6 	����
��� ��� V ⊆ V (λ1) + · · · +
V (λk)# /&�� V = V (λ1) + · · · + V (λk)#
ii) ⇒ iii) D��
��� ��� �
 �'�
�	�� V (λ1) + · · · + V (λk) ����� ��'�#
iii) ⇒ i) &�� �
 5���	�� ,#,#3< 	����
��� ��� 
 V ���� ��� %�	� ��
���
�����
��� ���
�����	���� ��� f # /&�� � f ����� ���� ��	���#

.��(�%�� -

3# +*���	�� �
��� ��� ��� ������� ��������� �����
��	��� ����� ���� ��	����#

i) f : R2 → R2! f(x, y) = (3x− 2y, x+ 3y)

ii) f : R2 → R2! f(x, y) = (−2y, x+ 3y)

iii) f : R2 → R3! f(x, y, z) = (−2y − 3z, x+ 3y + 3z, z)

�� ��'� ������ 	� �� ��
�
��	'
�� 
� ���	��	��� � � ����� � �#



"� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

,# +*���	�� �� 
� ������� ������� ����� ���� ��	��
�

i) A =

⎛
⎝ 3 0 0

0 0 −1
0 1 0

⎞
⎠ ∈ R3×3

ii) A =

⎛
⎝ 3 0 0

0 0 −1
0 1 0

⎞
⎠ ∈ C3×3

iii) B =
(

1 1
1 1

)
∈ R2×2

iv) Γ =

⎛
⎝ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

⎞
⎠ ∈ R3×3

&� ���� ��� �
�� ������� ������� ����� ���� ��	��
�! �� %��'�� ��� %�	�
�
� F ν×1 �
� �� ��
�������� ��� ���
�����	���� �
� ������ ���
�#

6# &$
� ��
���*�� ��� 
 ������� A ∈ R3×3!

A =

⎛
⎝ 1 −2 2

0 −3 4
0 −2 3

⎞
⎠

����� ���� ��	��
�! �� %��'�� ���� ������� P ∈ R3×3 ���
�
� �	�� 

P−1AP ����� �������
�#

8# &$
� ��
���*�� ��� 
� ���
����� �
� ������

A =

⎛
⎝ 4 0 1

2 3 2
1 0 4

⎞
⎠ ∈ R3×3

����� 
� 6! 2 %����� ��� %�	� ��� ��'���� ��� �
�� ����� �
�� V (3)! V (5)#
&��'���� ��� dimV (3) + dimV (5) = 3B

2# +*���	�� �� 
� �������⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 1
0 0 2 0
0 3 0 0
4 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 1 0
0 2 0 0
3 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

����� ���� ��	��
�#



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� "#

<# E� ��
�
��	'�� 
 ������� An! n = 1, 2, . . . , ��
� A =
(

1 4
2 3

)
∈ R2×2#

9# ;� �
��� ��� ��
�
�'�� (fn) �
� 
������ ��� f0 = 0, f1 = 1! fn =
fn−1 + fn−2 ��� n ≥ 2 @��
�
�'�� �
� Fibonacci.# ?��	��
�
������ ��
��'
�
 ��� +$���
��� ,#,#9 ii)! ��
���*�� ���

fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1 −√
5

2

)n)
, n = 1, 2, . . . .

6�
���+�� (
fn

fn−1

)
= A

(
fn−1

fn−2

)
, A =

(
1 1
1 0

)
.

:# /+	� A =
(

4 −2
2 −1

)
# E� %��'
�� ��		���� ���$
�����
� ������� B ∈

C2×2 ���
�
� �	�� B2 = A#

=# E� ��'�� �
 ����
�'
 	�	���� ���$
����� �*�	�	� �

x′ = x+ y

y′ = 3x− y

��
� x = x(t) : R → R! y = y(t) : R → R ����� ����� ��	���� 	������"
	���#

31# &�
���*�� ��� ��� ��'� a ∈ R! � �������� ��������	� f : R2 → R2!
f(x, y) = (ax+ y, x+ ay)! ����� ���� ��	���#

33# /+	� f : V → V ���� �	
�
�$�	���# &�
���*�� �� �*��

i) >�'� ���
���� ��� f ����� �� ��������

ii) �
 λ ����� ���
���� ��� f �� ��� ���
 �� �
 λ−1 ����� ���
���� ��� f−1#

iii) � ����� �
� ��� f �
� ����	�
���� 	�
 λ ��������� �� �
� ����� �

��� f−1 �
� ����	�
���� 	�
 λ−1#

iv) ( f ����� ���� ��	��� �� ��� ���
 �� � f−1 ����� ���� ��	���#

3,# i) /+	� A ∈ F ν×ν # &�
���*�� ��� 
 A ����� ���� ��	��
� �� ��� ���

�� 
 At ����� ���� ��	��
�#



"+ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

ii) /+	� A ∈ F ν×ν # )� ��
��� ��� χA(x) = χAt(x) 	��$ �� �� ���
5����	� ,#3#3,# /+	� λ ��� ���
���� �
� A ��� V (λ) @����	�
���!
V (λ)′. 
 ����� �
� �
� A @����	�
���! At. �
� ����	�
���� 	�� λ# &"
�
���*�� ��� dimV (λ) = dimV (λ)′# @����� 	�- ��� ���'���� ������
��� V (λ) = V (λ)′! %�# /&	��	� ,#3#33.#

36# &�
���*�� ��� � �������� ��������	� f : F 2×2 → F 2×2! f(A) = At! �����
���� ��	���# 5
�
� ����� 
 ������� ��� f  � ��
� �� ������������ %�	�((

1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1

−1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
�
� F 2×2B

38# >�'���� ��� ��� ������� ��
��	��� ����� ��'
�# ��	�� 	������ ������"
����������#

i) >�'� ������ ����� ������� ����� ���� ��	��
�
ii) >�'� ���� ����� ������� ����� ���� ��	��
�

ii) �
 �'�
�	�� ��
 ���� ��	�� � ����� � ����� ���� ��	��
�
iv) >�'� 3 × 3 ���� ��	��
� ������� ���� ����� ������������� ���
�����#

32# E� %��'�� � ���	��	� �
� @�
�����
�. ����� �
� �
� ������⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
###

###
###

###
###

0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

3<# i) A������ ���� ��	��
� ������� A ∈ R4×4 �� χA(x) =
(x+ 1)(x+ 2)(x2 + 1)B

ii) &� 
 A ∈ C4×4 ����� ���� ��	��
� ��� χA = (x + 1)2(x2 + 1) ��
%��'
�� 
� ���	��	��� � � ����� � � �
� A#

39# /+	� f, g : V → V ��
 ��������� �����
��	��� ���
��� �	�� fg = gf #
&�
���*�� ��� �� � f ���� ν ������������� ���
�����! ν = dimV ! ���� � g
����� ���� ��	���# 6�
���+�� &� v ∈ Vf (λ) ���� g(v) ∈ Vf (λ)! ��
� Vf (λ)
����� 
 ����� �
� ��� f �
� ����	�
���� 	��� ���
���� λ#

3:# E� %��'�� ��� ����� ��� �������� 	��'��� 	�� a, b, c ∈ R ��	� �	�� 


A =

⎛
⎝ 5 0 0

a 5 0
b c 7

⎞
⎠ ∈ R3×3



���� ������"(���� %�����&'� ����&�"(��� ""

�� ����� ���� ��	��
�# A�����*�- � A ����� ���� ��	��
� �� ��� ���
 ��
dimV (5) = 2! ������ �� ��� ���
 �� rk(A− 5I) = 1#

3=# /+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ���
W1,W2 ���� �
� �
� V ���
�
� �	�� V = W1 ⊕W2# &�
���*�� ��� ��
f1 : W1 → W1! f2 : W2 → W2 ����� ���� ��	���� ��������� �����
��	���!
���� 
������ ��� ��������	�  � f : W1 ⊕W2 → W1 ⊕W2! f(w1 + w2) =
f1(w1) + f2(w2) � 
�
�� ����� ��� ���� ��	��� �������� ��������	�#

,1# /+	� Wi (i = 1, . . . , k) ������	����� ���	��	�� ���� �
� �
� �����	��"
���
� ���
� W # ���� �� ����
�'� ����� �	
������#

i) �
 �'�
�	�� W1 +W2 + · · · +Wk ����� ��'�#

ii) 4	���� dim(W1 +W2+ · · ·+Wk) = dimW1 +dimW2 + · · ·+dimWk#

6�
���+�� &�� �
 5���	�� ,#,#3< ����� �� ��
����'�� � 	������ �� ii) ⇒
i)# /+	� ��� �	���� �
 ii) ��� �	� Bi ��� %�	� �
� Wi! i = 1, . . . , k#

&�
���*�� ���

∣∣∣∣ k⋃
i=1

Bi

∣∣∣∣ ≥| B1 | + · · ·+ | Bk |# +�
��� �
∣∣∣∣ k⋃
i=1

Bi

∣∣∣∣ =| B1 |

+ · · ·+ | Bk |= dim(W1 + · · ·+Wk)# /&�� �
 	��
�

k⋃

i=1
Bi ����� ��� %�	�

�
� W1 + · · ·+Wk# �
 ��
����
 ��
������ ���� ��� �
 ;������ ,#,#32#

,3# /+	� A,B ∈ F ν×ν ��
 ���� ��	��
� �������# &�
���*�� ��� 
� A,B �����
��
�
� �� ��� ���
 �� χA(x) = χB(x)#



"0 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

��� (�����!'���
 $�����%&
 ����%��!'��


���� ��
��
����� �������$
 �����	��	��� ��� �����
�� ��������� �����
��	���
�
� ��� ����� ���� ��	����! � �	
������ �����
�� ������ ���
� ������� �
� ���
����� ��
�
� �� �������
�� �������# ���� ���
�	� �������$
 '� ��
���*
��� ���
��'� ������ ����� ������� �� 	�
����� ��� �
 C ����� ��
�
� �� ���� �������

������#

'��*�������- ���� �������$
 ����! �� V 	��%
��
��� ��� �����	������
���
 ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ��� ν = dimV #

1������ -�-�-

i) ,-��� ������� A ∈ F ν×ν ���� 7��� ����������	� �� � A ����� 
�����
�� $���  �� �������
 �������

ii) :�� �������	 �����
���� f : V → V ���� 7��� ���������� �� �� ��
#�� ��� �������$�� � �� α̂ �� V $��� %�� � ������� (f : α̂) ���
������#�� ��� f �����  �� �������
��

/+	� β̂ ��� ������������ %�	� �
� V # 5������
��� ��� ��� �������� �"
�������	� f : V → V ����� ���� ��	��� �� ��� ���
 �� 
 ������� (f : β̂) �����
���� ��	��
�#

�����%������-

3# /+�
��� ��� ��� 
 ������� A =
(

1 1
0 1

)
∈ C2×2 ��� ����� ���� ��	��
�#

5�
$���� 
 A ����� ���� ��	��
�#

,# +��
�� �����'��
��� ��� 
 ������� A =
(

12 20
−5 −8

)
∈ C2×2 ���� �
��"

���� ���
���� λ = 2 ��� ��� dimV (2) = 1# /&�� 
 A ��� ����� ���� ��	��
�

	��$ �� �� �
 ;������ ,#,#33# /+�� ���
�����	�� �
� A ����� �


(
2

−1

)
#

/+	� U =
(

2 −1
−1 1

)
# ���� �� ���*��� �����	���
��� ���

U−1AU =
(

2 5
0 2

)
.

������ 
 A ����� ���� ��	��
�#



�� � )�����"(���� %�����&'� ����&�"(��� "�

�����(���� -�-- +��	�����
��� ��� �
 ���������	���� �
������
 χA(x)
���� ���� ��	��
� ������ A ����� �������
 �� �
%�'�� � �� �# 5�������! ��

 A ����� ���� ��	��
� ���� ����� ��
�
� �� ��� �� ���� ���� ������ T # ����

χA(x) = χT (x) 	��$ �� �� ��� 5����	� ,#3#39# &��� �� T =

⎛
⎜⎝

λ1 ∗
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠!

���� χT (x) = (−1)ν(x− λ1) · · · (x− λν)#

/+	� A ∈ Cν×ν# ���� �
 ���������	���� �
������
 χA(x) �
� A ����� ���
�
������
 '����
� %�'�
� �
� ���� 	������	��� ��� �
 C# /&�� �
 χA(x) ����
��� �
�����	�
� ��� 	�
 C# +�
��� � 
 A ���� ��� �
�����	�
� ���
����#

/%	���� -�-�- / �� ��������
� ������� �� ���#��� ��
 � C ����� ���
����������

*�
���+�� /+	� A ∈ Cν×ν # ;� ���	��
�
��	
��� ���� �� 	�
 ν# ( ������ 	�
ν = 1 ����� ��
$����# /+	� ν ≥ 2# � A ���� ��� �
�����	�
� ���
���� λ1# /+	� 
u1 ∈ Cν×1 ��� ����	�
��
 ���
�����	�� �
� A# +�������
��� �
 	��
�
 {u1} 	�
��� ������������ %�	� �
� Cν×1! û = {u1, u2, . . . , uν}# ;� �
��� �
� ������
U ∈ Cν×ν �
� 
�
�
� � i"	���� ����� � ui# ���� 
 U ����� ����	���0��
�#
4	�������	�� ��� 
 U−1AU ����� ��� �
�$��

U−1AU =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 b2 · · · bν
0
### B1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��
� B1 ∈ C(ν−1)×(ν−1) ��� b2, . . . , bν ∈ C# 5�������! ��� �� 	��	� @6. ���
�������$
� ,#3 	��������
��� ��� 
 ������� U−1AU ����� 
 ������� ��� ����"
����� ��������	�� γA : Cν×1 → Cν×1! γA(X) = AX!  � ��
� �� ������������
%�	� û �
� Cν×1# ������ ��
���

U−1AU = (1� ν×1 : û, Ê)−1(γA : Ê, Ê)(1� ν×1 : û, Ê) = (γA : û, û),

��
� Ê ����� � ���
���� %�	� �
� Cν×1 �� �� $�	��� �����*�# +����� �	����
γA(u1) = λ1u1! 	����
��� ��� 
 ������� (γA : û, û) ����� ��� �
�$��⎛

⎜⎜⎜⎝
λ1 b2 · · · bν
0
### B1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ .



02 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

/&�� ��
���*��� �
� �	����	��# �

� ������� B1 ����� (ν−1)×(ν−1)# &�� ��� ���'�	� ��� ���� ��� �������
����	���0��
� U1 ∈ F (ν−1)×(ν−1) ���
�
� �	�� 
 U−1

1 B1U1 ����� ���� �����#
/+	� Ū ∈ F ν×ν

Ū = U

(
1 0
0 U1

)
.

���� 
 Ū ����� ����	���0��
� @�����B. ��� ��
���

Ū−1AŪ =
(

1 0
0 U1

)−1

U−1AU

(
1 0
0 U1

)

=
(

1 0
0 U1

)−1

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 b2 · · · bν
0
### B1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠
(

1 0
0 U1

)

=
(

1 0
0 U−1

1

)⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 b2 · · · bν
0
### B1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠
(

1 0
0 U1

)

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 b2 · · · bν
0
### U−1

1 B1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠
(

1 0
0 U1

)

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 (b2 · · · bν)U1

0
### U−1

1 B1U1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

�$�� �""� �����%� 
�	 ���	�����! ��	 ����� 	��"����
��� ����� � �%�&/ �� B = U−1AU  

�
� AU = UB ���
�

�
j

aijujk =
�
s

uisbsk ���	 A = (aij) U = (uij) B = (bij)� -�

��%�	�� �
� b21 = b31 = · · · = bν1 = 0� 0 ���
� �
�"� 
�	 AU ����� ��� �� 
� �������� Au1�
0 ���
� �
�"� 
�	 UB ����� �

�
����

�
s

u1sbs1

����
s

uνsbs1

�
���� =

�
s

�
��

u1s

���
uνs

�
�� bs1 =

�
s

bs1us.

+)�� ���	�� Au1 =
�
s

bs1us� +1�#& Au1 = λ1u1 ���
� λ1u1 =
�
s

bs1us� *���� 
� us �����

�������� ���%��
�
� �	��������	�� �
� b11 = λ1 ��� b21 = b31 = · · · = bν1 = 0�



�� � )�����"(���� %�����&'� ����&�"(��� 0�

� ��������
� ������� ����� �� ���� �����#

�����%������-

3# � ������� A =
(

0 −1
1 0

)
∈ R2×2 ��� ����� ���� ��	��
�! �$
� �
 ����"

�����	���� �
������
 �
� A ����� �
 χA(x) = x2 + 1 �
� ��� ���������
	� �������
 �� �
%�'�� � �������� � ��� �
� R#

&� '� ��	
��� �
� A  � 	�
����
 �
� C2×2 ���� ����� ����� ���� ��	�"
�
� 	��$ �� �� �
 ;������ ,#6#6# &���� �	��������! 
 	����������
�
������� ����� ���� ��	��
� �$
� ���� ��
 ������������� ���
�����#

,# /+	� A =
( −2 1

−4 2

)
∈ C2×2# /+�
��� χA(x) = x2 ��� dimV (0) =

1# /&�� 
 A ��� ����� ���� ��	��
�# /+�� ���
�����	�� ����� �


(
1
2

)
#

+�������
��� �
 	��
�


{(
1
2

)}
	� ��� %�	� �
� C2×1! �� �
��� ���{(

1
2

)
,

(
1
0

)}
# /+	� U =

(
1 1
2 0

)
# ����

U−1

( −2 1
−4 2

)
U =

(
0 −2
0 0

)
.

6# /+	� A ∈ C3×3!

A =

⎛
⎝ 2 1 0

0 1 −1
0 2 4

⎞
⎠ .

5������
��� ��� 
 A ����� ��� �
�$��

(
λ ∗
0 B

)
,

��
� B =
(

1 −1
2 4

)
# /+�
��� χB(x) = (x − 2)(x − 3)# � B �����

���� ��	��
� ����� ���� ��
 ������������� ���
�����! , ��� 6# &���	�
���

���
�����	���� ����� ��

(
1

−1

)
!

(
1

−2

)
# /&�� P−1BP =

(
2 0
0 3

)
!



0 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

��
� P =
(

1 1
−1 −2

)
# ;��
��� U =

(
1 0
0 P

)
=

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 1
0 −1 −2

⎞
⎠#

����! 	��$ �� �� ��� ������*� �
� ;� �����
� ,#6#6 ��
���

U−1AU =
(

1 0
0 P−1

)⎛⎜⎜⎝
2 1 0
0

B
0

⎞
⎟⎟⎠
(

1 0
0 P

)

=
(

2 (1, 0)P
0 P−1BP

)

=

⎛
⎝ 2 1 1

0 2 0
0 0 3

⎞
⎠ .

+����� ��� �
 ���������	���� �
������
 ���� ��	��
� ������ ����� �������

�� �
%�'�� � �������� �# 4	���� ��� �
 ����	��
$
#

/%	���� -�-�- ,-�� A ∈ F ν×ν � 4
� � A ����� ����������� �� ��� �
��
�� � #����������
 ����%���� �� A �������� �� ���
���� ����� �����
�����
��� ��� �� F �

*�
���+�� &� 
 A ����� ���� ��	��
�! ���� �
 χA(x) ����� �������
 �� �
%�'�� �
�� �# ( ������*� �
� ����	���$
� ����� �����
�� �� ���� �
� ;� �����
� ,#6#6
��� ���$���� ���
 	� ��� 	����
- )�� �� �$����	
��� ��� ���� ���� ���'�	�!
'� ������ �� �*�	$���	
��� ��� ����*� ���� ���
����� �
� B ∈ F (ν−1)×(ν−1)

��
�

U−1AU =
(
λ ∗
0 B

)
∈ F ν×ν .

/�� �! �� �
 χA(x) ����� �������
 �� �
%�'�� � �
�� ��� �! ���� �
 ���
 	��"
%����� �� �
 χB(x) 	��$ �� �� ��� 5����	� ,#3#38 ��� ���� 	������� 
 B ����
��� �
�����	�
� ���
����# ( ������ ������ 	� ��� ������*�� �$������ 	�� �	��"
	�#

��������� )�� ����! �
� �����
��� )������� /&���%�� 	��� �������	��� F = R
� C! � �������� 	���	�� �
� ;� �����
� ,#6#8 ����� � �*��# /+	� A ∈ Rν×ν #
&�� �
 ;������ ,#6#6 	����
��� ��� ������� ����	���0��
� U ∈ Cν×ν @��� ���
������	���� U ∈ Rν×ν. ���
�
� �	�� 
 U−1AU ∈ Cν×ν ����� ���� �����# &�
�� � �� ��
��� ��� �
 χA(x) ��������� 	� �������
 �� �
%�'�� � �������� �
��� �
� R! ���� ��� �
 ;������ ,#6#8 	����
��� ��� ������� ����	���0��
�
U ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� 
 U−1AU ∈ Rν×ν ����� ���� �����#



�� � )�����"(���� %�����&'� ����&�"(��� 0�

+���� $����� ��� � ����	�
��� ������ 	� �
� ;� �����
� ,#6#6 ��� ���������
�����
��	��� ����� � �*��-

/%	���� -�-#- / �� �������	 �����
���� f : V → V � 
��� � V ����� $���
����������
� #%��� ��������$��� �� ����� ��� �� C� ����� �����������

�%�������
&�� �
 ;������ ,#6#6 ��
�
��� �� 	�������
��� ��� � 
��
�	� @����	�
���!

�
 ���
�. ���� ������ A ∈ Cν×ν ����� �
 �������
 @����	�
���! �
 �'�
�	��. � �
���
����� �
� A# 5�������! �� χA(x) = (−1)ν(x−λ1) · · · (x−λν)! λi ∈ C! ����

 A ����� ��
�
� �� ���� ���� ���� ������ ��� �
�$��

A′ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1 ∗
λ2

# # #

0 λν

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

/��
�
� ������� ��
�� ��� ���� 
��
�	� ��� �
 ���
 ���
� @�����B.# /&�� detA =
detA′ = λ1λ2 · · ·λν ! TrA = TrA′ = λ1 +λ2+ · · ·+λν # @��� ���� ������*� � �
	��	� � detA = λ1λ2 · · · λν ! TrA = λ1 +λ2 + · · ·+λν ������ 	��� 5������$

,#3.#

��� ���� �$���
�� ����� � ����
�'�# /+	� A ∈ Cν×ν# &� µ ����� ���
���
���� �
� A2 ���� �


√
µ � �
 −√

µ ����� ��� ���
���� �
� A# 5�������! ��


 A ����� ��
�
� �� ���� ���� ���� ������

⎛
⎜⎝

λ1 ∗
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠! ���� 
 A2 �����

��
�
� �� ���� ��� �
�$��

⎛
⎜⎝

λ2
1 ∗

# # #

0 λ2
ν

⎞
⎟⎠# /&�� 
� ���
����� �
� A2 ����� 
�

λ2
1, . . . , λ

2
ν ��� ��
��� � µ = λ2

i ��� ���
�
 i#
/&���� �$���
��� �
� ;� �����
� ,#6#6 '� �
��� 	��� ������� �������$


��� 	� ������� ��$�����#

.��(�%�� -�

3# E� %��'�� ���� ������� U ∈ C3×3 ���
�
� �	�� 
 U−1AU �� ����� �� 
���� �����! ��
�

A =

⎛
⎝ 3 1 2

0 1 −1
0 2 4

⎞
⎠ ∈ C3×3



0� 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

&��'���� ��� ������� U ∈ R3×3 ���
�
� �	�� 
 U−1AU �� ����� ���� ��"
���B &��'���� ��� 
 A ����� ���� ��	��
�B

,# &�
���*�� ��� �� 
 A ∈ R2×2 ���� �
�����	�
� ��� ���������� ���
����!
���� 
 A ����� ���� ��	��
�#

6# ��	�� ��� ���������� ���� A ∈ R3×3 @�
� ���� �
�����	�
� ��� ������"
���� ���
����.! �
� ��� ����� ���� ��	��
�#

8# i) &�
���*�� ��� ��'� �� ���� ����� ������� B ����� ��
�
� �� ���
�
�
��� ���� ����# A�����*�- ;� ��	�� �
� ������ T−1BT ��
�

T =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 1
0 · · · 1 0
###

###
###

1 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

ii) &�
���*�� ��� ��'� A ∈ Cν×ν ����� ��
�
� �� ���� ��� ���� ����
������#

2# &��'���� ��� �� �
 ���������	���� �
������
 �
� A ∈ Cν×ν ����� �

χA = (−1)ν(x− λ1) · · · (x− λν)! ���� �
 ���������	���� �
������
 �
�
A2 ����� �
 χA2(x) = (−1)ν(x− λ2

1) · · · (x− λ2
ν)B

<# /+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� C ���
U1, U2 ���� �
� �
� V ���
�
� �	�� V = U1 ⊕ U2# /+	� f1 : U1 → U1!
f2 : U2 → U2 ��
 ��������� �����
��	���# &�
���*�� ��� ��� �� ��������
��������	� f1⊕f2 : U1⊕U2 → U1⊕U2! (f1⊕f2)(u1+u2) = f1(u1)+f2(u2)
������� ��� ������������ %�	� �
� V ���
�� �	�� 
 ����	�
��
� �������
����� ��� �
�$�� (

A 0
0 B

)

��
� 
� A,B ����� �� ���� ���
�#

9# /+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F !
ν = dimV # /+	� f : V → V ��� �������� ��������	�# &�
���*�� ���
�� F = C! ���� ��� ��'� i = 1, 2, . . . , ν ������� ���� �
� Wi �
� V
���	��	�� i ���
�
� �	�� f(Wi) ⊆ Wi# &��'���� �
 	������	�� ���� ��
F = RB

:# /+	� A = (aij) ∈ F ν×ν # ���
��� h(A) =
∑
i,j
aijaji#



�� � )�����"(���� %�����&'� ����&�"(��� 0#

i) &�
���*�� ��� �� 
� ������� A ��� B ����� ��
�
�! ���� h(A) = h(B)#
A�����*�- ;� ��	�� �
 ���
� �
� A2#

ii) &� F = C! ���� h(A) = λ2
1 + · · · + λ2

ν ! ��
� λ1, . . . , λν ∈ C ����� 
�
���
����� �
� A#

=# /+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� C ���
f, g : V → V ��
 ��������� �����
��	��� ���
��� �	�� fg = gf # &�
���*��
�� �*��

i) &� Vf (λ) ����� ���� ����� �
� ��� f ! ���� g(Vf (λ)) ⊆ Vf (λ)#

ii) &�
���*�� ��� 
� f ��� g ��
�� ��� �
��� ���
�����	��# A�����*�-
;� ��	�� �� �������� ��������	� Vf (λ) → Vf (λ)! v 	→ g(v)#

iii) &�
���*�� ��� ������� ��� ������������ %�	� û �
� V ���
�� �	��

� ������� (f : û)! (g, û) ����� ���� ���
�# A�����*�- ��
�
�
��	��
��������� ��� ������*� �
� ;� �����
� ,#6#6#

31# /+	� A ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� Aν = I# &�
���*�� ��� −ν ≤ TrA ≤ ν#
6�
���+�� ;� ��	�� A ∈ Cν×ν # �� ���
����� �
� A ����� ν"	��� ���� ���
�
�����# +$����	�� ��� ���� ���� ���	�����#



0+ 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

��# (� )����� ��� Cayley-Hamilton

/+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F # ����
�������$
 ���� '� ��
���*
��� ��� ��'� �������� ��������	� f : V → V
�������� �
 ���������	���� ��� �
������
! ������ �� χf (x) = (−1)νxν +
aν−1x

ν−1 + · · · + a0 ����� �
 ���������	���� �
������
 ��� f ! ���� � ��������
��������	� (−1)νf ν + aν−1f

ν−1 + · · · + a01V ����� � �������� ��������	�#
A���'���
��� ��� � ���	��	� �
� ���
� L(V ) � � ��������� �����
��"

	� � ��� �
 V 	�
 V ����� ν2! ��
� ν = dimV # /+	� f ∈ L(V )# �� 	�
�����
1V = f0, f, f2, . . . , fν2

����� �������� �*�������� ��� �
� F ����� �
 ���'
� �
��
����� ν2 + 1# ������� �����
�� a0, . . . , aν2 ∈ F @��� ��� �����. ���
�� �	��
aν2f ν2

+ · · ·+a1f +a01V = 0# &� a(x) ����� �
 �
������
 aν2xν2
+ · · ·+a1x+

a0! %���
��� ��� a(f) = 0# �� ���� ����� � f �������� ���
�
 �� ��������
�
������
 �
� ���� %�'�� �
 �
�� ν2# ;� �
��� ���� ��� � f �������� �

���������	���� ��� �
������
 �
� ���� %�'�� ν#

/%	���� -�-�- ,-�� F = C ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� *�
χf (x) ����� � #����������
 ����%���� �� f � 
� χf (f) = 0�

*�
���+�� &�� �
 ;������ ,#6#2 	����
��� ��� ������� ��� ������������ %�	�
û = {u1, . . . , uν} �
� V ���
�� �	�� 
 ������� (f : û) ����� �� ���� �����#
&��� 	������� ��� �����
�� λi ∈ C ��� aij ∈ C ���
��  	��

f(u1) = λ1u1

f(u2) = a12u1 + λ2u2

· · ·
f(uν) = a1νu1 + a2νu2 + · · · + aν−1νuν−1 + λνuν .

)�� 	���
��� �	� gi = f − λi1V # &�� ��� ��
��
������ 	��	��� ��
���

g1(u1) = 0
g2(u2) = a12u1

· · ·
gν(uν) = a1νu1 + · · · + aν−1νuν−1.

4	�������	�� ��� ��� ��'� i = 1, . . . , ν ��
���

g1g2 · · · gi(uj) = 0, j ≤ i. (∗)

)�� ��� ������*� �
� �	����	�
�! ����� �������
��� ��� �� σ ����� ��� ��"
��'�	� � � 1, 2, . . . , i! ���� gσ(1) · · · gσ(i) = g1 · · · gi#



��$� ) *������ ��� Cayley-Hamilton 0"

&�
������
��� �
� �	����	�� �� ���� �� 	�
 i# ( ������ 	� i = 1 �����
��
$����# A�
'��
���� ��� (∗) '� ��
���*
��� ��� g1 · · · gi+1(uj) = 0! j ≤ i+1#
&� j ≤ i! ����

g1 · · · gi+1(uj) = gi+1g1 · · · gi(uj) = 0.

&� j = i+ 1! ����

g1 · · · gi+1(ui+1) = g1 · · · gi(a1i+1u1 + · · · + aii+1ui)
= a1i+1g1 · · · gi(u1) + · · · + aii+1g1 · · · gi(ui)
= 0.

;��
���� ���� i = ν 	�
� �	����	�� ��
���

g1 · · · gν(uj) = 0, j = 1, . . . , ν.

+����� �� u1, . . . , uν �����
�� �
 V 	��������
��� ��� g1 · · · gν = 0 ������
(f − λ11V ) · · · (f − λν1V ) = 0#

�
 ���������	���� �
������
 ��� f ����� �
 ���������	���� �
������
 �
�
�� ���� ���
� ������ (f : û)! ������ ����� �
 χf (x) = (−1)ν(x−λ1) · · · (x−λν)#
/&�� χf (f) = 0#

/%	���� -�- @Cayley-Hamilton ��� �������.- ,-�� A ∈ F ν×ν � *� χA(x)
����� � #����������
 ����%���� �� A� 
� χA(A) = 0�

*�
���+�� i) /+	� F = C# ;� �
��� ��� �������� ��������	� f : V → V !
��
� V ����� ���� �����	������� ���
� ���	��	�� ν! ��� ��� ������������ %�	�
α̂ �
� V ���
�� �	�� A = (f : α̂)# ���� χA(A) = (χA(f) : α̂) 	��$ ��
�� ��� 5����	� ,#3#2# +����� χA(x) = χf (x)! ��� �
 ;������ ,#8#3 ��
���
χA(A) = (χf (f) : α̂) = 0#

ii) /+	� F = R# +����� �
 ���������	���� �
������
 �
� A ��� �*�������
��� �
 �� 
 A '� ��'��  � 	�
����
 �
� Rν×ν � �
� Cν×ν ! ��
��� χA(A) = 0
��� ��� ��
��
����� ������ 	�#

/%	���� -�-� @Cayley-Hamilton ��� ��������� �����
��	���.- ,-�� f :
V → V ��� �������	 �����
����� *� χf (x) ����� � #����������
 ����%����
�� f � 
� χf (f) = 0�

*�
���+�� /+	� A = (f : α̂)! ��
� α̂ ����� ��� ������������ %�	� �
� V # ����
χf (A) = (χf (f) : α̂)# &��� χf (x) = χA(x)# +����� ��
��� χA(A) = 0!
�����
��� 0 = χA(A) = χf (A) = (χf (f) : α̂)# /&�� χf (f) = 0#



00 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

/�� � '� $���� 	�� ������� ������������! �
 ;������ Cayley-Hamilton
����� 	���� ���	��
 	� ��
�
��	�
��#

�����%������-

3# &� A =
(

1 2
−1 4

)
! ���� �
 ���������	���� �
������
 �
� A �����

χA(x) = x2 − 5x + 6# +��
�� �����'������ �� ���*��� ��� ��������
χA(A) = A2 − 5A+ 6I = 0#

,# /+	� A =

⎛
⎝ 2 −1 −1

0 −2 −1
0 3 2

⎞
⎠ ∈ R3×3.

i) E� ��$��	��� 
 A−1  � ��������� 	�����	��� � � I! A ��� A2#

ii) &�
���*�� ��� A2006 − 2A2005 = A2 − 2A#
)�� �
 i) ��
��� χA(x) = −x3 + 2x2 + x − 2# &$
� 
 	��'����
��
� �
� χA(x) ����� �� ���������! 
 A ����� ����	���0��
�# &�� �

;������ Cayley-Hamilton ��
���

−A3 + 2A2 +A− 2I = 0,


���� �
������	��
���� �� A−1 �����
���−A2+2A+I−2A−1 = 0
������ A−1 = 1

2 (−A2 + 2A+ I)#
)�� �
 ii) ���$
��� �� 	��	� −A3 + 2A2 +A− 2I = 0 	�� �
�$�

A3 − 2A2 = A− 2I,


���� %���
��� ���

A4 − 2A3 = A2 − 2A

A5 − 2A4 = A3 − 2A2 = A− 2I

A6 − 2A5 = A2 − 2A
· · ·

&�
���������� ���
�� �� ���� �� 	�
 n ���

A2n − 2A2n−1 = A2 − 2A, n ≥ 2.

/&�� A2006 − 2A2005 = A2 − 2A#



��$� ) *������ ��� Cayley-Hamilton 0�

6# �
 ���������	���� �
������
 ���� ������ A ����� χA(x) = −x3 +2x− 3#
E� ���
�
��'�� � ����	��	� A6 − 2A4 + 2A3 + 3A− 2I#

���������� �
 �
������
 x6 − 2x4 + 2x3 + 3x − 2 �� �
 x3 − 2x + 3
%��	�
��� x6 − 2x4 + 2x3 + 3x = (x3 − 2x + 3)(x3 − 1) + x + 1# /&��
A6 − 2A4 + 2A3 + 3A− 2I = (A3 − 2A+ 3I)(A3 − I) +A+ I = A+ I!
�$
� A3 − 2A+ 3I = 0 ��� �
 ;������ Cayley-Hamilton#

8# A�
�
��	�� �
� ������ A10(A− 2I)11 ��
�

A =
( −1 2

−2 3

)
.

/+�
��� χA(x) = x2−2x+1 
����A2−2A+I = 0 ������A(A−2I) = −I#
���� A10(A−2I)11 = (A(A−2I))10(A−2I) = (−I)10(A−2I) = A−2I =( −3 2

−2 1

)
#

�����(����- /+	� A ∈ F ν×ν # ���$ �� �� �
 ;������ Cayley-Hamilton
������� ��� �
������
 %�'�
� ν �
� ���������� ��� �
� ������ A# +��	����"
�
��� ��� ����� ������ �� ������� �� �������� �
������
 ��������
� %�'�
�
�
� ���������� ��� �
� A# )�� ����������! 
 ����
����� ������� I ∈ F ν×ν

�������� �
 �
������
 x− 1# +��	�� ��

A =

⎛
⎝ 1 −2 2

0 −3 4
0 −2 3

⎞
⎠ ,

���� ���
�� �����'������ ��� A2 = I! ������ 
 A �������� �
 x2 − 1#

��
������
��� ��� �������$
 ���� ���
���� ��� ������� ������*� �
� ;�"
 �����
� Cayley-Hamilton! � 
�
�� ��� �*������� ��� �
 ;������ ,#6#6#

A���'���
��� ��� ��B = (bij) ����� ���� ν×ν ������� ���� 
 ��
	�������
�
������� adjB ����� 
 ν×ν ������� �
� 
�
�
� �
 	�
����
 	�� '�	� (i, j) ����� �

(−1)i+jdji! ��
� dji ����� � 
��
�	� �
� (ν−1)× (ν−1) ������ �
� ��
������
��� �
� B �� ������0
��� ��� j ������ ��� ��� i 	����# ���� 5������$
 <#2
�
� & ������ ���

B(adjB) = (adjB)B = (detB)I. (1)

5����� *�
���+� �� 8���	���� ��!��� /+	� A ∈ F ν×ν # &�� ���� �
�
������ ��� �
� ��
	�������
 ������ ��
������ ��� �� 	�
����� �
� adj(A − xI)



�2 	�
���� �� ������'� &�� �������(�������

����� �
������� ��� ����%����� x %�'�
� �
 �
�� ν − 1# ������� �����
��
������� Bi ∈ F ν×ν ���
�
� �	��

adj(A − xI) = Bν−1x
ν−1 +Bν−2x

ν−2 + · · · +B1x+B0. (2)

&�� ��� @3. ��
���

(A− xI)adj(A − xI) = adj(A − xI)(A− xI) = (det(A− xI))I. (3)

/+	� ���
χA(x) = (−1)νxν + aν−1x

ν−1 + · · · + a0. (4)

&�����'�	������ ��� @,. ��� @8. 	��� @6. ��
���

(A− xI)(Bν−1x
ν−1 +Bν−2x

ν−2 + · · · +B0)

=
(
(−1)νxν + aν−1x

ν−1 + · · · + a0

)
I. @2.

+��������� ��� ���*��� 	��� @2. ��� 	������
���� 	������	��� � � ������ �
�
� x 	�� ��
 ���� ���%��
���

−Bν−1 = (−1)νI
ABν−1 −Bν−2 = aν−1I

ABν−2 −Bν−3 = aν−2I

· · ·
AB1 −B0 = a1I

AB0 = a0I

(6)

5
������	��
��� �� ��
 ���� ��� ������ �	������ ��� ��� 	��	��� @<. �� Aν !
��� �������� �� Aν−1, . . . , ��� ��
���������� �� A ��� ��� ���������� �� I! ���
	�� 	������� ��
	'��
��� ���� ����# ���� �����
���

0 = (−1)νAν + aν−1A
ν−1 + · · · + a1A+ a0I,

������ χA(A) = 0# �

.��(�%�� -�

3# /+	� A =
(

1 2
−2 1

)
∈ R2×2

i) E� ���
�
��'�� � ����	��	� A7 − 3A6 + 3A5 + 5A4 +A

ii) E� ��
�
��	'�� 
 ������� A2003(A− 2I)2004



��$� ) *������ ��� Cayley-Hamilton ��

iii) E� ��$��	'�� 
 A−1  � ��������� 	�����	��� � � I ��� A

iv) E� ��$��	'�� 
 A3  � ��������� 	�����	��� � � I ��� A#

,# /+	� A ∈ F 2×2 �� χA(x) = x2 − x# &�
���*�� ��� An = A ��� ��'�
n = 1, 2, . . .#

6# /+	� A ∈ F 3×3 �� χA(x) = −x3 +x# &�
���*�� ��� ��� ��'� n = 1, 2, . . .
��
���

An =
{
A, n ��������
A2, n ����
�

.

8# +*���	�� ����� � ������� “������*�” �
� ;� �����
� Cayley-Hamilton
��� ����� 	 	��#

/+	� A ∈ F ν×ν # ���� χA(x) = det(A − xI)# +�
��� � χA(A) =
det(A−AI) = det(A−A) = 0#

2# i) &�
���*�� ��� �����
�� �����
� �
 ���'
� ������� A ∈ F 2×2 ���
�
�
�	�� A2 − 5A+ 6I = 0#

ii) &�
���*�� ��� �����
�� ������ �
 ���'
� �
������� ϕ(x) ∈ F [x]!

���
�� �	�� φ(A) = 0! ��
� A =
(

1 1
−2 4

)
∈ F 2×2#

<# i) /+	� A ���� �� ���� ����� ������� ���
�
� �	�� �� 	�
����� �
�
%��	�
���� ��� 	��� ����� �������
 ����� �	� �� �����# &�
���*��
��� Ak = 0 ��� ��'� k ≥ ν#

ii) E� ��
�
��	��� ��� �������� An! n = 1, 2, . . . , ��
�

A =

⎛
⎝ 1 −1 2

0 1 3
0 0 1

⎞
⎠# A�����*�- An = (I + B)n = I +

(
n
1

)
B +

(
n
2

)
B2 + · · · +Bn! ��
� B =

⎛
⎝ 0 −1 2

0 0 3
0 0 0

⎞
⎠#

9# /+	� A ∈ C2×2 ��� χA(x) = x2 + ax + b! a, b ∈ C# &�
���*�� ��� 

������� A2 �������� �
 �
������
 x2 − (a2 − 2b)x+ b2#

:# /+	� A,B ∈ F ν×ν ���
�
� �	�� AB = BA = 0# &�
���*�� ��� χA(A +
B) = χA(B) − (detA)I# A�����*�- 4	���� (A + B)n = An + Bn! n =
1, 2, . . .#





�������� 


��������� ������

�K ���� �
 ��$����
 '� �
��� ��� ��� ��'� �������� ��������	�
f : V → V ! ��
� V �����	������� ���
� ��� �
� F ������	����� ���	��"
	��! ������� ��� ������������ %�	� v̂ �
� V ��	� �	�� 
 ������� ��� f  � ��
�

v̂! (f : v̂, v̂)! �� ����� ��� �
�$��

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠! ��
� Ai ����� ������ ���
�

������� ����� �
�$��# 4	
������! ��'� ������ ����� ������� A ∈ Fµ×µ �����

��
�
� ��
� ��� ������ ��� �
�$��

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠! ��
� Ai ����� ������ "

���
� ������� ����� �
�$��#

/+�	� � ������ ���� ��������� ��������	�� f : V → V @����	�# ���� �����"
� ���
� ������ A. �������� 	�� ������ � � A1, . . . , Aκ 
� 
�
�
� ����� �������
��������
� ����'
�� ��� ����� �
�$��#

)�� �
 	�
�� ���� '� ���	��
�
��	
��� ��� ���
�� �
� �����	�
� �
�� ��"
�
� ��� f @����	�
��� �
� A.! �
 
�
�
! �� � ��� �
 ���������	���� �
������

��� f @���# �
� A.! �������� �
���� ����
$
���� ��� ��� f @���# �
� A.#

��� *����'�� ���������

�K ���� ��� ������� '� ��	��
��� ��� ���
�� �
� �����	�
� �
�� ���
� ����
��������� ��������	�� f : V → V # �� ������� ������� ���� ����� ��� �
������

�����	�
� %�'�
� �
� ���������� ��� ��� f #

/+	� V ���� �����	������� ���
� ��� �
� F ���	��	�� µ �� µ �= 0 ���
f : V → V ��� �������� ��������	�# &� L(V ) ����� �
 	��
�
 � � ���������

=6



�� 	�
����  � 	����&'� +�
'�

�����
��	� � ��� �
 V 	�
 V ���� *��
��� ��� �
 L(V ) ����� ���� �����	�������
���
� ��� �
� F ���	��	�� µ2# /&�� �� µ2 + 1 	�
����� 1V , f, f

2, . . . , fµ2
�
�

L(V ) ����� �������� �*��������# ������� ������� ���� ������
� ν ��	� �	��

���
�� 1V , f, . . . , f

ν−1 ����� �������� ���*������

�� 1V , f, . . . , f
ν−1, f ν ����� �������� �*��������#

/&�� � f ν ���$���� �� �
������ ����
  � ��������� 	�����	��� � �
1V , f, . . . , f

ν−1! �	� 

f ν = α01V + α1f + α2f
2 + · · · + αν−1f

ν−1, αi ∈ F 0 ≤ i ≤ ν − 1.

;� �
��� �
 �
������


(∗) m(x) = −α0 − α1x− α2x
2 − α3x

3 − · · · − αν−1x
ν−1 + xν ∈ F [x]

���� m(x) �= 0 ��� m(f) = −α01V − α1f · · · − αν−1f
ν−1 + f ν = 0#

;� �
��� ��� �� ϕ(x) ∈ F [x] ��� ϕ(f) = 0 ���� m(x) | ϕ(x)#&��� ��
������
��� �
 ����
�'
 ��
����	��

6(��� �-�-�- ,-�� r(x) ∈ F [x] �� r(x) �= 0 ��� deg r(x) < ν� 4
� r(f) �=
0�

*�
���+�� /+	� r(x) = β0 + β1x + · · · + βκx
κ# +����� r(x) �= 0 ��
��� ���

(β0, β1, . . . , βκ) �= (0, 0, . . . , 0)#
&� r(f) = β01V +β1f + . . .+βκf

κ = 0 ���� �� 	�
����� 1V , f, . . . , f
κ �
� L(V )

����� �������� �*�������� �$
� (β0, β1, . . . , βk) �= (0, . . . , 0)# &��� �� � ���
�	���� �$
� �� 1V , f, . . . , f

κ ����� �������� ���*������ ��'�� �� 1V , f, . . . , f
ν−1

����� �������� ���*������ ��� {1V , . . . , f
κ} ⊆ {1V , . . . , f

ν−1}# /&�� r(f) �=
0#

/+	� ���� ϕ(x) ∈ F [x] �� ϕ(f) = 0# D��
��� ��� �����
�� �
�
	������

��	���� �
������� ψ(x), r(x) ∈ F [x] �� ϕ(x) = m(x)ψ(x) + r(x)! ��
�
r(x) = 0 � r(x) �= 0 ��� deg r(x) < degm(x) = ν#
&��� r(f) = ϕ(f) −m(f)ψ(f) = 0! ��� ��� �
 ��
��
����
 J���� ������ ���
r(x) = 0! 	������ ϕ(x) = m(x)ψ(x)! ������ �
 �
������
 m(x) ������� �

ϕ(x)! m(x) | ϕ(x)#

������� �-�-- ,-�� V $��� ��������$�� �����
����� ����������
� #%�
��� ��� �� F ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� 4
� �� �#�� �������

����%���� m(x) ∈ F [x] $��� %��

2�3 m(x) �= 0� m(f) = 0 ��� � ��%�� �������	� �� m(x) ����� 1



 ��� ,����(� ������� �#

2�3 �� ϕ(x) ∈ F [x] ��� ϕ(f) = 0 
� � m(x) ������� � ϕ(x)� m(x) | ϕ(x)�

4� ����%���� ��
 �$���� � �������	 �	��
���	 �� f ��� �������7���
�� m�(x)

*�
���+�� ���*��� ��� ������� ��� ���
�
 �
������
 m(x) ∈ F [x]! ���� �
�

��	���� ��	 ��� (∗) ��� ����
�
��� ��� @3. ��� @,.# ����� �� ���*
��� ���
����� �
������# /+	� m′(x) ∈ F [x] �
� �� ����
�
��� ��� @3. ��� @,.# +�����
m′(x) | m(x) ��� m(x) | m′(x) ������ ��� degm′(x) = degm(x) = ν# /&��
m(x) = cm′(x)! ��
� c ∈ F # &��� ��� ��� @3. ������ ��� c = 1#

������� �-�-�- 4� �� #��� ����%���� ���� �������	� �����
�����
f : V → V ������� � #����������
 ����%���� �� f � �����	 mf (x) | χf (x)�

*�
���+�� /&��	� ��� �
 ;������ Cayley-Hamilton ��� ��� �������� @,. �
�
�����	�
� �
�� ���
� ��� f #

�����(����- &�� �� �� ��� ������ ��� �
 �����	�
 �
������
 ���� ����"
����� ��������	�� f : V → V ! mf (x)! ����� �
 �
������
 �� �
 ��������
 %�'��
��� ����
 	������	�� 3 �
� ���� ��� �������� mf (f) = 0#

&���
�� ��
��� ��� �� A ����� ���� ������ ����� �������! A ∈ Fµ×µ! ����
������� ���� ������
� ν ���
�
� �	�� 
� ������� Iµ, A,A2, . . . , Aν−1 ����� ����"
���� ���*������ 	�
����� �
� Fµ×µ ��� 
� Iµ, A, . . . , Aν−1, Aν ����� ��������
�*��������# /&�� 
 Aν ���$���� �� �
������ ����
  � ��������� 	�����	���
� � Iµ, . . . , Aν−1! �	� 

Aν = α0Iµ + α1A+ . . .+ αν−1A
ν−1.

�
 �
������


(∗)′ m(x) = −α0 − α1x . . .− αν−1x
ν−1 + xν ∈ F [x]

���� ��� ���������

@3. m(x) �= 0! m(A) = 0 ��� 
 ����
� 	������	��� �
� m(x) ����� 1

@,. �� ϕ(x) ∈ F [x] ��� ϕ(A) = 0! ���� m(x) | ϕ(x)#

/�� � ���� �����
��� ��� ��� ��'� ������ ���� ������ A ∈ Fµ×µ ������� �
��"
���� �
������
 m(x) ∈ F [x] ���
�
 �	��

@3. m(x) �= 0! m(A) = 0 ��� 
 ����
� 	������	��� �
� m(x) ����� 3

@,. �� ϕ(x) ∈ F [x] ��� ϕ(A) = 0! ���� m(x) | ϕ(x)#



�+ 	�
����  � 	����&'� +�
'�

�
 �
������
 ���� ������� �
 %�!7���� ����	
��� ��� A ��� 	��%
��"
���� �� m�(x)

������� �-�-�- 4� �� #��� ����%���� ��
� ���������� ������ A ∈ Fµ×µ

������� � #����������
 ����%���� �� A� �����	� mA(x) | χA(x)�

*�
���+�� &���
�� �� ��� ������*� �
� 6#3#6#

������� �-�-#- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F �� ����� µ ���
f : V → V ��� �������	 �����
����� *� v̂ = (v1, . . . , vµ) ����� ��� �������$��
� �� �� V ��� (f : v̂, v̂) = A ∈ Fµ×µ� 
� � �� #��� ����%���� �� f ������
�� � �� #��� ����%���� �� A� �����	 mf (x) = mA(x)�

*�
���+�� &�� ��� 5����	� ,#3#2 ��
��� ��� �� ϕ(x) ∈ F [x] ���� (ϕ(f) :
v̂, v̂) = ϕ(A)# /&�� ϕ(f) = 0 �� ��� ���
 �� ϕ(A) = 0# +�
��� �

mf (x) | mA(x) ��� mA(x) | mf (x).

�
 ��
����
 ���� ������ ���	�#

&�� �� 5
��	���� 6#3#6 ��� 6#3#8 ������ ��� ��'� ��� �
� mf (x) @����	�
���
mA(x). ����� ��� ��� �
� χf (x) @����	�
��� χA(x).# ;� ���*
��� ��� �	���� ���
�
 ����	��
$
-

/%	���� �-�-+- 4� ����%���� mf (x) ��� χf (x) 2������#� mA(x) ���
χA(x)3 $#��� �� ����� ��7���

*�
���+�� &���� �� ���*
��� ��� ��'� ��� �
� χf (x) ����� ��� ��� �
� mf (x)#
/+	� λ ��� ��� �
� χf (x)# ������ �
 λ ����� ��� ���
���� ��� f ��� ������� v0 ∈
V �� v0 �= 0 ��� f(v0) = λv0# D��
��� ��� �� ψ(x) ∈ F [x] ���� (ψ(f))(v0) =
ψ(λ)v0# /&�� ��� ψ(x)= mf (x) ��
��� (mf (f))(v0) = mf (λ)v0# &���mf (f) =
0! ��� (mf (f))(v0) = 0 	������ mf (λ)v0 = 0# /�� � v0 �= 0! ��� mf (λ) = 0!
������ �
 λ ����� ��� ��� �
� mf (x)# ������� ���*��� ��� 
� ���
����� ��� f
����� ����%�� 
� ���� �
� mf (x)#

�����%������ �-�-"-

3# /+	� A =
(

3 −2
0 −3

)
∈ R2×2# E� %��'�� �
 mA(x)#

D��
��� ��� χA(x) = (x−3)(x+3)# +����� �
 �����	�
 �
������
 �
� A
������� �
 ���������	���� �
������
 �
� A ��� ��
�� ��� ����� ���� ������
��� mA(x) = (x− 3)(x+ 3) = χA(x)



 ��� ,����(� ������� �"

,# /+	� A =

⎛
⎝ 3 −1 0

0 2 0
1 −1 2

⎞
⎠ ∈ R3×3# E� %��'�� �
 mA(x)#

/+�
��� ��� χA(x) = det(A− xI3) = −(x− 2)2(x− 3)#

+����� mA(x) | χA(x) ��� mA(x)! χA(x) ��
�� ��� ����� ���� ������ ��� �

mA(x) ����� (x−2)(x−3) � (x−2)2(x−3)# &��� (A−2I3)(A−3I3) = 0!
��� mA(x) = (x− 2)(x− 3)#

6# /+	� � �������� ��������	� f : R2 → R2 �� f(r1, r2)=(2r1+5r2,6r1+r2)#
E� %��'�� �
 mf (x)#

/+�
��� ��� (f : ê, ê) =
(

2 5
6 1

)
= A ∈ R2×2 ��� *��
��� ���

mf (x) = mA(x)# ���� χA(x) = det(A − xI2) = (x − 7)(x + 4)# +"
����� mA(x) | χA(x) ��� �� mA(x)! χA(x) ��
�� ��� ����� ����! ������ ���
mA(x) = (x− 7)(x − 4)# /&�� mf (x) = (x− 7)(x− 4)#

8# /+	� A =

⎛
⎝ 2 1 1

0 2 0
0 0 2

⎞
⎠ ∈ R3×3# E� %��'�� �
 mA(x)#

/+�
��� ��� χA(x) = −(x − 2)3# +����� mA(x) | χA(x) ��� �
 mA(x)!
χA(x) ��
�� ��� ����� ����! ������ ��� mA(x) ����� (x − 2) � (x − 2)2 �
(x− 2)3# &��� (A− 2I3) �= 0 ��� ��
��� � �
 mA(x) ����� �
 (x− 2)2 �
�
 (x− 2)3# /�� � (A− 2I3)2 =0 ��� mA(x) = (x− 2)2#

�� ����
�'�� ��
��	��� ���$��
���� 	� 
��	����� ���	�� ��� ���	���� ����"
����� �
� �����	�
� �
�� ���
�#

������� �-�-0- ,9����� ������� $#��� � ���� �� #��� ����%�����

3� *�
���+�� /+	� A,B ∈ Fµ×µ ��
�
� �������# ���� *��
��� ��� �������
��� �������� ��������	� f : Fµ×1 → Fµ×1 ��� ������������� %�	��� v̂, ŵ �
�
Fµ×1 ��	� �	�� (f : v̂, v̂) = A ��� (f : ŵ, ŵ) = B# &��� mf (x) = mA(x) ���
mf (x) = mB(x)! ��� mA(x) = mB(x)#

,� *�
���+�� /+	� A,B ∈ Fµ×µ ��
�
� �������# /&�� ������� ����	���0��
�
������� S ∈ Fµ×µ �� S−1AS = B# &� ψ(x) = α0 + α1x + · · · + ακx

κ ∈ F [x]
����! ������ Bν = S−1AνS! ��� ��'� $�	��� ���'�� ν! ��
��� ���

ψ(B) = α0Iµ + α1S
−1AS + α2S

−1A2S + · · · + ακS
−1AκS

= α0S
−1IµS + α1S

−1AS + · · · + ακS
−1AκS

= S−1(α0Iµ + α1A+ · · · + ακA
κ)S = S−1ψ(A)S.



�0 	�
����  � 	����&'� +�
'�

/&�� ψ(B) = 0 �� ��� ���
� �� ψ(A) = 0# ������� mA(x) = mB(x)#

������� �-�-�- ,-�� A ∈ F ν×ν �� A =
(
B 0
0 Γ

)
� 
��� B ∈ F κ×κ ���

Γ ∈ F σ×σ �� σ + κ = ν� 4
� mA(x) =������ (mB(x),mΓ (x))�

*�
���+�� &� ϕ(x) ∈ F [x] ���� *��
��� ��� ϕ(A) =
(
ϕ(B) 0

0 ϕ(Γ )

)
# ����

0 = mA(A) =
(
mA(B) 0

0 mA(Γ )

)
! ���mA(B) = 0 ���mA(Γ ) = 0# �������

mB(x) | mA(x) ��� mΓ (x) | mA(x)! ��� �
 mA(x) ����� ��� �
��� �
������	�

� � mB(x) ��� mΓ (x)#

/+	� ���� ψ(x) ∈ F [x] ��� �
������	�
 � � mB(x) ��� mΓ (x)# &$
�
mB(x) | ψ(x) ������ ��� ψ(B) = 0 ��� �$
� mΓ (x) | ψ(x) ������ ��� ψ(Γ ) = 0#

/&�� ψ(A) =
(
ψ(B) 0

0 ψ(Γ )

)
= 0 ��� mA(x) | ψ(x)# �������

mA(x) = �#�#�#(mB(x),mΓ (x)).

������� �-�-�2- ,-�� A ∈ F ν×ν �� A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

B1 0
B2

� � �

0 Bρ

⎞
⎟⎟⎟⎠ 
���

Bi ∈ F σi×σi ��� σ1 + σ2 + · · · + σρ = ν� 4
�

mA(x) = ������(mB1(x), . . . ,mBρ(x)).

*�
���+�� &$������ 	�� �	��	�#
6�
���+�� +��� ��  � ��
� ρ ��� 5����	� 6#3#=#

'��*�������- (i) /+	� V ���� �����	������� ���
� ��� �
� F ���
f : V → V ��� �������� ��������	�# &� W ≤ V �� f(W ) ⊆ W ���� �
��������	� W →W �� w → f(w) 	��%
������ �� fW #

(ii) /+	� V ���� �����	������� ���
� ��� �
� F ��� f : V → V ��� ��������
��������	�# &� ϕ(x), ψ(x) ∈ F [x] ��� ϕ(x)ψ(x) = z(x) ���� '� 	��%
��
���
��� ��������	� ϕ(f) ◦ ψ(f) �� ϕ(f)ψ(f)# @D��
��� %�%��� ��� ϕ(f) ◦ ψ(f) =
z(f) = ψ(f) ◦ ϕ(f).#

������� �-�-��- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� ���
��� ��� �� F ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� *� W ����� $���
��
#���� �� V �� f(W ) ⊆W � 
� mfW

(x) | mf (x)�



 ��� ,����(� ������� ��

*�
���+�� &���� �� ���*
��� ��� mf (fW )(w) = 0! ��� ��'� w ∈ W # /�� �
mf (fW )(w) = mf (f)(w) = 0 �$
� � ��������	� mf (f) : V → V ����� �
�������� ��������	�#

�����%������ �-�-�-

3# /+	� B =

⎛
⎝ 2 0 0

0 2 0
0 0 2

⎞
⎠ ∈ R3×3# E� %��'�� �
 mA(x)#

/+	� B1 = (2) ∈ R1×1! ���� mB1(x) = x−2# /&�� ��� �
 5���	�� 6#3#31
������ ��� mB(x) = x− 2#

'7����- �� ������� B =

⎛
⎝ 2 0 0

0 2 0
0 0 2

⎞
⎠ ��� A =

⎛
⎝ 2 1 1

0 2 0
0 0 2

⎞
⎠!

A,B ∈ R3×3 ��� ����� ��
�
� ����� mB(x) = x− 2 ��� mA(x) = (x− 2)2

@5����������� 6#3#< (iv).# 5������
��� ��� χB(x) = χA(x) = −(x− 2)3#

,# /+	� A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

4 2 0 0 0
1 3 0 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R5×5# E� %��'�� �
 mA(x)#

&�� �
 5���	�� 6#3#31 ��
��� ���! �� A1 =
(

4 2
1 3

)
! A2 =

(
0 3
0 0

)
��� A3 = (2) ���� mA(x) =�#�#�#(mA1(x),mA2(x),mA3(x))#

+��
�� %���
��� ��� χA1(x) = (x−2)(x−5)! ���mA1(x) = (x−2)(x−5)#
+�����
� χA2(x) = x2 ��� ������ A2 �= 0 ��
��� ��� mA2(x) = x2#

���� χA3(x) = x− 2! ��� mA3(x) = x− 2#

������� mA(x) =�#�#�#((x− 2)(x− 5), x2, x− 2) = (x− 2)(x− 5)x2#

1������ �-�-��- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��������$���
�� ����� ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� ,-��� ��
#���� W �� V
�$���� f������	���	� ������	� �� V �� f(W ) ⊆W �

�����%������ �-�-��-

3# &� f : V → V ����� ��� �������� ��������	� ���� 
� ���� �
� {0V }! V
����� f "�����
� �
� ���� �
� �
� V #



�22 	�
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,# /+	� f : V → V ��� �������� ��������	� ��� v0 ∈ V �� v0 �= 0# ���� �����
$����� ��� �
 v0 ����� ��� ���
�����	�� ��� f �� ��� ���
 �� 
 ���� �
� <
v0 > �
� V ����� f "�����
� �
�# ������� ��'� ���� �
� ���� ����� �
�
��� f ����� f "�����
� �
�#

6# /+	� f : R3 → R3 � �������� ��������	� ��

(r1, r2, r3) −→ (r1 + r3, r2, r3 − r2).

/+	� W1 =< e1, e3 ># 5������
��� ��� �� v ∈W1! ���� v = λe1 + µe3!
��� ���
�� λ, µ ∈ R ��� f(v) = f(λe1 + µe1) = λf(e1) + µf(e3) =
λ(1, 0, 0)+µ(1, 0, 1) = (λ+µ)e1 +µe3 ∈< e1, e3 >= W1# /&�� 
 W1 �����
���� f "�����
� �
� ���� �
� �
� R3#

/+	� W2 =< e3 ># &� v ∈ W2! ���� v = λe3! ��� ���
�
 λ ∈ R ���
f(v) = f(λe3) = λf(e3) = λ(1, 0, 1) = λe1 + λe3 /∈< e3 >= W2# /&�� 

W2 ��� ����� ���� f "�����
� �
� ���� �
� �
� R3#

8# /+	� A =

⎛
⎝ a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

⎞
⎠ ∈ R3×3 ��� γA : R3×1 → R3×1 � ��������

��������	� �� γA(X) = AX#

5������
��� ���

AE1 = A(1) = a11E1

AE2 = A(2) = a12E1 + a22E2.

/&�� �� V1 =< E1 > ��� V2 =< E1, E2 >! ���� γA(V1) ⊆ V1 ���
γA(V2) ⊆ V2# ������� 
� V1, V2 ����� γA"�����
� �
� ���� �
� �
� R3×1#

������� �-�-�#- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� ���
��� ��� �� F ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� *� W ����� $���
f ����������� ��
#���� �� V � �����	 f(W ) ⊆W � �� W �= {0V } 
�

(i) χfW
(x) | χf (x)

(ii) mfW
(x) | mf (x)�

*�
���+�� /+	� w1, . . . , wκ ��� %�	� �
� W ��� w1, . . . , wκ, uκ+1, . . . , uν ���
%�	� �
� V # +����� 
 W ����� f "�����
� �
� ������ ��� f(wi) ∈W ! 1 ≤ i ≤ κ#
/&�� �� v̂ = (w1, . . . , wκ, uκ+1, . . . , uν)! ���� f(wi) = a1iw1+a2iw2+· · ·+aκiwκ!



 ��� ,����(� ������� �2�

1 ≤ i ≤ κ# �������

(f : v̂, v̂) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 · · · a1κ a1κ+1 · · · a1ν
###

### · ·
aκ1 · · · aκκ · ·

· ·
0 · ·

aνκ+1 · · · aνν

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

/+	� ŵ = (w1, . . . , wκ)! ���� (fW : ŵ, ŵ) =

⎛
⎜⎝

a11 · · · a1κ
###
aκ1 · · · aκκ

⎞
⎟⎠ = A ���

(f : v̂, v̂) =
(
A Γ
0 B

)
= ∆ ��
� B =

⎛
⎜⎝

aκ+1κ+1 · · · aκ+1ν
###

aνκ+1 · · · aνν

⎞
⎟⎠ ���

Γ =

⎛
⎜⎝

a1κ+1 · · · a1ν
###

aκκ+1 · · · aκν

⎞
⎟⎠#

&��� χf (x) = χ∆(x) ��� χfW
(x) = χA(x)# +�����
� χ∆(x) = χA(x)χB(x) ���

χfW
(x) | χf (x)! 
���� ���*��� ��� (i)#
���� ������ mf (x) = m∆(x)! ��
��� ��� mf (∆) = 0! ���� mf (∆) =(
mf (A) ∗

0 mf (B)

)
! ���mf (A) = 0! 	������mA(x) | mf (x)# /&��mfW

(x) =

mA(x) | mf (x)# ��� ���� ������*� �
� ii) ��'��� 	��� 5����	� 6#3#33#

.��(�%�� �-�

3# E� %��'�� �
 �����	�
 �
������
 � � ����
�' � ����� � �� 	�
����� ���
�
 R

(i)
(

2 1
1 2

)
(ii)

(
1 1
0 1

)
(iii)

⎛
⎝ 3 0 1

2 2 2
−1 0 1

⎞
⎠

,# E� %��'�� �
 �����	�
 �
������
 � � ����
�' � ��������� �����
��	� �

(i) f : R2 → R2 �� f(r1, r2) = (r1 + r2, r1 − r2)

(ii) f : R2[x] → R2[x] �� f(ϕ(x)) = ϕ′(x) + 2ϕ(x)

(iii) f : Rν×ν → Rν×ν �� f(A) = At ��� ν > 1 @A�����*�- f2 = 1�ν×ν .#



�2 	�
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6# /+	� V ���� �����	������� ���
� ������	����� ���	��	�� ��� �
� F ���
f : V → V ��� �������� ��������	�# E� ����'�� ���

(i) ( f ����� �	
�
�$�	��� �� ��� ���
 �� mf (0) �= 0

(ii) &� � f ����� �	
�
�$�	��� ���mf (x) = α0+α1x+· · ·+ακ−1x
κ−1+xκ

���� f−1 = − 1
α0

(α11V + · · · + ακ−1f
κ−2 + fκ−1)

8# /+	� f : V → V ��� �������� ��������	� �� µ ������������� ���
�����!
��
� µ = dimF V # ���� �� ����'�� ��� degmf (x) = µ#

2# E� %��'
�� �� χA(x)! mA(x) ��� χB(x)! mB(x) ��
�

A =

⎛
⎝ 3 5 0

0 3 5
0 0 3

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 3 0 0

0 3 0
0 0 3

⎞
⎠ , A,B ∈ R3×3

��� �� �*���	'�� �� 
� A,B ����� ��
�
�#

<# E� %��'
�� �� mA(x) ��� mB(x) ��
�

A =

⎛
⎝ 1 1 0

0 2 0
0 0 1

⎞
⎠ ��� B =

⎛
⎝ 2 0 0

0 2 2
0 0 2

⎞
⎠ , A,B ∈ R3×3

��� �� �*���	'�� �� 
� A,B ����� ��
�
�#

9# /+	� A ∈ Fµ×µ# E� ����'�� ��� mA(x) = mAt(x)#

:# /+	� A ∈ Fµ×µ �� Aκ = 0 ��� ���
�
 κ > µ# E� ����'�� ��� Aµ = 0#

=# E� ����'�� ��� 
 A =

⎛
⎝ 7 −1 −2

−1 7 2
−2 2 10

⎞
⎠ ∈ R3×3 ����� ����	���0��
� ���

�� ���$�� 
 A−1  � ��������� 	�����	��� � � I3 ��� A#

31# /+	� A ∈ F ν×ν ��� ϕ(x) ∈ F [x]# ���� 
 ������� ϕ(A) ����� ����	���0��
�
�� ��� ���
 �� (ϕ(x),mA(x)) = 1#

33# /+	� A ∈ Fµ×µ �� χA(x) = (−1)µ(x−λ1)ρ1 · · · (x−λκ)ρκ ��
� λ1, . . . , λκ

������������ 	�
����� �
� F #

E� ����'�� ���mA(x) = (x−λ1)σ1(x−λ2)σ2 · · · (x−λκ)σκ ��
� 0 < σi ≤ ρi

��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ#



 ��� ,����(� ������� �2�

3,# /+	� f : V → V �������� ��� V = V1 ⊕ V2 ��
� f(V1) ⊆ V1 ���
f(V2) ⊆ V2#

E� ����'�� ��� mf (x) =�#�#�#(mfV1
(x),mfV2

(x))#

36# /+	� A ∈ R3×3 ��� �	� ��� ������� ��� %�	� v1, v2, v3 �
� R3×1 ���
��
�	�� 
� ���� �
� V =< v1 > ��� W =< v1, v2 > �
� R3×1 �� ����� γA"
�����
� �
�# ���� �� ����'�� ��� 
 A ����� ��
�
� ��
� ��� �� ���� ����
������#



�2� 	�
����  � 	����&'� +�
'�

��� +���,��� �������'������


�
 ����
 ;������ ����� ��� �������$
� ��� ����� ��� �������
 ���� ��	��������
��	 �
� �����	�
� �
�� ���
�#

������� �--�- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��� f : V → V
��� �������	 �����
����� *� ϕ(x) ∈ F [x]� 
� �� ��
#���� �� V � kerϕ(f) ���
Imϕ(f) ����� f ������������

*�
���+�� /+	� v0 ∈ kerϕ(f)# ;� ���*
��� ��� f(v0) ∈ kerϕ(f)# /+�
���
ϕ(f)(f(v0)) = f(ϕ(f)(v0)) = f(0V ) = 0V ! ��� f(v0) ∈ kerϕ(f)#
/+	� ���� v0 ∈ Imϕ(f)# ;� ���*
��� ��� f(v0) ∈ Imϕ(f)# &$
� v0 ∈ Imϕ(f)!
��
��� ��� v0 = (ϕ(f))(v1) ��� ���
�
 v1 ∈ V # ������� f(v0) = f(ϕ(f)(v1)) =
ϕ(f)(f(v1))! ��� f(v0) ∈ Imϕ(f)#

/%	���� �--- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� �����
��� �� F ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� 4
� � f ����� ����������� ��
��� �
�� �� � �� #��� ����%���� �� f � mf (x)� ����� ���
���� ���������$���
����� ����� �����
��� �����	 ����� �� ���0	�

mf (x) = (x− λν) · · · (x− λκ)


��� λ1, . . . , λκ ����� �� ���������$��� ������$� �� f �

*�
���+�� /+	� ��� � f ����� ���� ��	��� ��� ��� λ1, . . . , λκ ����� 
� ��������"
����� ���
����� ��� f # ���� *��
��� ��� V = V (λ1) ⊕ · · · ⊕ V (λκ)# /&��
�� v ∈ V ! ���� v = v1 + · · · + vκ ��
� vi ∈ V (λi)! 1 ≤ i ≤ κ# /+	� 
ϕ(x) = (x− λ1) · · · (x− λκ) ∈ F [x]#
+����� (f − λi1V )(vi) = 0! ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ! ������ ��� ϕ(f)(vi) =
(f − λ11V ) · · · (f − λi1V ) · · · (f − λκ1V )(vi) = 0! ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ# /&��
ϕ(f)(v) = ϕ(f)(v1 + · · ·+vκ) = ϕ(f)(v1)+ · · ·+ϕ(f)(vκ) = 0! ��� ��'� v ∈ V #
������� mf (x) | ϕ(x)# &��� *��
��� ��� 
� ���
����� ��� f ����� 
� ���� �
�
mf (x)! ��� ϕ(x) | mf (x)# +����� �
���� mf (x) | ϕ(x)! ϕ(x) | mf (x) ��� ��
�
������� ϕ(x)! mf (x) ��
�� ����
 	������	�� 3 ������ ��� ϕ(x) = mf (x)#
/&�� ���*��� ��� �� � f ����� ���� ��	���! ���� �
 �����	�
 �
������
 ��� f
����� �������
 ����������� � �� �
%�'�� � �������� �#

/+	� ���� ���mf (x) = (x−λ1) · · · (x−λκ) ��
� λ1, . . . , λκ 
� �������������
���
����� ��� f # ;� ���*
��� ��� � f ����� ���� ��	���! ������ '� ���*
��� ���
������� ��� %�	� �
� V ��� ���
�����	���� ��� f #

( ������*� '� ����� �� ���� ��  � ��
� µ = dimF V #



 ��� 	���-�� �������(�������� �2#

&� dimF V = 1 ���� ��'� �������� ��������	� f : V → V ����� ���� ��	���#
/+	� ���� ��� µ > 1 ��� ��� ��'� �������� ��������	� ρ : V → V ! ��� 
�
�"
�� �
 �����	�
 �
������
! mρ(x)! ����� �������
 ����������� � �� �
%�'�� �
�������� � ��� dimF V < µ! ����� ���� ��	���#

;� �
��� ��� �������� ��������	� f : V → V �� dimF V = µ ��� mf (x) =
(x− λ1) · · · (x− λκ) ��
� λ1, . . . , λκ 
� ������������� ���
����� ��� f #

/+	� � �������� ��������	� f − λκ1V : V → V ��� W = Im(f − λκ1V )#
D��
��� ��� µ = dimF ker(f − λκ1V ) + dimF Im(f − λκ1V ) = dimF V (λκ) +
dimF W # +����� � λκ ����� ��� ���
���� ��� f ! V (λκ) = ker(f − λκ1V ) �= {0V }!
��� dimF V (λκ) > 0! 	������ dimF W < µ# &� W = {0V }! ���� f = λκ1V !
��� � f ����� ���� ��	���# /+	� ��� W �= {0V }# ���� 0 < dimF W < µ# �
���� �
� W = Im(f −λκ1V ) �
� V ����� f "�����
� �
�! ��� mfW

(x) | mf (x)#
������� �
mfW

(x) ����� �������
 ����������� � �� �
%�'�� � �������� � ���
������ dimF W < µ! ��� ��� ���'�	� ��� ���� ��� ������ ��� �
fW : W → W ����� ���� ��	���# /&�� ������� ��� %�	� B1 �
� W �
� ��
"
�������� ��� ���
�����	���� ��� fW ! 	������ ��� ��� f #
;� ���*
��� ��� V = W ⊕V (λκ)# +����� dimF V = µ = dimF W +dimF V (λκ)
����� �� ���*
��� ��� W ∩ V (λκ) = {0V }# 5�������! �	� w0 ∈ W ����
w0 = (f − λκ1V )(v0)! ��� ���
�
 v0 ∈ V ! �$
� W = Im(f − λκ1V )# /&��
(f−λ11V ) · · · (f−λκ−11V )(w0) = (f−λ11V ) · · · (f−λκ−11V )(f−λκ1V )(v0) =
mf (f)(v0) = 0# ������� mfW

(x) | (x − λ1) · · · (x − λκ−1)! �
� 	������� ��� �
λκ ��� ����� ��� ���
���� ��� fW ! 	������ W ∩ V (λκ) = {0V }# /+�	� ���*��� ���
V = W ⊕ V (λκ)#

&� ���� B2 ����� ��� %�	� �
� V (λκ)! ���� *��
��� ��� B = B1∪B2 ����� ���
%�	� �
� V # &��� �� 	�
����� ��� B ����� ���
�����	���� ��� f # /&�� � f �����
���� ��	���#

������� �--�- ,-��� ��������
� ������� A,A ∈ Fµ×µ� ����� 
����� ����
$�� ����%��� ������ �� ��� �
�� �� � mA(x) ����� �� ���0	�

mA(x) = (x− λ1) · · · (x− λκ),


��� λ1, . . . , λκ ����� �� ���������$��� ������$� �� A�

*�
���+�� � A ����� ��
�
� ��
� ��� �������
 ������ �� ��� ���
 �� �������
��� %�	� �
� Fµ×1 ��� ���
�����	���� �
� A! ������ �� ��� ���
 �� � γA �����
���� ��	���# +�����
� ������ (γA : Ê, Ê) = A *��
��� ��� mA(x) = mγA

(x)#
�
 ��
����	�� ���� ������ ��� �
 ;������ 6#,#,#

������� �--�- ,-�� V $��� ��������$�� �����
����� ����������
� #%�
��� ��� �� F ��� f : V → V ��� ����������� �������	 �����
����� *� W �����
$��� f ����������� ��
#���� �� V � 
� � fW : W → W ����� ������������



�2+ 	�
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*�
���+�� /&��	� ��� 6#3#33 ��� 6#,#,#

������� �--#- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��������$��� �� �����
��� �� F ��� f, g : V → V ������������ �������$� ������������� 4
� �� �#��
��� � �� �� V ��
 ������������� �� f ��� g �� ��� �
�� �� f ◦ g = g ◦ f �

*�
���+�� /+	� {v1, . . . , vµ} ��� %�	� �
� V ��� ���
�����	���� ��� f ��� g#
&� f(vi) = λivi ��� g(vi) = µivi ��� 1 ≤ i ≤ µ! ���� ��
��� (f ◦ g)(vi) =
f(g(vi)) = f(µivi) = µif(vi) = µiλivi = (g ◦ f)(vi) ��� ��'� 1 ≤ i ≤ µ#

&� ���� v ∈ V ���� v =
µ∑

i=1
γivi ��� (f ◦ g)(v) = (f ◦ g)

(
µ∑

i=1
γivi

)
=

µ∑
i=1

γi(f ◦ g)(vi) =
µ∑

i=1
γi(g ◦ f)(vi) = (g ◦ f)

(
µ∑

i=1
γivi

)
= (g ◦ f)(v)# /&��

f ◦ g = g ◦ f.

/+	� ���� ��� f ◦ g = g ◦ f # +����� � f ����� ���� ��	��� ������ ��� V =
V (λ1) ⊕ · · · ⊕ V (λκ)! ��
� λ1, . . . , λκ ����� 
� ������������� ���
����� ��� f ���
V (λi) = {x ∈ V | f(x) = λix}#

/+	� vi ∈ V (λi)# ���� f(g(vi)) = g(f(vi)) = g(λivi) = λig(vi)# /&��
g(vi) ∈ V (λi)! ������ 
 V (λi) ����� ���� g"�����
� �
� ���� �
� �
� V ! ���
��'� 1 ≤ i ≤ κ#

/�� � ������ � g :V →V ����� ���� ��	��� *��
��� ��� � gVλi
:V (λi)→V (λi)

����� ���� ��	���! ��� ������� ��� %�	� Bi �
� V (λi) ��� ���
�����	���� ���
gVλi

! 	������ ��� ��� g#

G�	��� �� 	�
����� ��� Bi ����� ���
�����	���� ��� ��� f # /&�� � B =
κ⋃

i=1
Bi

����� ��� %�	� �
� V ��� ���
�����	���� ��� f ��� ��� g#

������� �--+- ,-�� A,B ∈ Fµ×µ ������������ �������� 4
� �� �#��
�����$1���� ������� S ∈ Fµ×µ �� S−1AS = ∆1� S

−1BS = ∆2� 
��� ∆1,∆2

����%���� �������� �� ��� �
�� �� AB = BA�

*�
���+�� &$������ 	�� �	��	�#

�����%������ �--"-

3# /+	� � �������� ��������	� f : R3 → R3 ��

f(r1, r2, r3) = (7r1 − r2 − 2r3,−r1 + 7r2 + 2r3,−2r1 + 2r2 + 10r3)#

E� �*���	'�� �� � f ����� ���� ��	���#



 ��� 	���-�� �������(�������� �2"

� ������� ��� f  � ��
� ��� ���
���� %�	� �����

(f : ê, ê) =

⎛
⎝ 7 −1 −2

−1 7 2
−2 2 10

⎞
⎠ = A.

���� ��
�
��
��� �
 χA(x) = χf (x) = −(x − 6)2(x − 12) ��� ������"
�
��� ��� (A− 6I3)(A− 12I3) = 0! ��� mf (x) = (x− 6)(x− 12)#

������ �
 �����	�
 �
������
 ��� f ����� �������
 ����������� � �� "
�
%�'�� � �������� �! ��� � f ����� ���� ��	���# 5�
$���� ��� 
 A �����

���� ��	��
� ��� ����	�� ����� ��
�
� ��
� �
�

⎛
⎝ 6 0 0

0 6 0
0 0 12

⎞
⎠#

,# E� ��'
��	'
�� 
� �������A∈R2×2 �
� ����
�
�
�� ���A2− 3A+2I2 =0#

/+	� ϕ(x) = x2 − 3x + 2 ∈ R[x]# ���� mA(x) | ϕ(x) ���� ϕ(x) =
(x− 1)(x− 2)! ��� �
 mA(x) ����� (x− 1) � (x− 2) � (x− 1)(x− 2)#

&� mA(x) = (x− 1)! ���� A = I2#

&� mA(x) = (x− 2)! ���� A = 2I2#

&� mA(x) = (x− 1)(x− 2)! ���� 
 A ����� ���� ��	��
� �� ���
����� 3 ���

,! ��� 
 A ����� ��
�
� ��
�

(
1 0
0 2

)
#

6# /+	� A ∈ Rν×ν �� A3 = A# ;� ���*
��� ��� 
A ����� ���� ��	��
�# /+	� 
ϕ(x) = x3−x# ���� ϕ(A) = 0 ���mA(x) | ϕ(x) = x3−x = x(x−1)(x+1)#
/&�� �
 mA(x) ����� �������
 ����������� � �� �
%�'�� � �������� �#

+����� ��� ���
�� ��������� ������ �
�� �������
�� ������� ����%����# )��

���������� �� A =

⎛
⎜⎜⎝

λ1 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎠ ∈ F 4×4 ��� ϕ(x) ∈ F [x] ����

ϕ(A) =

⎛
⎜⎜⎝

ϕ(λ1) 0 0 0
0 ϕ(λ1) 0 0
0 0 ϕ(λ2) 0
0 0 0 ϕ(λ3)

⎞
⎟⎟⎠ .

��
 ������
 '������ '� �
��� ��� ����
�� ��
����	���� �	��
�� ��� ��� �
��
���� ��	��
�� �������# 5��� �
 �������	
��� �� ��������	
��� ��� ��
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A =

⎛
⎜⎜⎝

λ1 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ3

⎞
⎟⎟⎠ ���� A = λ1D1 + λ2D2 + λ3D3! ��
�

D1 =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠! D2 =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠! D3 =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠!

��� ϕ(A) = ϕ(λ1)D1 + ϕ(λ2)D2 + ϕ(λ3)D3# +�����
�
D1 +D2 +D3 = I4! D2

i = Di! 1 ≤ i ≤ 3 ��� DiDj = 0 �� i �= j#

/%	���� �--0- ,-�� A ∈ F ν×ν ��� λ1, . . . , λκ �� ���������$��� ������$�
�� A� 4
� � A ����� ������������ �� ��� �
�� �� �� �#��� ������� E1, . . . , Eκ

$���� %��
2�3 A = λ1E1 + λ2E2 + · · · + λκEκ

2�3 E2
i = Ei� 1 ≤ i ≤ κ

2�3 EiEj = 0 �� i �= j� 1 ≤ i, j ≤ κ

2!3 E1 + E2 + · · · + Eκ = Iν �
*� � ������� A ����� ������������ 
� �����$�� $#���� 
��
2&3 9� ������� Ei� 1 ≤ i ≤ κ ����� �����	���� �����$��� ��
 �� A ��� ��

���
��� 2�3� 2�3� 2�3 ��� 2!3�
2'3 *� ϕ(x) ∈ F [x]� 
� ϕ(A) = ϕ(λ1)E1 + · · · + ϕ(λκ)Eκ�
2(3 ,-��� ������� B ∈ F ν×ν �������� �� �� A �� ��� �
�� �� � B

�������� �� � �� Ei� 1 ≤ i ≤ κ�

*�
���+�� /+	� ��� 
 A ����� ���� ��	��
�# ���� χA(x) = (−1)ν(x− λ1)σ1 · · ·
(x− λκ)σκ ! ��� ���
�
�� $�	��
�� ���'�
�� σi! 1 ≤ i ≤ κ ��� ������� ����	���"

0��
� ������� S ∈ F ν×ν �� S−1AS =

⎛
⎜⎝

λ1Iσ1

# # #

λκIσκ

⎞
⎟⎠ (∗)#

/+	� Di 
 ������� �
� ��
������ ��� �
� (∗) �� '�	
��� λi = 1 ��� λj = 0
��� j �= i# ���� D2

i = Di! DiDj = 0 ��� i �= j! Iν = D1 +D2 + · · · +Dκ ���
S−1AS = λ1D1 + λ2D2 + · · · + λκDκ#

������� A = λ1SD1S
−1 + λ2SD2S

−1 + · · · + λκSDκS
−1#

���
��� Ei = SDiS
−1! ����

A = λ1E1 + λ2E2 + · · · + λκEκ#
E2

i = SDiS
−1SDiS

−1 = SD2
i S

−1 = SDiS
−1 = Ei

EiEj = SDiS
−1SDjS

−1 = SDiDjS
−1 = 0! ��� i �= j

E1 + E2 + · · · + Eκ = SD1S
−1 + SD2S

−1 + · · · + SDκS
−1

= S(D1 +D2 + · · · +Dκ)S−1 = SIνS
−1 = Iν #



 ��� 	���-�� �������(�������� �2�

5��� ���*
��� �
 ����	��
$
 '� ���*
��� ��� �� ��� ��� ������ A ∈ F ν×ν

�	��
�� 
� @3.! @,.! @6. ��� @8. ���� �	���� ��� � @<.#
5������� A2 = (λ1E1 + λ2E2 + · · · + λκEκ)(λ1E1 + λ2E2 + · · · + λκEκ) =∑
i,j
λiλjEiEj +

κ∑
i=1

λ2
iE

2
i =

κ∑
i=1

λ2
iEi ��� �� ���� �� �����
��� ��� Aν =

ν∑
i=1

λν
iEi

��� ��'� $�	��� ���'�� ν# &� ���� ϕ(x) = a0 + a1x+ · · · + aν−1x
ν−1 + aνx

ν

����
ϕ(A) = a0Iν + a1A+ · · · + aν−1A

ν−1 + aνA
ν

= a0

(
κ∑

i=1
λν

iEi

)
+ aν

(
κ∑

i=1
λiEi

)
+ · · · + aν−1

(
κ∑

i=1
λν−1

i Ei

)

+aν

(
κ∑

i=1
λν

iEi

)
= ϕ(λ1)E1 + ϕ(λ2)E2 + · · · + ϕ(λκ)Eκ#

���� '� ���*
��� �
 ����	��
$
# /+	� ��� ��� ��� ������ A ∈ F ν×ν ��
������������� ���
����� λ1, . . . , λκ �	��
�� 
� @3.! @,.! @6.! @8. @��� ��� � (6).#
;� ���*
��� ��� 
 A ����� ���� ��	��
�# D��
��� ��� ����� �� ���*
��� ��� �

mA(x) ����� �������
 �� �
%�'�� � ����������� � �������� �# ������� �����
�� ���*
��� ��� ������� ��� �
������
 ψ(x) ∈ F [x] �
 
�
�
 ����� �������

����������� � �� �
%�'�� � �������� � ��� ψ(A) = 0#
/+	� ψ(x) = (x−λ1) · · · (x−λκ)# ���� ψ(A) = ψ(λ1)E1 + · · ·+ψ(λκ)Eκ ����
ψ(λi) = 0! ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ! ��� ψ(A) = 0 	������ 
 A ����� ���� ��	��
�#

)�� ��� @2.! �	� ��� �����
�� ������� F1, F2, . . . , Fκ ��
A = λ1F1 + · · · + λκFκ

F 2
i = Fi! 1 ≤ i ≤ κ

FiFj = 0! 1 ≤ i, j ≤ κ! i �= j

Iν = F1 + F2 + · · · + Fκ#
���� EiA = AEi = λiEi ��� FiA = AFi = λiFi ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ#
/&�� Ei(AFj) = EiλjFj = (EiA)Fj = λiEiFj #
/&�� (λj − λi)EiFj = 0 ��� ��� i �= j ��
��� ��� EiFj = 0#
������� Ei = EiIν = Ei(F1+· · ·+Fκ) = EiFi = (E1+· · ·+Eκ)Fi = IνFi = Fi

��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ# /&�� ���*��� ��� @2.#
)�� ��� @9.! ����� ��
$���� ��� �� ���� ������� B ������'���� �� ��'� Ei! 1 ≤

i ≤ κ ���� ����� ������'���� ��� �� �
� A! �$
� A = λ1E1 + · · ·+λκEκ# /+	� 
���� ��� 
 ������� B ������'���� �� �
� A! ���� '� ������'���� �� ��'� ������
Γ �
� ����� ��� �
�$�� ϕ(A)! ��� ���
�
 �
������
 ϕ(x) ∈ F [x]# &���� �
����
�� ���*
��� ��� Ei = ϕi(A)! ��� ���
�
 �
������
 ϕi(x) ∈ F [x]# 5�������
�	� ϕ′

i(x) = (x − λ1) · · · (x − λi−1)(x − λi+1) · · · (x − λκ)# ���� ϕ′
i(λi) �= 0

��� ��� ��� @<. ������ ��� ϕ′
i(A) = ϕ′

i(λ1)E + · · · + ϕ′
i(λκ)Eκ = ϕ′

i(λi)Ei! ���
�� ϕi(x) = 1

ϕ′
i(λi)

ϕ′
i(x) ���� ϕi(A) = Ei! 1 ≤ i ≤ κ#
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'�

.��(�%�� �-

3# E� �*���	'�� �� 
� ����
�'�� ��������� �����
��	��� f : R3 → R3 �����
���� ��	����# )�K ����� �
� ����� �� %��'�� ��� %�	� �
� R3 ��� ���
�����"
	���� �
��#

(i) f(r1, r2, r3) = (3r1 − r2 + r3,−r1 + 5r2 − r3, r1 − r2 + 3r3)

(ii) f(r1, r2, r3) = (2r1, r1 + 2r2,−r1 + r2 + r3)

(iii) f(r1, r2, r3) = (r1 − r3, 2r2, r1 + r2 + 3r3)

(iv) f(r1, r2, r3) = (−2r1 − r2 + r3, 2r1 + r2 − 3r3,−r3)
,# (i) E� �*���	'�� �� �����
�� ����	���0��
� ������� P1, P2 ��

P−1
1 AP1 = ∆1 ��� P

−1
2 BP2 = ∆2! ��
�

A =

⎛
⎝ −1 2 2

2 2 2
−3 −6 −6

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 1 −2 2

0 −3 4
0 −2 3

⎞
⎠

��� ∆1,∆2 �������
� �������#

(ii) E� �*���	'�� �� ������� ����	���0��
� ������� S �� S−1AS = ∆1

��� S−1BS = ∆2! ��
� ∆1,∆2 �������
� �������#

6# /+	� A =

⎛
⎝ 1 α β

0 1 γ
0 0 −2

⎞
⎠ ∈ R3×3#

5
�� 	��'��� ������ �� ����
�� �� α, β, γ �	�� 
 A �� ����� ���� ��	��
�B

8# &� A ∈ F ν×ν �� χA(x) = (−1)ν(λ1−x)σ1 · · · (λκ−x)σκ ����
�
��� ��� @3.!
@,.! @6. ��� @8. �
� ;� �����
� 6#,#: �� ����'�� ��� rkEi = σi! 1 ≤ i ≤ κ#

2# /+	� A =

⎛
⎝ 0 −2 −3

1 3 3
0 0 1

⎞
⎠ ∈ R3×3# E� ����'�� ��� 
 A ����� ���� ��	�"

�
� ��� �� %��'
�� 
� E1, . . . , Eκ �
� ����
�
�
�� ��� @3.! @,.! @6. ��� @8.
�
� ;� �����
� 6#,#:#



 � � *������ ��������&-� �����(�� ���

��� )����� ��������%,
 �����'


�K ���� ��� ��� ������� �������$
 '� �����	��	
��� ��� ��'� ������ �����
������� ����� ��
�
� ��
� ���
�
� ���
�	����� �
�$��#

+�� '� �
��� ��� �� 	��� �����	� �
� �����	�
� �
�� ���
� ���� ������ A
	� �������
 ������ �! ��$���
���� κ ������������ ���� �� �
�������! ����


 A ����� ��
�
� ��
� ��� ������ ��� �
�$��

⎛
⎜⎜⎜⎝

A1 0
A2

# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎟⎟⎠! ��
� Ai!

1 ≤ i ≤ κ ����� ��������
� ������ ���
� �������#
4	
������! �� 	��� �����	� �
� �����	�
� �
�� ���
� ���� ��������� �"

�������	�� f : V → V 	� �������
 ������ �! ��$���
���� κ ������������
���� �� �
�������! ���� ������� ��� ������������ %�	� v̂ �
� V ��	� �	��

(f : v̂, v̂) =

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠! ��
� Ai! 1 ≤ i ≤ κ ����� ��������
� ������ "

���
� �������#
/+	� ��� ���������� ��� �������� ��������	� f : V → V ��� �	� ���

������� ��� ������������ %�	� v̂ = (v1, . . . , vs) ��

(f : v̂, v̂) =
(
A 0
0 B

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 0 0 0
α21 α22 0 0 0
0 0 β11 β12 β13

0 0 β21 β22 β23

0 0 β31 β32 β33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

&� '� ��	
��� �
�� ���� �
�� V1 =< v1, v2 > ��� V2 =< v3, v4, v5 > �
� V #
5������
��� ���

f(v1) = α11v1 + α21v2 ∈ V1

f(v2) = α21v1 + α22v2 ∈ V1

������ f(V1) ⊆ V1! ������ 
 V1 ����� ���� f "�����
� �
� ���� �
� �
� V ���
����	�� �� B1 = (v1, v2) ���� A = (fV1 : B1,B1)#

&���
�� %���
��� ���

f(v3) = β11v3 + β21v4 + β31v5 ∈ V2

f(v4) = β12v3 + β22v4 + β32v5 ∈ V2

f(v5) = β13v3 + β23v4 + β33v5 ∈ V2
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'�

��� f(V2) ⊆ V2! ������ 
 V2 ����� ���� f "�����
� �
� ���� �
� �
� V ��� ��
B2 = (v3, v4, v5) ���� B = (fV2 : B2,B2)#

&���	��
$� �� V = W1 ⊕W2! ��
� W1,W2 ����� f "�����
� �
� ���� �
�
�
� V ��� B1 = (v1, . . . , vρ) ��� ������������ %�	� �
� W1! B2 = (u1, . . . , uσ)
��� ������������ %�	� �
� W2! ���� *��
��� ��� � v̂ = (v1, . . . , vρ, u1, . . . , uσ)

����� ��� %�	� �
� V ��� �����
��� ��� (f : v̂, v̂) =
(
A1 0
0 A2

)
��
�

A1 = (fW1 : B1,B1) ��� A2 = (fW2 : B2,B2)#
������ �
 ���%���� �
� �� %�
��� ��� %�	� v̂ �
� V  � ��
� ��� 
�
��


 ������� ��� f ����� ��� �
�$��

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠! ����� �	
�����
 �� �
 ��

%�
��� ��� �����	� �
� V 	� ��'� �'�
�	�� f "�����
� � � ��
��� � �
�#

�
 ����
�'
 ;������ ��� ����� ��� ���
�� �����	� �
� V ��	 �
� �����"
	�
� �
������
� ��� f #

/%	���� �-�-� @/%	���� ������7��(� .
!�����8- ,-�� V $���
����������
� #%��� ��� �� F ��������$��� �� ������ f : V → V ��� �����
���	 �����
���� �� mf (x) = p1(x)ν1p2(x)ν2 · · · pκ(x)νκ � 
��� p1(x), p2(x), . . . ,
pκ(x) ����� ���������$�� �� ���� ����%���� �� F [x] �� ��%� �������	
�� 4
� � �� Vi = ker pi(f)νi ����� $��� f ����������� ��
#���� �� V ���
V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vκ� -����$�� mfVi

(x) = pi(x)νi � 1 ≤ i ≤ κ�

*�
���+�� D��
��� ��� 
� ���� �
� Vi = ker pi(f)νi ! 1 ≤ i ≤ κ! �����
f "�����
� �
�# ;� ���*
��� ���

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vκ.

&� κ = 1 ���� p1(f)ν1 = mf (f) = 0 ��� V = V1 = ker p1(f)ν1 # /+	� κ ≥ 2
��� �	� 

ψi(x) =
mf (x)
pi(x)νi

= p1(x)ν1 · · · pi−1(x)νi−1pi+1(x)νi+1 · · · pκ(x)νκ , 1 ≤ i ≤ κ.

���� �� �
������� ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψκ(x) ����� ����� ����*� �
�� ��� ����"
�
�� �
������� σ1(x), . . . , σκ(x) ∈ F [x] ���
�� �	��

σ1(x)ψ1(x) + σ2(x)ψ2(x) + · · · + σκ(x)ψκ(x) = 1.

������� ��
��� ��� 1V = σ1(f)ψ1(f) + σ2(f)ψ2(f) + · · · + σκ(f)ψκ(f)#
/&�� �� v ∈ V ! ���� v = σ1(f)ψ1(f)(v) +σ2(f)ψ2(f)(v) + · · ·+σκ(f)ψκ(f)(v)#



 � � *������ ��������&-� �����(�� ���

/+	� vi = σi(f)ψi(f)(v)! ���� v = v1 + v2 + · · · + vκ# +�����
�

pi(f)νi(vi) = pi(f)νi(σi(f)ψi(f)(v))
= σi(f)pi(f)νiψi(f)(v) = σi(f)mf (f)(v) = 0

��� vi ∈ ker pi(f)νi = Vi# +�
��� �

V = V1 + V2 + · · · + Vκ.

;� ���*
��� ��� V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vκ# +����� V = V1 + V2 + · · · + Vκ �����
�� ���*
��� ��� �� v1 + v2 + · · · + vκ = 0 �� vi ∈ Vi! 1 ≤ i ≤ κ! ���� vi = 0 ���
��'� 1 ≤ i ≤ κ#

/+	� �
����

(∗) v1 + v2 + · · · + vκ = 0

�� vi ∈ Vi = ker pi(f)νi ! 1 ≤ i ≤ κ# +����� pj(x)νj | ψi(x)! ��� i �= j! ������ ���
ψi(f)(vj) = 0! ��� ��'� j �= i! ��� ��� ��� (∗) �����
���
ψi(f)(v1 + v2 + · · · + vκ) = ψi(f)(v1) + · · · + ψi(f)(vi) + · · · + ψi(f)(vκ)

= ψi(f)(vi).

&��� v1 + v2 + · · ·+ vκ = 0! ��� ψi(f)(v1 + · · · + vκ) = ψ(f)(v) = 0# �������
ψi(f)(vi) = 0# &��� �� pi(x)νi ��� ψi(x) ����� ����� ����*� �
�� 	������
�����
�� �
������� ϕ(x) ��� z(x) ∈ F [x] �� ϕ(x)pi(x)νi + z(x)ψi(x) = 1#
/&��

1V = ϕ(f)pi(f)νi + z(f)ψi(f)

������� vi = ϕ(f)pi(f)νi(vi) + z(f)ψi(f)(vi) = 0! �$
� vi ∈ ker pi(f)νi ���
���*��� ��� ψi(f)(vi) = 0# /&�� vi = 0 ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ ��� ��
��� �
V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vκ#

���� '� ���*
��� ��� mfVi
(x) = pi(x)νi #

+����� Vi = ker pi(f)νi ������ ��� pi(f)νi(vi) = 0! ��� ��'� vi ∈ Vi! ���
mfVi

(x) | pi(x)νi ! 	������

(1) mfVi
(x) = pi(x)τi �� τi ≤ νi, 1 ≤ i ≤ κ.

/+	� ���� ψ(x) = p1(x)τ1 · · · pκ(x)τκ #
���� ��� v ∈ V �� v = v1 + v2 + · · · + vκ! vi ∈ Vi! 1 ≤ i ≤ κ ��
���
ψ(f)(v) = p1(f)τ1 · · · pκ(f)τκ(v1) + · · · + p1(f)τ1 · · · pκ(f)τκ(vκ) = 0! ���
mf (x) | ψ(x)#

������� pi(x)νi | pi(x)τi ! 1 ≤ i ≤ κ ���

(2) νi ≤ τi, 1 ≤ i ≤ κ.

&�� ��� @3. ��� @,. ������ ��� mfVi
(x) = pi(x)νi ! 1 ≤ i ≤ κ#



��� 	�
����  � 	����&'� +�
'�

������� �-�-- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F � dimF V = µ
��� f : V → V ��� �������	 �����
���� �� χf (x) = (−1)µp1(v)τ1 · · · pκ(x)τκ ���
mf (x) = p1(x)νi · · · pκ(x)νi 
��� p1(x), . . . , pκ(x) ����� ���������$�� �� ����
����%���� �� F [x] �� ��%� �������	 �� *� Bi = (vi

1v
i
2 · · · vi

ρ) ����� ���
�������$�� � �� �� ker pi(f)νi 
� � B = (v1

1 · · · v1
ρ1
v2
1 · · · v2

ρ2
· · · vκ

1 · · · vκ
ρκ

)
����� ��� �������$�� � �� �� V ���

(f : B,B) =

⎛
⎜⎝

A1 0
� � �

0 Aκ

⎞
⎟⎠ , 
��� Ai = (fker pi(f)νi : Bi,Bi).

-����$�� χAi(x) = (−1)τi deg pi(x)pi(x)τi ��� mAi(x) = pi(x)νi �

*�
���+�� +���� ���	� ��� �
 ;������ 6#6#3#

������� �-�-�- ,-�� A ∈ Fµ×µ �� χA(x) = (−1)µp1(x)τ1 · · · pκ(x)τκ ���
mA(x) = p1(x)ν1 · · · pκ(x)νκ � 
��� p1(x), . . . , pκ(x) ����� ���������$�� �� ����
����%���� �� F [x] �� ��%� �������	 �� 4
� � A ����� 
����� ���� $��

������ �� ���0	�

⎛
⎜⎝

A1 0
� � �

0 Aκ

⎞
⎟⎠ �� χAi(x) = (−1)τi deg pi(x)pi(x)τi ���

mAi(x) = pi(x)νi

*�
���+�� ;� �
��� �� �������� ��������	� γA : Fµ×1 → Fµ×1# +�����
(γA : Ê, Ê) = A! *��
��� ��� χγA

(x) = χA(x) ��� mγA
(x) = mA(x)#

&�� �
 5���	�� 6#6#, ��
��� ��� ������� ������������ %�	� B �
� Fµ×1

��	� �	�� (γA : B,B) =

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠! ��
� χAi(x) = (−1)τi deg pi(x) ���

mAi(x) = pi(x)νj #

&� ���� B = (v1, . . . , vµ) ��� S = (S(1) · · ·S(µ)) ∈ Fµ×µ �� S(i) = vi! ����


 S ����� ����	���0��
� ��� S−1AS =

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠#

�����%������ �-�-�-

3# /+	� � �������� ��������	�



 � � *������ ��������&-� �����(�� ��#

f : R3 → R3 �� f(r1, r2, r3) = (−r3, r1 + r3, r2 + r3)# ;� �
��� �
�

(f : ê, ê) =

⎛
⎝ 0 0 −1

1 0 1
0 1 1

⎞
⎠ = A

��� %��	�
��� ��� χA(x) = −(x+1)(x−1)2 ��� mA(x) = (x+1)(x−1)2#
������� � f ��� ����� ���� ��	���# &�� �
 ;������ 6#6#3 ������ ���

R3 = ker(f + 1�3) ⊕ ker(f − 1�3)2

;� %�
��� ��� %�	� B1 ��� �
� ker(f + 1�3) ��� ��� %�	� B2 ��� �
�
ker(f − 1�3)#

���� (f + 1�3)(r1, r2, r3) = (r1 − r3, r1 + r2 + r3, r2 + 2r3)

��� (r1, r2, r3) ∈ ker(f + 1�3) �� ��� ���
 ��

r1 − r3 = 0
r1 + r2 + r3 = 0

r2 + 2r3 = 0.

������� ker(f + 1�3) = {ρ(1,−2, 1) | ρ ∈ R}#
+�����
�

(f − 1�3)2(r1, r2, r3) = (f − 1�3)((f − 1�3)(r1, r2, r3)
= (f − 1�3)(−r3 − r1, r1 + r3 − r2, r2)
= (−r2 + r3 + r1,−2r3 − 2r1 + 2r2, r1 − r3 − r2).

/&�� (r1, r2, r3) ∈ ker(f − 1�3)2 �� ��� ���
 ��

r3 + r1 − r2 = 0
2r2 − 2r1 − 2r3 = 0

r1 − r3 − r2 = 0.

������� ker(f − 1�3)2 = {ρ(0, 1, 1) + σ(1, 1, 0) | ρ, σ ∈ R}#
/+	� �
���� B1 = {(1,−2, 1)} ��� B2 = {(0, 1, 1), (1, 1, 0)} ��� '� �
���

��� B = ((1,−2, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0)) ���� (f : B,B) =

⎛
⎝ −1 0 0

0 2 1
0 −1 0

⎞
⎠#

/&�� �� S =

⎛
⎝ 1 0 1

−2 1 1
1 1 1

⎞
⎠ ���� S−1AS =

⎛
⎝ −1 0 0

0 2 1
0 −1 0

⎞
⎠#



��+ 	�
����  � 	����&'� +�
'�

�����(����- 5������
��� ��� 
 A ����� ��
�
� ��
� ��� �� ���� ����
�$
� �
 χA(x) ����� �������
 �� �
%�'�� � �������� �# �� ���
�����
�
� A ����� −1 ��� 1 ��� ������ 
 A ��� ����� ���� ��	��
� ��
��� ���
dim� V (−1) = 1 ��� dim� V (1) = 1# &� v1 ∈ V (−1) �� v1 �= 0 ���
v2 ∈ V (1) �� v2 �= 0 ���� *��
��� ��� v1, v2 ����� �������� ���*������#
/+	� v̂ = (v1, v2, w) ��� ������������ %�	� �
� R3 ��� S(3) = w# ����

S−1AS =

⎛
⎝ −1 0 σ1

0 1 σ2

0 0 −1

⎞
⎠ ��� ���
�� σ1, σ2 ∈ R#

,# /+	� A =

⎛
⎝ 6 −3 −2

4 −1 −2
10 −5 −3

⎞
⎠ ∈ R3×3#

���	�
��� ��� χA(x) = −(x2 + 1)(x− 2) ��� mA(x) = (x2 + 1)(x − 2)#

5�
$���� 
 A ��� ����� ��
�
� ��
� ��� �������
 
��� ��
� ��� �� 
���� ���� ������#

;� �
��� ��� γA : R3×1 → R3×1# &�� �
 ;������ 6#6#3 *��
��� ���
R3×1 = ker(γ2

A + 1�3×1) ⊕ ker(γA − 21�3×1)#

;� %�
��� %�	��� ��� �
�� ker(γ2
A + 1�3×1) ��� ��� ker(γA − 21�3×1)#

/+�
��� ��� γ2
A + 1�3×1 = γA2 + γI3 = γA2+I3 #

/+�
��� A2 + I3 =

⎛
⎝ 5 −5 0

0 0 0
−10 −10 0

⎞
⎠ ���

ker(γ2
A + 1�3×1) = {X ∈ R3×1 | (A2 + I3)X = 0} =

〈⎛⎝ 1
1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠〉#

���� γA − 21�3×1 = γA − γ2I3 = γA−2I3 #

� ������� A− 2I3 =

⎛
⎝ 4 −3 −2

4 −3 −2
10 −5 −5

⎞
⎠ ���

ker(γA − 21�3×1) = {X ∈ R3×1(A− 2I3)X = 0} =

〈⎛
⎝ 1

0
2

⎞
⎠
〉
#

&� ���� B =

⎛
⎝
⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

0
2

⎞
⎠
⎞
⎠! ����



 � � *������ ��������&-� �����(�� ��"

γA

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ = A

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 3

3
5

⎞
⎠ = 3

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠+ 5

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠

γA

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ = A

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ −2

−2
−3

⎞
⎠ = −2

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠+ (−3)

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠

γA

⎛
⎝ 1

0
2

⎞
⎠ = A

⎛
⎝ 1

0
2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 2

0
4

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1

0
2

⎞
⎠!

��� (γA : B,B) =

⎛
⎝ 3 −2 0

5 −3 0
0 0 2

⎞
⎠#

������� �� S =

⎛
⎝ 1 0 1

1 0 0
0 1 2

⎞
⎠! ���� S−1AS =

⎛
⎝ 3 −2 0

5 −3 0
0 0 2

⎞
⎠#

.��(�%�� �-�

3# /+	� � �������� ��������	�

f : R3 → R3 �� f(r1, r2, r3) = (2r1 + r2 − r3,−2r1 − r2 + 3r3, r3)#

E� %��'�� �
 mf (x) ��� �� ����'�� ��� R3 = ker f ⊕ ker(f − 1�3)2#

+�����
� �� %��'�� ��� ������������ %�	� v̂ �
� R3 ��	� �	��

(f : v̂, v̂) =

⎛
⎝ α 0 0

0 β δ
0 γ ε

⎞
⎠ ��� ���
�� α, β, δ, γ, ε ∈ R#

,# /+	� � �������� ��������	�

f : R3 → R3 �� f(r1, r2, r3) = (−2r1 − r2 + r3, 2r1 + r2 − 3r3,−r3)#
E� %��'�� ��� ������������ %�	� v̂ �
� R3 ��	� �	��

(f : v̂, v̂) =

⎛
⎝ α 0 0

0 β γ
0 δ ε

⎞
⎠ ��� ���
�� α, β, δ, γ, ε ∈ R#

6# E� %��'
�� ������ ���
� ������� A1, A2 ��	� �	�� 
 �������⎛
⎝ 1 1 1

1 1 1
1 1 1

⎞
⎠ ∈ R3×3 �� ����� ��
�
� ��
�

(
A1 0
0 A2

)
#



��0 	�
����  � 	����&'� +�
'�

8# ?��	��
�
������ �
 ;������ 5� �������� &����	�� ���*�� ��� �� �

�����	�
 �
������
 ���� ��������� ��������	�� f : V → V ����� ���
�
�$�� mf (x) = (x − λ1) · · · (x − λκ)! ��
� λ1, . . . , λκ 
� �������������
���
����� ��� f ! ���� � f ����� ���� ��	���#

2# (i) /+	� A ∈ Fµ×µ ��� A =
(
A1 0
0 A2

)
��
� A1 ∈ F ν1×ν1 ���

A2 ∈ F ν2×ν2 # E� ����'�� ��� 
 A ����� ��
�
� ��
� B =
(
A2 0
0 A1

)
���

�� %��'�� ����	���0��
� ������� S ∈ Fµ×µ �� S−1AS =
(
A2 0
0 A1

)
#

@A�����*�- (γA : Ê, Ê) = A! ��
� Ê = (E1, . . . , Eµ)# &� v̂ = (Eν1+1, . . . ,
Eν1+ν2 ! E1, . . . , Eν1) ���� (γA : v̂, v̂) = B.#

(ii) /+	� Γ =
(
Γ1 0
0 Γ2

)
∈ Fµ×µ �� Γi ∈ F νi×νi ! i = 1, 2# &� Γ1 �����

��
�
� ��
� ∆1 ��� Γ2 ��
�
� ��
� ∆2 ���� �� ����'�� ��� 
 Γ ����� ��
�
�

��
� �
� ∆ =
(
∆1 0
0 ∆2

)
#

@A�����*�- &� S−1
i ΓiSi = ∆i ��� S =

(
S1 0
0 S2

)
���� 
 S ����� ����"

	���0��
� ��� S−1ΓS = ∆.#

<# (i) /+	� A ∈ Fµ×µ ���A =

⎛
⎜⎝

A1 0
# # #

0 Aκ

⎞
⎟⎠ ��
�Ai ∈ F ν×ν ! 1 ≤ i ≤ κ#

&� σ ����� ��� ����'�	� �
� {1, 2, . . . , κ}! ������ � ��������	�
σ : {1, 2, . . . , κ} → {1, 2, . . . , κ} ����� 1 − 1 ��� ���! ���� �� ����'�� ���


 A ����� ��
�
� ��
�

⎛
⎜⎝

Aσ(1) 0
# # #

0 Aσ(κ)

⎞
⎟⎠#

(ii) /+	� Γ =

⎛
⎜⎝

Γ1 0
# # #

0 Γκ

⎞
⎟⎠ ∈ Fµ×µ ��Γi ∈ F νi×νi ! 1 ≤ i ≤ κ# &"

� Γi ��
�
� ��
� ∆i! 1 ≤ i ≤ κ ���� 
 Γ ����� ��
�
� ��
� ∆ =⎛
⎜⎝

∆1

# # #

0 ∆κ

⎞
⎟⎠#



 �$� 	����&- +�
- Jordan ���

��# +�����%, -��., Jordan

+�� '� ���*
��� ��� �� �
 �����	�
 �
������
 ���� ��������� ��������	��
f : V → V ����� �������
 �� �
%�'�� � �������� � ���� ������� ��� ���"
��������� %�	� B �
� V ��	� �	�� 
 ������� ��� f  � ��
� B, (f,B,B) =⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jτ

⎞
⎟⎠ ��
� Ji ����� ������� �
�$�� �� ���� ���
� �������#

4	
������ ��� �� �
 �����	�
 �
������
 ���� ������ ���
� ������ A �����
�������
 �� �
%�'�� � �������� � ���� 
 A ����� ��
�
� ��
� ��� ������ ���

�
�$��

⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jτ

⎞
⎟⎠! ��
� Ji ����� ������� �
�$�� �� ���� ���
� �������#

;� ���	��
�
��	
��� �
 ;������ 5� �������� &����	�� ��� ��� ����������
��������� �
� ���� ��� �������� ��������	� f : V → V ��� ��� 
�
�� �	���� ���
fκ = 0 ��� ���
�
 $�	��� ���'�� κ#

1������ �-�-�- (i) ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��������$�
��� �� ����� ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� . f �$���� ����	�
����� �� f ν = 0 ��� � ���� 0����
 �����
 ν� 9 �� #���� 0����
� �����
�
κ ��� �� ����� ��#��� fκ = 0 �$���� � ������ �� f �
(ii) ,-��� ��������
� �������A ∈ Fµ×µ �$���� ����	�����	� �� Aν = 0
��� � ���� 0����
 �����
 ν� 9 �� #���� 0����
� �����
� κ ��� �� ����� ��#���
Aκ = 0 �$���� � ������ �	� A�

�����%������ �-�--

3# ( �������� ��������	� f : R3 → R3 �� f(r1, r2, r3) = (0, r1, r2) �����
�����
������ �����
� 3# 5������� f2(r1, r2, r3) = f(0, r1, r2) = (0, 0, r1)
��� f3(r1, r2, r3) = f(0, 0, r1) = (0, 0, 0)# /&�� f2 �= 0 ��� f3 = 0#

,# /+	� f : Cν → Cν �������� ��������	� �� �
������ ���
���� �
 0# ����
χf (x) = xν ��� ��� �
 ;������ Cayley"Hamilton f ν = 0! ��� � f �����
�����
������#

'7����- &� f : V → V ����� ��� �������� ��������	� � 
�
�� ����� �����
��"
���� �����
� µ ��� x ∈ V �� fµ−1(x) �= 0! ���� ���
�� %���
��� ��� �� 	�
�����
x, f(x), . . . , fµ−1(x) ����� �������� ���*������# ?��	��
�
������ ����! ��
"
�
��� �� ���*
��� ���
�� ��� �� � f : V → V ����� ��� �������� ��������	� ���
dimF V = µ! ���� � f ����� �����
������ �����
� µ �� ��� ���
 �� ������� ���



�2 	�
����  � 	����&'� +�
'�

������������ %�	� v̂ �
� V �� (f : v̂, v̂) =
(

0 Iµ−1

0 0

)
# &��� ��������� 	���"

������� ��� ���� ������ ����� ������� A ∈ Fµ×µ ����� �����
�����
� �����
�

µ! �� ��� ���
 �� 
 A ����� ��
�
� ��
�

(
0 Iµ−1

0 0

)
#

)�� �� ���*
��� �
 %�	��� ;������ '� �����	�
��� �� ����
�'� ��
����"
	����#

������� �-�-�- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
����� 4
� ��� � ��
0����
 �����
 i $#����

2�3 ker f i ⊆ ker f i+1

2�3 �� x ∈ ker f i+1� 
� f(x) ∈ ker f i�

*�
���+��

@3. &� v ∈ ker f i ���� f i(v) = 0 ��� f i+1(v) = f(f i(v)) = f(0V ) = 0V ���
v ∈ ker f i+1

@,. &� y ∈ ker f i+1 ���� f i(f(v)) = f i+1(v) = 0V ��� f(v) ∈ ker f i#

)����� �� f : V → V ����� ��� �������� ��������	� ���� �����
��� ���
��
�
�'�� ��
��� � �
� V ��� �
�$��

{0V } ⊆ ker f ⊆ ker f2 ⊆ · · · ⊆ ker f i ⊆ ker f i+1 ⊆ · · · .

���� ������ 	� �
� � f ����� �����
������ �	���� �
 ����
�'
#

������� �-�-�- ,-�� f : V → V ��� �������	 �����
���� � ����� ����� ���
���������� ������ κ� 4
� ��������� ��� ��������� ���������$��� ���#%���
�� V

{0V } � ker f � ker f2 � · · · � ker fκ−1 � ker fκ = V.

*�
���+�� &$
� fκ = 0! ������ ��� ker fκ = V # &�� ��� ��
��
����� ����
�����	�! ������ ��� ��
��� ��� ��
�
�'�� ��
��� � �
� V

{0V } ⊆ ker f ⊆ ker f2 ⊆ · · · ⊆ ker fκ−1 ⊆ ker fκ = V.

5������
��� ��� {0V } � ker f # 5�������! �� ker f = {0V } ���� ������ fκ(v) =
f(fκ−1(v)) = 0 ��� ��'� v ∈ V '� ������ ��� fκ−1(v) = 0 ��� ��'� v ∈ V !
������ fκ−1 = 0! ��
�
 �$
� � f ����� �����
� κ#
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���� '� ���*
��� ��� ker f i � ker f i+1! 1 ≤ i ≤ κ − 1# /+	� ��� �������
i ∈ {1, . . . , κ− 1} ���
�
 �	�� ker f i = ker f i+1# ���� ��� ��'� v ∈ V ! ��
���
���

0V = fκ(v) = f i+1(fκ−(i+1)(v)),

��� fκ−(i+1)(v) ∈ ker f i+1 = ker f i! 	������

0V = f i(fκ−(i+1)(v)) = fκ−1(v).

/&�� fκ−1 = 0! ��
�
# ������� ker f i � ker f i+1! ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ− 1#

������� �-�-#- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��������$���
�� ����� ��� f : V → V ��� �������	 �����
���� $��� %��
ker f i � ker f i+1 � ker f i+2 ��� � ���� 0����
 �����
 i� ,-�� v1, . . . , vκ ��� � �
�� �� ker f i+1 ��� v1, . . . , vκ� w1, . . . , wρ ��� � �� �� ker f i+2� *� u1, . . . , uσ

����� ��� � �� �� ker f i 
� � ���#���

u1, . . . , uσ, f(w1), . . . , f(wρ)

����� ������� ���+ ��� ���#��� �� ker f i+1�

*�
���+�� +����� ��
 ��� ��� �� 	�
����� f(w1), . . . , f(wρ) ����
�� 	�
�
ker f i+1# /+	� 

(1) γ1u1 + · · · + γσuσ + µ1f(w1) + · · · + µρf(wρ) = 0.

���� f i(γ1u1 + · · · + γσuσ + µ1f(w1) + · · · + µρf(wρ)) = 0#
&��� f i(uj) = 0 ��� ��'� 1 ≤ j ≤ σ ��� ��� f i+1(µ1w1 + · · · + µρwρ) = 0#
������� µ1w1 + · · · + µρwρ ∈ ker f i+1 =< v1, . . . , vκ >#

&� µ1w1 + · · · + µρwρ �= 0 ���� �����
�� a1, . . . , aκ ∈ F �� (a1, . . . , aκ) �=
(0, . . . , 0) ��	� �	�� µ1w1+· · ·+µρwρ = a1v1+· · ·+aκvκ! ��
�
 �$
� v1, . . . , vκ!
w1, . . . , wρ ����� �������� ���*������# /&�� µ1w1 + · · · , µρwρ = 0! ��� ��'��
�� w1, . . . , wρ ����� �������� ���*������! ������ µ1 = µ2 = · · · = µρ = 0# ����
��� ��� @3. ������ ��� γ1u1 + · · · + γσuσ = 0! ���� u1, . . . , uσ ����� ��������
���*������! ��� γ1 = · · · = γσ = 0# ������� ���*��� �
 ��
����
#

�����(����- /+	� f : V → V ��� �������� ��������	� �� ker f ν � ker f ν+1

��� ���
�
 $�	��� ���'�� ν# &� v1, . . . , vκ ����� ��� %�	� �
� ker f ν ��� v1, . . . , vκ!
w1, . . . , wρ ��� �
� %�	� �
� ker f ν+1 ���� ��� ��� ��
��
����� 5����	� ������
��� �� f(w1), . . . , f(wρ) ����� �������� ���*������ 	�
����� �
� ker f ν #

���� '� ��	��
��� ��� ���
�� ���� �� ���� ���
� ������ ������� �
�$��-
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1������ �-�-+- ,-��� ��	����
�� ������� Jordan� Jλ,µ ∈ Fµ×µ �����
$��� ��������
� ������� �� ���0	�

Jλ,µ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 1 0 0
0 λ 1 0

0 0 λ
���

���
���

���
� � � 1

0 0 0 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�����%������ �-�-"-

J3,1 = (3) ∈ F 1×1 J3,2 =
(

3 1
0 3

)
∈ F 2×2

J3,3 =

⎛
⎝ 3 1 0

0 3 1
0 0 3

⎞
⎠ ∈ F 3×3 J3,4 =

⎛
⎜⎜⎝

3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎠ ∈ F 4×4

J0,2 =
(

0 1
0 0

)
J0,3 =

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

⎞
⎠ .

������� �-�-0- ,-�� Jλ,µ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
���

0 0 λ
���

���
���

��� 1
0 0 0 · · · λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ Fµ×µ� 4
�

(i) � �� ���� �� ����#%��� �� Jλ,µ ����� 1
(ii) mJλ,µ

(x) = (x− λ)µ�

*�
���+�� &$������ 	�� �	��	�#

@A�����*� ��� (ii)- Jλ,µ =

⎛
⎜⎝

λ 0
# # #

0 λ

⎞
⎟⎠ + J0,µ ��� 
 J0,µ ����� ���� �����
"

�����
� ������� �����
� µ.#

/%	���� �-�-�- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F �� dimF V = µ
��� f : V → V ��� ������������ �������	 �����
���� ������ κ� 4
� �� �#��
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��� �������$�� � �� v̂ �� V �� (f : v̂, v̂) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

J0,δ1 0
J0,δ2

� � �

0 J0,δτ

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,


��� J0,δi
∈ F δi×δi ����� ���#��%���� ������� Jordan�

*�
���+�� /+	� Wi = ker f i# ���� ������ � f ����� �����
������ �����
� κ
�����
��� ��� ��
�
�'�� ����������� � ��
��� � �
� V

{0V } = W0 � W1 � W2 � · · · � Wκ−1 � Wκ = V.

/+	� B1 ��� %�	� �
� W1# &��� ��� ��������
��� 	� ��� %�	� �
� W2# /+	� 
�
���� Γ2 ⊆W2 �� B1 ∪ Γ2 ��� %�	� �
� W2# ���� ��������
��� ���� �� %�	�
�
� W2 	� ��� %�	� �
� W3# /+	� Γ3 ⊆W3 �� B1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ��� %�	� �
� W3#
������
���� �K ���� �
� ����
 %��	�
��� ��� %�	� Bκ = B1∪Γ2∪Γ3∪ . . .∪Γκ

�
� Wκ = V ! ���
�� �	�� Bi = B1∪Γ2 ∪ . . .∪Γi ����� ��� %�	� �
� Wi ��� ��'�
2 ≤ i ≤ κ#

/+	� ��� Γκ = {vκ
1 , . . . , v

κ
σκ
} ⊆ Wκ# /+�
��� ��� � Bκ−1 ����� ��� %�	� �
�

Wκ−1 = ker fκ−1! � Bκ = Bκ−1 ∪Γκ ����� ��� %�	� �
� Wκ = ker fκ ��� � Bκ−2

����� ��� %�	� �
� Wκ−2 = ker fκ−2# /&�� ��� ��� 5����	� 6#8#2 ��
��� ���
�
 	��
�
 Bκ−2∪{f(vκ

1 ), . . . , f(vκ
σκ

)} ����� ��� �������� ���*�����
 ��
	��
�

�
� Wκ−1# &��� �
 ��������
��� 	� ��� %�	� B′

κ−1 �
� Wκ−1!

B′
κ−1 = Bκ−2 ∪ {f(vκ

1 ), . . . , f(vκ
σκ

)} ∪ {uκ−1
1 , . . . , uκ−1

σκ−1
}.

&� Γ ′
κ−1 = {f(vκ

1 ), . . . , f(vκ
σκ

), uκ−1
1 , . . . , uκ−1

σκ−1
} ���� �
 Bκ−2 ����� ��� %�	�

�
� Wκ−2 = ker fκ−2 ��� �
 B′
κ−1 = Bκ−2 ∪ Γ ′

κ−1 ����� ��� %�	� �
� Wκ−1 =
ker fκ−3#/&�� ��� ��� 5����	� 6#8#2 �����
��� ���

Bκ−3 ∪ f(Γ ′
κ−1) = Bκ−3 ∪ {f2(vκ

1 ), . . . , f2(vκ
σκ

), f(uκ−1
1 ), . . . , f(uκ−1

σκ−1
)}

����� ��� �������� ���*�����
 ��
	��
�
 �
� Wκ−2# &��� �
 ��������
��� 	�
��� %�	� B′

κ−2 �
� Wκ−2!

B′
κ−2 = Bκ−3∪{f2(vκ

1 ), . . . , f2(vκ
σκ

), f(uκ−1
1 ), . . . , f(uκ−1

σκ−1
)}∪{uκ−2

1 , . . . , uκ−2
σκ−2

}.

&�

Γ ′
κ−2 = {f2(vκ

1 ), . . . , f2(vκ
σκ

), f(uκ−1
1 ), . . . , f(uκ−1

σκ−1
), uκ−2

1 , . . . , uκ−2
σκ−2

}

���� B′
κ−2 = Bκ−3 ∪ Γ ′

κ−2 ����� ��� %�	� �
� Wκ−2#
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������
���� �K ���� �
� ����
! %��	�
��� ��� %�	� B′
i �
� Wi ���
�� �	��

B′
i = Bi−1 ∪ Γ ′

i ��� f(Γ ′
i ) ⊆ Γ ′

i−1! ��� ��'� 1 ≤ i ≤ κ− 1#
D��
��� ��� �
 f(Γ ′

2) ����� ��� �������� ���*�����
 ��
	��
�
 �
� W1 �


�
�
 ��������
��� 	� ��� %�	� Γ ′

1 �
�W1! Γ
′
1 = f(Γ ′

2)∪{u1
1, . . . , u

1
σ(1)}# ������

��
���

V = Wκ = Wκ−1⊕ < Γκ >= Wκ−1⊕ < vκ
1 , . . . v

κ
σκ
>

Wκ−1 = Wκ−2⊕ < Γ ′
κ−1 >,Γ

′
κ−1 = {f(vκ

1 ), . . . f(vκ
σκ

), uκ−1
1 , . . . , uκ−1

σκ−1
}

Wκ−2 = Wκ−3⊕ < Γ ′
κ−2 >,Γ

′
κ−2 = {f2(vκ

1 ), . . . f2(vκ
σκ

), f(uκ−1
1 ), . . . ,

f(uκ−1
σκ−1

), uκ−2
1 , . . . , uκ−2

σκ−2
}

###

W2 = W1⊕ < Γ ′
2 >,Γ

′
2 = {fκ−2(vκ

1 ), . . . , fκ−2(vκ
σκ

), fκ−3(uκ−1
1 ), . . . ,

fκ−3(uκ−1
σκ−1

), . . . , u2
1, . . . , u

2
σ2
}

W1 =< Γ ′
1 >,Γ

′
1 = {fκ−1(vκ

1 ), . . . , fκ−1(vκ
σκ

), fκ−2(uκ−1
1 ), . . . ,

fκ−2(uκ−1
σκ−1

), . . . , f(u2
1), . . . , f(u2

σ2
), u1

1, . . . , u
1
σ1
}

�
 	��
�
 Γ ′
1 ����� ��� %�	� �
� W1 = ker f ��� 	������ �
 	��
�
 Γ ′

1 ∪ Γ ′
2

����� ��� %�	� �
� W2 ��� �

κ−1⋃
i=1

Γ ′
i ����� ��� %�	� �
� Wκ−1#

/&�� �
 	��
�

κ−1⋃
i=1

Γ ′
i ∪ {vκ

1 , . . . , v
κ
σκ
} ����� ��� %�	� �
� V #

;� �
��� ��� ����
�'� �����*� ����� ��� %�	��

v̂ =(fκ−1(vκ
1 ), fκ−2(vκ

1 ), . . . , f(vκ
1 ), vκ

1 , f
κ−1(vκ

2 ), . . . , f(vκ
2 ), vκ

2 , . . . ,

fκ−1(vκ
σκ

), . . . , f(vκ
σκ

), vκ
σκ
, fκ−2(uκ−1

1 ), . . . , uκ−1
1 , . . . ,

f(u2
1), u

2
1, . . . , f(u2

σ2
), u2

σ2
, u1

1, . . . , u
1
σ1

).

+��
�� �����	���
��� ��� 
 ������� ��� f  � ��
� �� ������������ %�	� v̂ �
�
V ����� ��� ��
������ �
�$��#

�������(�%�� �-�-�2-

@3. &�� ��� ������*� �
� ��
��
����
� ;� �����
� ������ ��� �
 ���'
� � �
	�
���� ��� ����� � Jordan �
� ��$���
���� �	
���� �� �� ���	��	� �
�
ker f # ������ τ = dimF ker f #

@,. ( ������*� �
� ��
��
����
� ;� �����
� ��� �� 	� ��� �����	� �
� V
	� ��'� �'�
�	�� f "�����
� � � ��
��� �  � V = Z(vκ

1 ) ⊕ Z(vκ
2 ) ⊕
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· · · ⊕ Z(vκ
σκ

) ⊕ · · · ⊕ Z(uκ−1
1 ) ⊕ · · · ⊕ Z(uκ−1

σκ−1
) ⊕ · · · ⊕ Z(u2

σ2
) ⊕ · · · ⊕

Z(u1
1) ⊕ · · · ⊕ Z(u1

σ1
)! ��
� Z(wi

j) =< wi
j, f(wi

j), . . . , f
i−1(wi

j) ># ��

wi
j ∈Wi = ker f i! 1 ≤ j ≤ σj#

+��
�� %���
��� ��� 
 Z(wi) ����� ���� f "�����
� �
� ���� �
� �
� V #
+�����
� �� ŵi

j = (f i−1(wi
j), . . . , f(wi

j), w
i
j)! ���� (fZ(wi

j)
: ŵi

j , ŵ
i
j) = J0,i#

���!�%���� �-�-��- /+	� f : R4 → R4 � �������� ��������	� ��
f(r1, r2, r3, r4) = (0, r1, r4, 0)# +��
�� %���
��� ��� � f ����� �����
������
�����
� 2#

/+	� W1 = ker f = {(0, r2, r3, 0) | r3, r4 ∈ R} ��� W2 = ker f2 = R4#
���� �	� B1 = {(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)} ��� %�	� �
� W1 ��� 
�
�� �������"

�
��� 	� ��� %�	� B2 = B1 ∪ Γ2 �
� W2# /+	� Γ2 = {(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)} =
{e1, e4}#

���� �
 	��
�
 f(Γ2) = {(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)} = {f(e1), f(e4)} ����� ���
�������� ���*�����
 ��
	��
�
 �
� W1 = ker f # ;� �
��� ��� �*�� ��������"
���� %�	� �
� R4

v̂ = (f(e1)
�

v1

, e1
�

v2

, f(e4)
�

v3

, e4
�

v4

).

����

f(v1) = f(f(e1)) = 0
f(v2) = f(e1) = v1

f(v3) = f(f(e4)) = 0
f(v4) = f(e4) = v3

���

(f : v̂, v̂) =

⎛
⎜⎜⎝

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ =

(
J0,2

J0,2

)

������� �-�-�- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��� �� F ��������$���
�� ����� ��� f : V → V ��� �������	 �����
����� *� mf (x) = (x− λ)ν � 
�

�� �#�� ��� �������$�� � �� v̂ �� V �� (f : v̂, v̂) =

⎛
⎜⎝

Jλ,δ1
� � �

Jλ,δτ

⎞
⎟⎠�

*�
���+�� /+	� g : V → V � �������� ��������	� g = f − λ1V # +�����
mf (x) = (x − λ)ν ��
��� ��� � g ����� �����
������ �����
� ν# &�� �
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��
��
����
 ;������ ������ ��� ������� ��� ������������ %�	� v̂ �
� V ��

(g : v̂, v̂) =

⎛
⎜⎝

J0,δ1
# # #

J0,δτ

⎞
⎟⎠#

&��� (g : v̂, v̂) = (f − λ1V : v̂, v̂) = (f : v̂, v̂) − (λ1V : v̂, v̂)! ���

(f :v̂, v̂) = (g : v̂, v̂) + (λ1V : v̂, v̂)

=

⎛
⎜⎝

J0,δ1
# # #

J0,δτ

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝

λ 0
# # #

0 λ

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

Jλ,δ1
# # #

Jλ,δτ

⎞
⎟⎠ .

�����(���� �-�-��- &� f : V → V ����� ��� �������� ��������	� ��
χf (x) = (x−λ)µ ��� mf (x) = (x−λ)ν ! ���� ������ ��� ������� ��� ����������"

�� %�	� B �
� V �� (f : B,B) =

⎛
⎜⎝

Jλ,δ1
# # #

Jλ,δτ

⎞
⎟⎠# &�� ��� 5�������	�

6#8#31 ������ ���
@3. τ = dimF V (λ)#

+����� χf (x) = χJλ,δ1(x) · · ·χJλ,δτ (x) = (x− λ)µ ������ ���

@,. µ =
τ∑

i=1
δi#

+����� mf (x) =�#�#�#(mJλ,δ1
(x), . . . ,mJλ,δτ

(x)) = (x− λ)ν ������ ���
@6. ������� �
�����	�
� ��� i ∈ {1, . . . , τ} �� δi = ν#

������� �-�-��- ,-�� V ����������
� #%��� ��� �� F �� dimF V = µ
��� f : V → V ��� �������	 �����
���� ��

mf (x) = (x− λ1)νi(x− λ2)ν2 · · · (x− λκ)νκ


��� λ1, . . . , λκ �� ���������$��� ������$� �� f � 4
� �� �#�� ��� �������$��
� �� B �� V ��

(f : B,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Jλ1,δ(1,λ1)

� � �

Jλ1,δ(τλ1
,λ1)

� � �

Jλκ,δ(1,λκ)

� � �

Jλκ,δ(τλκ
,λκ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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*�
���+�� &�� �
 ;������ �� �������� �����	�� ��
��� ��� V = V1 ⊕ V2

⊕· · ·⊕Vκ ��
� Vi = ker(f−λi)νi ���mfVi
= (x−λi)νi # /&�� ��� �
 ��
��
����


����	�� ������ ��� ������� ��� ������������ %�	� Bi = (vi
1, . . . , v

i
ρi

) �
� Vi ��

(fVi : Bi,Bi) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Jλi,δ(1,λi)

Jλi,δ(2,λi)

# # #

Jλi,δ(τλi
,λi)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

&� ���� '� ��	
��� �� ������������ %�	� B �
� V ��

B = (v1
1 , . . . , v

1
ρ1
, . . . , v2

1 , . . . , v
2
ρ2
, . . . , vκ

1 , . . . , v
κ
ρκ

)

���� 
 ������� (f : B,B) ����� 
 ��
����
�#

�����(���� �-�-�#- 4	���� ���� ����		����
 ��� ���� �
� ���$����� 	�

5���	�� 6#8#38 �
� �� � ��� '� �
 ���*
��� ���# ������������ �	���� ������
�
��� �� B′ ����� ��� ������������ %�	� �
� V ��

(f : B′,B′) =

⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jσ

⎞
⎟⎠ (∗)

��� Ji 	�
��������� ������� Jordan ���� 
� J1, . . . , Jσ ����� ��� ����'�	� � �
Jλ1,δ(1,λ1)

, . . . , Jλ1,δ(τλ1
,λ1)

, . . . , Jλκ,δ(1,λ1)
, . . . , Jλκ,δ(τλκ

,λκ)
#

������� ����� ���*��� ��� ��� ��'� �������� ��������	� f : V → V ��� 
"
�
��� �
 �����	�
 �
������
 ����� �������
 �� �
%�'�� � �������� �! �������
��� ������������ %�	� B �
� V ��	� �	�� 
 ������� ��� f  � ��
� B!

(f : B,B) =

⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jσ

⎞
⎟⎠ (∗)

��
� Ji ����� 	�
��������� ������� Jordan# 4	���� ������
� ��� 
� J1, . . . , Jσ �����
�
�
	������ 
��	���
� ��� ��� f #

� ������� (∗)! �
� �� � ������ ����� �
�
	������ 
��	���
� ��� ��� f �����
��� ����'�	� � � J1, . . . , Jσ! ������� ���	���� �	� � Jordan �� f #

&�� �
 5���	�� 6#8#38 ��� 5�������	� 6#8#32 ��
��� ���



�0 	�
����  � 	����&'� +�
'�

������� �-�-�+- ,-�� A ∈ Fµ×µ �� mA(x) = (x−λ1)ν1 · · · (x−λκ)νκ 
���
λ1, . . . , λκ ����� �� ���������$��� ������$� �� A� 4
� � ������� A ����� 
�����
���� �� ⎛

⎜⎝
J1

� � �

Jσ

⎞
⎟⎠ (∗)


��� J1, . . . , Jσ ����� ���#��%���� ������� Jordan� -����$�� � (∗) ����� �����	�
���� �����$��� ��
 �� A ��
� ��
 �� ���� �� J1, . . . , Jσ ��� �$���� �
���	���� �	� � Jordan �	� !�

�
 ����
�'
 ��
����	�� ������ ���	� ��� �
 5���	�� 6#8#3<

������� �-�-�"- ,-�� A,B ∈ Fµ×µ �� �������$� ���0$� Jordan ��⎛
⎜⎝

J1

� � �

Jσ

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝

J ′
1

� � �

J ′
τ

⎞
⎟⎠ ������#�.

4
� �� A,B ����� 
����� �� ��� �
�� �� $#��� �� ���� �������	 ���0	 Jordan�
�����	� �� τ = σ ��� J1, . . . , Jσ ����� ��� �� ���� �� J ′

1, . . . , J
′
σ�

���!�%���� �-�-�0- /+	� 
� ������� A1, B1 ∈ R4×4 ��

A1 =

⎛
⎜⎜⎝

2 1
0 2

2 1
0 2

⎞
⎟⎟⎠ B1 =

⎛
⎜⎜⎝

2 1
0 2

2
2

⎞
⎟⎟⎠ .

5������
��� ��� 
� A1, B1 ��
�� �
 ���
 ���������	���� �
������
!
χA1(x) = χB1(x) = (x−2)4 ��� �
 ���
 �����	�
 �
������
mA1(x) = mB1(x) =
(x−2)2# &��� ��� �
 5���	�� 6#8#39 ������ ��� 
� �������A1, B1 ��� ����� ��
�
�#

�����%������ �-�-��-

3# /+	� f : R7 → R7 ��� �������� ��������	� �� χf (x) = −(x−1)3(x−2)4

��� mf (x) = (x− 1)2(x− 2)3#

/+	� ����

⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jσ

⎞
⎟⎠ � ���
���� �
�$� Jordan ��� f # +�����

mf (x) =�#�#�#(mJ1(x), . . . ,mJσ(x)) = (x − 1)2(x − 2)3 ������ ��� ����
��� �
�� J1, . . . , Jσ ����� 
 J1,2 ��� ���� ���
� 
 J2,3#



 �$� 	����&- +�
- Jordan ��

&��� χf (x) = χJ1(x) · · ·χJσ(x) ��� ������ 
� J1,2! J2,3 ����� 
� ��
 ��� �
��
J1, . . . , Jσ ������ ��� σ = 4 ��� 
� J1, J2, J3, J4 ����� 
� J1,2, J1,1, J2,3, J2,1#

������� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
0 1

1
2 1 0
0 2 1
0 0 2

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

,# /+	� f : R7 → R7 ��� �������� ��������	� �� χf (x) = −(x−1)3(x−2)4

��� mf (x) = (x− 1)2(x− 2)2#

&� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����

⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jσ

⎞
⎟⎠ ���� ������

mf (x) =�#�#�#(mJ1(x), . . . ,mJσ(x)) = (x − 1)2(x − 2)2 ������ ��� ����
��� �
�� J1, . . . , Jσ ����� 
 J1,2 ��� ���� ���
� 
 J2,2# +�����
� ������
χf (x) = χJ1(x), . . . , χJσ(x) ������ ���

σ = 4 ��� 
� J1, J2, J3, J4 ����� 
� J1,2, J1,1, J2,2, J2,2

� σ = 5 ��� J1, J2, J3, J4, J5 ����� 
� J1,2, J1,1, J2,2, J2,1, J2,1#

/&�� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
0 1

1
2 1
0 1

2 1
0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
0 1

1
2 1
0 1

2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

6# /+	� f : R4 → R4 ��� �������� ��������	� �� χf (x) = (x− 2)4#

���� mf (x) ����� (x− 2) � (x− 2)2 � (x− 2)3 � (x− 2)4#

&� mf (x) = (x− 2) ���� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����⎛
⎜⎜⎝

J2,1

J2,1

J2,1

J2,1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

2
2

2
2

⎞
⎟⎟⎠ .
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'�

&� mf (x) = (x− 2)2 ���� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����

(
J2,2

J2,2

)
=

⎛
⎜⎜⎝

2 1
0 2

2 1
0 2

⎞
⎟⎟⎠

� ⎛
⎝ J2,2

J2,1

J2,1

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

2 1
0 2

2
2

⎞
⎟⎟⎠ .

&� mf (x) = (x− 2)3 ���� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����

(
J2,3

J2,1

)
=

⎛
⎜⎜⎝

2 1 0
0 2 1
0 0 2

2

⎞
⎟⎟⎠ .

&� mf (x) = (x− 2)4 ���� � ���
���� �
�$� Jordan ��� f �����

(J2,4) =

⎛
⎜⎜⎝

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎠ .

���!�%���� �-�-2- /+	� A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 1 1 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 1 1
0 −1 −1 −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R5×5#

���	�
��� ��� χA(x) = −(x − 1)3(x − 2)2# +�����
� ���
�� %���
��� ���
dim� V (1) = 1 ��� dim� V (2) = 2# /&�� � ���
���� �
�$� Jordan �
� A �����⎛
⎝ J1,σ1

J2,σ2

J2,σ3

⎞
⎠ ��� ���
�� σ1, σ2, σ3# &��� χA(x) = χJ2,σ2

(x)χJ2,σ3
(x)

��� σ1 = 3! σ2 = 1! σ3 = 1 ��� � ���
���� �
�$� Jordan �
� A �����⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

2
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (∗)#

+�����
� ��� ��� (∗) �����
��� ��� mA(x) = (x− 1)3(x− 2)#



 �$� 	����&- +�
- Jordan ���

�� ����
�'� ��
����	���� ����� ��
 ������� �$���
��� ��� ���
����� �
�"
$�� Jordan#

������� �-�-�- ,-�� A ∈ Cµ×µ� 4
� � A ����� 
����� ���� At�

*�
���+�� +����� A ∈ Cµ×µ ��
��� ��� χA(x) = (−1)µ(x−λ1)σ1 · · · (x−λκ)σ
κ
!

��
� λ1, . . . , λκ 
� ������������� ���
����� �
� A# /&�� mA(x) = (x − λ1)ν1 · · ·
(x − λκ)νκ ��� ���
�
 νi �� 0 < νi ≤ σi! 1 ≤ i ≤ κ# ������� 
 A ����� ��
�
�

��
�

⎛
⎜⎝

J1 0
# # #

0 Jρ

⎞
⎟⎠! ��
� Ji ����� 	�
��������� ������� Jordan#

A������ �
���� ����	���0��
� ������� S ∈ Fµ×µ ��

S−1AS =

⎛
⎜⎝

J1 0
# # #

0 Jρ

⎞
⎟⎠ . (1)

/&�� StAt(S−1)t =

⎛
⎜⎝

J1 0
# # #

0 Jρ

⎞
⎟⎠

t

# D��
��� ��� (S−1)t = (St)−1 ���

⎛
⎜⎝

J1 0
# # #

0 Jρ

⎞
⎟⎠

t

=

⎛
⎜⎝

J t
1 0

# # #

0 J t
ρ

⎞
⎟⎠ ��� ��
��� ���

StAt(St)−1 =

⎛
⎜⎝

J t
1 0

# # #

0 J t
ρ

⎞
⎟⎠ . (2)

���� '� ���*
��� ��� 
 Jλ,ν ����� ��
�
� ��
� �
� J
t
λ,ν ��� ��'� $�	��� ���'��

ν# 5�������

Jλ,ν =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ 1 · · · 0

0 λ
###

### 0 1
0 0 · · · λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ��� J t

λ,ν =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 0 · · · 0

1 λ
###

0 1
###

### 0 0
0 0 · · · λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

/+�
��� ��� (γJλ,ν
: Ê, Ê) = Jλ,ν ��� �� v̂ = (Eν , Eν−1, . . . , E1) ����

(γJλ,ν
: v̂, v̂) = J t

λ,ν #



�� 	�
����  � 	����&'� +�
'�

/&�� P−1
ν Jλ,νPν = J t

λ,ν ��
� Pν = (EνEν−1 · · ·Eν) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1
### 0 0

0 1
###

1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ F ν×ν #

&$
� 
 Jλ,ν ����� ��
�
� ��
� J
t
λ,ν ������ ���⎛

⎜⎝
J1

# # #

Jρ

⎞
⎟⎠ ����� ��
�
� ��
�

⎛
⎜⎝

J t
1

# # #

J t
ρ

⎞
⎟⎠ (3)

&�� ��� @3.! @,. ��� @6. ���� ������ ��� 
 A ����� ��
�
� ��
� At#

�����(����- 4	���� ��� ��'� A ∈ Fµ×µ ����� ��
�
� ��
� �
� ���	��
$�
�
� At# ��� ��
�
��� �� � �� �	� *��
��� �� �
 ���*
��� ��� A ∈ Rµ×µ#

���!�%���� �-�-- E� %��'
�� ��
� 
� ν × ν ������� ��� �
� C! A! �
�
����
�
�
�� �� 	��	� A2 = Iν #
+�����A ∈ Cν×ν ������ ��� ������� ����	���0��
� ������� S ∈ Cν×ν �� S−1AS =⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jρ

⎞
⎟⎠ = J ��
� Ji ����� 	�
��������� ������� Jordan! 1 ≤ i ≤ ρ#

&� A2 = Iν ���� mA(x) | x2 − 1 ��� mJi(x) | x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1)! 	������
mJi(x) ����� (x− 1) � x+ 1# +�
��� � Ji ∈ C1×1! 1 ≤ i ≤ j ��� 
 Ji ����� (1)
� (−1)# /&�� 
 J ����� ���� �������
� ������� �� �������� 	�
����� 1 � −1! ���


 J ����� ��
�
� ��
�

(
Ir 0
0 − Is

)
��� ���
�� r, s ∈ {0, . . . , ν} �� r + s = ν#

������� ��� �� A2 = Iν ���� 
 A ����� ��
�
� ��
� ��� ������ ��� �
�$��(
Ir 0
0 − Is

)
�� r, s ∈ {0, 1, . . . , ν} ��� r + s = ν#

5�
$���� �� 
 A ����� ��
�
� ��
�

(
Ir 0
0 − Is

)
���� A2 = Iν # /&�� A2 = Iν

�� ��� ���
 �� 
 A ����� ��
�
� ��
�

(
Ir 0
0 − Is

)
��� ���
�
 r, s ∈ {0, . . . , ν}

�� r + s = ν#
)�� ���������� �� ν = 3 ���� ���� ������� A ∈ C3×3 ����
�
��� ��� A2 = I3 ��
��� ���
 �� 
 A ����� ��
�
� ��
� ����%�� ��� ��� �
��

Iν ,

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 −1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ −1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎠ .



 �$� 	����&- +�
- Jordan ���

���!�%���� �-�-�- E� %��'
�� 
� ������� A ∈ C3×3 �
� ����
�
�
�� ��
	��	� A2 = A3#
+����� A ∈ C3×3 ������ ��� ������� S ∈ C3×3 ����	���0��
� �� S−1AS =⎛
⎜⎝

J1

# # #

Jρ

⎞
⎟⎠ ��
� Ji 	�
��������� ������� Jordan#

&� A2 = A3 ���� mA(x) | x3 − x2 = x2(x− 1) ��� mJi(x) | x2(x− 1) 	������

mJi(x) ����� x � x2 � (x − 1)# /&�� Ji ����� (0) �
(

0 1
0 0

)
� (1) ��� ��'�

1 ≤ i ≤ ρ#
������� �� A2 = A3 ���� 
 A ����� ��
�
� ��
� ��� ����%�� ��� �
��

(1)

⎛
⎝ 0

0
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0 1

0 0
0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0 1

0 0
1

⎞
⎠ .

�� ������� �
� ����� ��
�
� ��
� ��� ��� �
�� ������� ��� @3. ����
�
�
�� ���
A2 = A3#

/&�� 
� 3×3 ������� A �� A2 = A3 ����� ��
� 
� ������� �
� ����� ��
�
� ��
�
��� ��� �
�� ������� ��� @3.#

.��(�%�� �-�

3# E� %��'�� � ���
���� �
�$� Jordan � � ����
�' � ����� � ��� �� �*�"
��	'�� �
�� ���� ����� � ����� ��
�
�#

(i) A1 =
(

1 3
0 1

)
, A2 =

(
1 1
0 1

)
�� A1, A2 ∈ R2×2

(ii) B1 =
(

0 1
−1 0

)
, B2 =

(
i 0
0 −i

)
�� B1, B2 ∈ C2×2

(iii) Γ1 =

⎛
⎜⎜⎝

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎠ , Γ2 =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ �� Γ1, Γ2 ∈ R4×4

(iv) ∆1 =

⎛
⎝ 3 1 0

−1 1 0
0 0 2

⎞
⎠ , ∆2 =

⎛
⎝ 2 0 0

0 2 7
0 0 2

⎞
⎠ �� ∆1,∆2 ∈ R3×3#
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'�

,# E� %��'
�� 
� A ∈ C5×5 �� A = A2#

6# E� %��'
�� 
� A ∈ C6×6 �� χA(x) = (x− 1)2(x− 2)4#

8# E� %��'
�� 
� A ∈ C6×6 �� mA(x) = (x− 1)2(x+ 1)2#

2# E� %��'
�� 
� A ∈ C6×6 �� χA(x) = (x− 1)6 ��� mA(x) = (x− 1)3#

<# /+	� ϕ(x) ∈ F [x] �� ϕ(x) = (x − 2)2(x − 3)2# E� %��'�� A ∈ F 4×4 ��
χA(x) = mA(x) = ϕ(x)#

9# /+	� ϕ(x) = α0 + α1x+ · · · + αν−1x
ν−1 + xν ∈ F [x] ���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 −α0

1 0
### −α1

0 1
###

###
### 0 · · · 0

###
0 0 · · · 1 −αν−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ F ν×ν #

E� ����'�� ��� mA(x) = ϕ(x) ��� χA(x) = (−1)νϕ(x)#

@A�����*�- 5������
��� ��� Ai E1 = E1+i! 1 ≤ i ≤ ν − 1 ���

AνE1 = −
ν−1∑
i=0

αiA
iE1! ��K ��
� ������ ��� mA(x) = ϕ(x).#

:# (i) /+	� A ∈ C3×3 �� A ����	���0��
# E� ����'�� ��� �������
B ∈ C3×3 �� A = B2#

(ii) E� ����'�� ��� ��� ������� B ∈ C3×3 ��	� �	�� B2 =

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

⎞
⎠#

=# /+	� A ∈ Cµ×µ ��� λ ��� ���
���� �
� A# E� ����'�� ��� �
 	��
�

{X ∈ Cµ×1 | (A−λIµ)κX = 0 ��� ���
�
 $�	��� ���'�� κ} �	
���� �� �

���
 ��	� � �
� 
�
���
�� 	�	�����
� (A− λIµ)µX = 0#

31# /+	� A ∈ Fµ×µ �� χA(x) = (−1)µ(x − λ1)σ1 · · · (x − λκ)σκ # E� ����'��
��� �����
�� ������� D,N ∈ Fµ×µ �� D ���� ��	��
! N �����
�����

��	� �	��

A = D +N ��� DN = ND.

+�����
� ��� ��'� $�	��� ���'�� ν �	����

Aν = Dν +
(
ν

1

)
NDν−1 +

(
ν

2

)
N2Dν−2 + · · · +

(
ν

ν − 1

)
Nν−1D +Nν .



 �$� 	����&- +�
- Jordan ��#

33# /+��� ������� A ∈ Cµ×µ ������� ��
����9
���� �� 
 ������� A− Iµ
����� �����
�����
�#

(i) E� ����'�� ��� 
 A ����� �
���
�����
� �� ��� ���
 �� �
 1 ����� �
���� ���
���� �
� A#

(ii) &� A ����	���0��
� ���� �� ����'�� ��� �����
�� �������
D,U ∈ Cµ×µ �� D ���� ��	��
! U �
���
�����
 ��	� �	��

A = DU ��� DU = UD.





�������� �

���
��� �!��� "���������
��#���

���� 5������$
 ,#, ������	��� ��� ���
�� ��� ���� �
�
��	��# ��
 ��$����

���� '� ��
���*
��� ��� ��'� +��������� ������� ���� �
�
������ ��	 ����
�
������
� ������# +��	�� '� 
����'
��� 	� ��� ���������	�� � � ����� "
� �
� ���� �
�
�
����� ��	 �
������ � ����� �# H� �$���
��� '� ��%
���
��
����	���� 	������ �� ������ ����� �
�$��! ��� ��*�����	� � � ��������"
��� 	���������� ����� �  � ��
� �	
�����! ��� ��*�����	� � ����� �
��� ���
��������� ����� 	������	� �#

+����� �
��
� ��� �
�� ������� �
� '� ������	
��� 	�
 ��$����
 ���� �"
������	���
�� �������
�� ����	������	�
�� �
� ��
�� �����$��
�	�� �� ��"
������ ���������! ����� ���������
 �� ���$��'
��� 	��� ���
��� �
� ���
��! ���
��'�������� ��� ��� 
�'
���
����� %�	�� 	� ���� �
�� �
� Rν ��� Cν # )��
�
 ���
 ���� 	��� ����� �������$
 �������� �� ���
���� �	 ������ ��������
	�
�� ������� ���
��# ��� ������	���� ������ �����	������� ��� � �
�
���'��
�� �	 ������ �������� �������
�
������ 	�
 >�$����
 2#

369
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#�� (� +�����%� *'�����%� $������� %��  -&�

/�	�
 ��� Gram - Schmidt

���� �������$
 ���� '� �	�
��'
��� �� �� ���
���� �	 ������ �������� 	�
��
���
�� Fν ! ��
� F = R � F = C# �
 ����
 ��
����	�� ����� ��� ��'� ���� �
�
�
� Fν ���� ��� 
�'
���
���� %�	�#

�������� ��������� �������� ��� Rν

)�� �� �*���	
��� �
 ������
 �
� 
��	�
� �
� ���
���
� �	 �����
� ���
���
�
	�
 Rν ! ����� ���	��
 �� '���'
��� ��� ���
��� �
� ���
�� ��� ��� � ���� 	���
�������	��� ν = 2 ��� ν = 3#

• �� -������

/+	� u = (u1, u2) ∈ R2# �
 ���	� |u| �
� u 
������ �� ����� �
 ���
�
|OM | �
� ��'������
� ������
� OM �� � $������� 	�
 	����

O u1
������u2 M

&�� �
 5�'������
 ;������ 	��������
��� ���

|u| = |OM | =
√
u2

1 + u2
2.

&� u, v ∈ R2! u = (u1, u2)! v = (v1, v2)! ����� �� ��������!

O u1 v1������u2 M

v2 N

�
�

�
�

�
�

��

�θ



$��� ) 	����&� ,(�����&� %������ &�� � +'.�� ��� Gram - Schmidt ���

���� 	������
���� ��
 � ���� ����*� � � �����	��� �
−−→
OM,

−−→
ON # ���

��� ����� ������� ����� 	�
 ���	���� [0, π]# �� � ��� ���� 
�
��
���
����� � � u, v#

A���'���
��� ��� ��� ���	����	� ����*� � � ���
��� �
� ���
�� ��� ���
� ���� ������� ��� �
 ���
 � � 	�������� �# ��
 ���� �
 OMN ��
���

|MN |2 = |OM |2 + |ON |2 − 2|OM ||OM |	��θ.

&�����'�	������ |MN |2 = (u1 − v1)2 + (u2 − v2)2! |OM |2 = u2
1 + u2

2!
|ON |2 = v2

1 + v2
2 ! ��� ���
���� ���*��� %��	�
���

u1v1 + u2v2 = |u||v|	��θ.

&��� � 	��	� ����� 	�������� ����� ��� ����
$
��� ��� �
 	��θ ��'
������
��� �� @�� �������� . ���� |u|! |v| ��� ��� �
	����� u1v1 + u2v2#

&� 	��� �
	����� u1v1 + u2v2 '�	
��� u1 = v1! u2 = v2 ���� ��
������
�
 u2

1 + u2
2 = |u|2# /&�� %���
��� ��� �
 ���
� ����� ��� �
	����� ���

�
�$�� u1v1 + u2v2#

����$����� �� ���
��� �
� ���
�� ��� ��� � ���� �
� R2 ��
�
�� ��

��	�
�� ��	 ��� ��������	��

R2 × R2 → R, (u, v) 	→ u1v1 + u2v2.

• �� <%��

/+	� u = (u1, u2, u2) ∈ R3# ���
��� �
 ���	� �
� u �� ����� �
 ���
�
�
� ��'������
� ������
� OM ! ��
� M ����� �
 	����
 (u1, u2, u3)#

O
u2

P

�
�

�
�

u1

M

�
��

�
��u3

������

&� P ����� � ��
%
�� �
� M 	�
 xy ������
! ���� �$����
���� ��

$
��� �
 5�'������
 ;������! �����
��� |OM |2 = |OP |2 + |PM |2 =
(u2

1 + u2
2) + u2

3# /&��

|u| =
√
u2

1 + u2
2 + u2

3.



��2 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

( ����� ����*� ��
 �� ��������� 	�
���� � u, v ∈ R3 
������ �� ����

������� ����
�
 �� ��� ������ 	� �
� ������
�#

O

N

�
�

�
�

M
������

������

�
�θ

&�� �
 ���
 � � 	�������� � 	��������
���! �� � ����! ���

u1v1 + u2v2 + u3v3 = |u||v|	��θ.
+�� %���
��� ��� �
 	��θ ��'
������ ��� �� @�� ��������. ���� |u|! |v|
��� ��� �
	����� u1v1 + u2v2 + u3v3#

&� 	��� ����	��	� u1v1 +u2v2 +u3v3 '�	
��� u1 = v1! u2 = v2! u3 = v3
���� ��
������ �
 u2

1 + u2
2 + u2

3 = |u|2#
����$����� �� ���
��� �
� ���
�� ��� ��� � ���� 	�
 R3 ��
�
�� ��

��	�
�� ��	 ��� ��������	��

R3 × R3 → R, (u, v) 	→ u1v1 + u2v2 + u3v3.

/+�
���� ���0� �� ��
��
����� ���
��� �
� ����
�'
 
��	��#

1������ �-�-�-

• . �����
���� Rν × Rν → R� (u, v) 	→ u1v1 + u2v2 + · · · + uνvν � 
��� u =
(u1, . . . , uν)� v = (v1, . . . , vν)� ���� 7��� � ���	���� 2� ������3
��������� �������	 �� Rν �

• 4� ���	� 2� ����	3 �� u = (u1, . . . , uν)����� � �� ������
� �������
��
� �����
� |u| =

√
u2

1 + · · · + u2
ν �

)�� �
 	���'�� �	 ������ �������
 '� ���	��
�
�
��� �
 	��%
��	�� 〈u, v〉 =
u1v1 + u2v2 + · · · + uνvν # 5������
��� ���

|u| =
√

〈u, u〉.
)�� ����������! �� u = (4, 5,−1)! v = (2, 1, 3)! ���� 〈u, v〉 = 4·2+5·1+(−1)·3 =
10 ��� |u| =

√
42 + 52 + (−1)2 =

√
42#

������� ����� ��������� �
� 	���'
�� �	 �����
� ���
���
� �������$
����
	��� ������� �����	�#



$��� ) 	����&� ,(�����&� %������ &�� � +'.�� ��� Gram - Schmidt ���

������� �-�-- ,-�� u, v,w ∈ Rν� α ∈ R� 4
�

�� 〈u+ v,w〉 = 〈u,w〉 + 〈v,w〉
�� 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉 + 〈u,w〉
�� 〈αu, v〉 = α〈u, v〉 = 〈u, αv〉
!� 〈u, v〉 = 〈v, u〉
&� 〈u, u〉 ≥ 0

'� 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0�

*�
���+�� >�'���� ��� ��� ��
��
������ 	��	��� ��
���������� ���	�# &� �
�"
�� ���������� ��� ����� �	����� ��� 6# &� u = (u1, . . . , uν)! v = (v1, . . . , vν)!
���� 〈αu, v〉 = (αu1)v1 + · · · + (αuν)vν = α(u1v1 + · · · + uνvν) = α〈u, v〉#
���!�%����- /+	� u, v ∈ Rν �� |u| = 1! |v| = 2! 〈u, v〉 = −1# E� %��'�� �

���
� �
� u+ 3v#

/+�
���

〈u+ 3v, u + 3v〉 = 〈u, u〉 + 〈u, 3v〉 + 〈3v, u〉 + 〈3v, 3v〉 =
〈u, u〉 + 3〈u, v〉 + 3〈v, u〉 + 9〈v, v〉 = 〈u, u〉 + 6〈u, v〉 + 9〈v, v〉 =

|u|2 + 6〈u, v〉 + 9|v|2 = 31.

/&�� |u+ 3v| =
√〈u+ 3v, u + 3v〉 =

√
31#

&� �������� ��������� �������� ��� Cν

;��
��� �� 
��	
��� ��� “�	 ������ �������
” 	�
 Cν �
� ���������� ����
�
� 
��	��� 	�
 Rν ! ������ ���'��
��� 
 ����
��	��� �
� ��
� �	 �����
�
���
���
� 	� ���������� �����	���� u, v ∈ Rν �� ��������� �� �
 ���
����
�	 ������ �������
 	�
 Rν #

/+	� u = (u1, . . . , uν)! v = (v1, . . . , vν) ∈ Cν # /+�
���� ���0� �
� ���	��
8#3#3! �	 � '� ������� ���
�
� �� 
��	
��� ��� ����	�
��
 �	 ������ ������"
�
 	�
 Cν '��
���� 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + · · · uνvν # /�� � ����� 
 
��	���
����
����� ���%���� 	������ �� “����”# )�� ����������! �� u = (1, i)! ����
〈u, u〉 = 12 + i2 = 0! ������ ��� �� �������� �����	�� ���� “���
�” �����# &�

��	
��� �
 ���
� �
� u = (u1, . . . , uν) �� ����� 
 �� ��������� �����������
���'��� |u| =

√|u1|2 + · · · + |uν |2! �������
��� ���

|u|2 = u1ū1 + · · · + uν ūν ,



�� 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

��
� �� ūi 	��%
��
��� �
 	���� �
� �������
� ���'�
� ui# &��� � �	�����
��� 
����� 	�� 	��0� ��� �����
��� � �
 ���'����� �	 ������ �������
 	�
 Cν


������ ��� �� 	��	� 〈u, v〉 = u1v̄1 + · · · + uν v̄ν #

1������ �-�-�-

• . �����
���� Cν × Cν → C� (u, v) 	→ u1v̄1 + u2v̄2 + · · · + uν v̄ν � 
��� u =
(u1, . . . , uν)� v = (v1, . . . , vν)� ���� 7��� � ���	���� "� ������#
��������� �������	 �� Cν �

• 4� ���	� " � ����	# �� u = (u1, . . . , uν) ����� � �� ������
� �����
����
� �����
� |u| =

√|u1|2 + · · · + |uν |2�
)�� �
 	���'�� �	 ������ �������
 ���	��
�
�
��� 	���� �
 	��%
��	��

〈u, v〉 = u1v̄1 + u2v̄2 + · · · + uν v̄ν # 5������
��� ���

|u| =
√

〈u, u〉.
)�� ����������! �� u = (1 − i, 5)! v = (2 + 3i,−6i)! ����

〈u, u〉 = (1 − i)(1 − i) + 5 · 5̄ = 27,
〈u, v〉 = (1 − i)(2 + 3i) + 5 · (−6i) = −1 + 25i.

)����� � ���� 〈u, v〉 ����� ���� ��������� ���'���! ���� �� u, v ∈ Rν ! ���� � ����
〈u, v〉 ����� ���� ����������� ���'��� �
� 	�������� �� ��� ���� �
� 	���'
��
�	 �����
� ���
���
� �
� Rν#

������� ����� ��������� �
� 	���'
�� �	 �����
� ���
���
� �
� Cν�����

� ������� # �� ��
���*��� 	� ��'� ������ 	� ����� ���	�� ��� �$��
���� 	��
�	��	�#

������� �-�-�- ,-�� u, v,w ∈ Cν� α ∈ C� 4
�

�� 〈u+ v,w〉 = 〈u,w〉 + 〈v,w〉
�� 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉 + 〈u,w〉
�� 〈αu, v〉 = α〈u, v〉
!� 〈u, αv〉 = ᾱ〈u, v〉
&� 〈u, v〉 = 〈v, u〉
'� 〈u, u〉 ≥ 0

(� 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0�



$��� ) 	����&� ,(�����&� %������ &�� � +'.�� ��� Gram - Schmidt ���

�
��
��� ��� 	��� ��������� 8 ��� 2 ����	������� � 	����� ��������� ���'"
���#

�����(���� �-�-#- +��	�����
��� ��� �� 	���'� �	 ������ �������� �
� Rν

��� Cν 	����
���� ���	� �� �
� 
��	�� �
� ���
���
� ����� �# 5�������! ��
u, v ∈ Cν ��
� u = (u1, . . . , uν)! v = (v1, . . . , vν)! ���� '� ������ �� 	�
�����
�
� Cν  � 1 × ν �������! ��
���

〈u, v〉 = u1v̄1 + u2v̄2 + · · · + uν v̄ν =

⎛
⎜⎝

u1
###
uν

⎞
⎟⎠ (v̄1 · · · v̄ν),

������
〈u, v〉 = utv̄,

��
� v̄ = (v̄1, . . . , v̄ν)# �������! �� A,B ∈ Cν×ν! ���� �
 	�
����
 �
� ��"

�
���
� AB 	�� '�	� (i, j) ����� �	
 �� �
 〈Ai, B(j)〉! ��
� �� Ai ∈ C1×ν

	��%
��
��� ��� i ������ �
� A ��� B(j) ∈ Cν×1 �� j 	���� �
� B#

/%	���� �-�-+ @���	����� Cauchy–Schwarz.- ,-�� u, v ∈ Cν � 4
�

|〈u, v〉| ≤ |u||v|.
*�
���+�� &� v = 0! ���� � ��
������� 	��	� ���'����# A�
'��
��� ��� v �= 0

��� '� �
��� �
 �����	�� w = u− 〈u, v〉
|v|2 v# ?��	��
�
������ ��� 5����	� 8#3#8

��
���

0 ≤ 〈w,w〉 = 〈u, u〉 − 〈u, v〉
|v|2 〈u, v〉 − 〈u, v〉

|v|2 〈v, u〉 +
〈u, v〉〈u, v〉
|v|2|v|2 〈v, v〉

= 〈u, u〉 − 〈u, v〉〈v, u〉
|v|2 = 〈u, u〉 − 〈u, v〉〈u, v〉

|v|2

=
|u|2|v|2 − |〈u, v〉|2

|v|2 .

+�
��� � |u|2|v|2 − |〈u, v〉|2 ≥ 0 ⇒ |〈u, v〉| ≤ |u||v|#

'���� ����������

/+	� u, v ∈ Rν ��
 ���������� �����	����# ���� 〈u, v〉 ∈ R ��� �� �� u, v �����
�� ��������! ��� ��� ���	����� � � Cauchy–Schwarz 	��������
��� ���

−1 ≤ 〈u, v〉
|u||v| ≤ 1.



��� 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

������� ������� �
������� ����������� ���'��� θ �� 0 ≤ θ ≤ π ���
�
� �	��

	��θ =
〈u, v〉
|u||v| .

;� ���� ��� � ����� ����*� � � u, v ����� θ# ���� ������ ������ 	� θ =
π

2
! '�

���� ��� �� u, v ����� ������ ����*� �
��#
>��
��� ��� �����
�� ��� �
 �������� �����	�� ����� ��'��
 �� ��'� �����"

	��# ������� %���
��� ��� �	���� �
 �*�� ��
����	��#

������� �-�-"- 5�� ��������� u, v ∈ Rν ����� � ��� �� ��� �
�� ��
〈u, v〉 = 0�

�����%������-

3# E� %��'�� � � ��� � � u = (0, 5, 0)! v = (3, 3, 0)#

/+�
��� 	��θ =
〈u, v〉
|u||v| =

0 + 15 + 0√
02 + 52 + 02

√
32 + 32 + 02

=
1√
2
#

/&�� θ =
π

4
#

,# /+	� u, v ∈ Rν ���
�� �	�� |u| = |v| = 1 ��� � � ��� �
�� �����
π

4
# E�

%��'�� � � ��� ����*� � � u+ 2v! u− v#

&� θ ����� � ��
����� � ���! ���� 	��θ =
〈u+ 2v, u − v〉
|u+ 2v||u − v| # )�� �
�

���'���� ��
��� ��� 	��	���

〈u+ 2v, u − v〉 = 〈u, u〉 − 〈u, v〉 + 2〈v, u〉 − 2〈v, v〉
= |u|2 + 〈u, v〉 − 2|v|2 = 〈u, v〉 − 1

���

〈u, v〉 = |u||v|	��π
4

=
√

2
2
.

)�� �
� ���
�
��	�� ��
���

|u+ 2v| =
√

〈u+ 2v, u+ 2v〉 =
√

〈u, u〉 + 4〈u, v〉 + 4〈v, v〉

=
√

|u|2 + 4〈u, v〉 + 4|v|2 =
√

5 + 2
√

2

���

|u− v| =
√

〈u− v, u− v〉 =
√

〈u, u〉 − 2〈u, v〉 + 〈v, v〉

=
√

|u|2 − 2〈u, v〉 + |v|2 =
√

2 −
√

2.



$��� ) 	����&� ,(�����&� %������ &�� � +'.�� ��� Gram - Schmidt ��#

&�����'�	������ 	��� ������ �	����� �����
��� 	��θ =
√

2 − 2
2
√

6 −√
2
���

�� ���	� ���'�
������� %��	�
��� θ = 97.861 �
���� �����
�#

6# /+	� u, v ∈ Rν ! u �= 0# ���*�� ��� �
 �����	�� v − 〈u, v〉
|u|2 ����� ��'��


	�
 u#

/+�
���〈
v − 〈u, v〉

|u|2 u, u

〉
= 〈v, u〉 − 〈u, v〉

|u|2 〈u, u〉 = 〈v, u〉 − 〈u, v〉
|u|2 |u|2 = 0.

'��%���� ( �� ������� 	���	�� ���
� �
� �����������
� ��� ν = 2

����� ��� �
 �����	�� v − 〈u, v〉
|u|2 u ����� � 	���	��	� v′ �
� v �
� �����

��'��� 	�
 u! �� � $������� 	�
 	����#

�					
�

�
v′′

v′
v

uθ
��

5�������! �
 �����	��
u

|u| ���� ����
 1 ��� ����� ��������
 �� �
 u# &� v′

����� � ��'��� 	���	��	� �
� v 	�
 u ��� v′′ ����� � ��
%
�� �
� v 	�
 u!

���� v′ = v−v′′ = v−(|v| cos θ)− u

|u| = v−
(
|v| 〈u, v〉|u||v|

)
u

|u| = v− 〈u, v〉
|u|2 u#

���� ������ 	� �
� Cν ��� 
������ � ���
�� ��� � ���� �����	��� � �����
��������� �
 〈u, v〉 �� ��� ����� ����������� ���'���# /�� � '� ���� ��� ��
�����	���� u, v ����� ������ �� 〈u, v〉 = 0# 5������
��� ���! ��� ��� �	����
������ � 	��	� 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ��
��� 〈u, v〉 = 0 �� ��� ���
 �� 〈v, u〉 = 0 �����
〈v, u〉 = 〈u, v〉#

(������������ )����� ��� � ������ ��� Gram–Schmidt

)�� ��� ���
���� %�	� {e1, . . . , eν} �
� Fν �������
��� ��� 〈ei, ei〉 = 1 ��� ��'�
i ��� 〈ei, ej〉 = 0 ��� ��'� i �= j# ������ ��'� �����	�� ��� %�	�� ���� ���
�
1 ��� ����� ��'��
 	�� ����
��� �����	���� ��� %�	��# ��� ���
�� %�	� �������

�'
���
����#

1������ �-�-0- ,-�� V $��� ��
#���� �� Fν � :�� � �� {v1, . . . , vk} ��
V �$���� �����������	 ��

〈vi, vj〉 =
{

1, i = j
0, i �= j

.



��+ 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

)�� ����������! 
� ������� %�	��� �
� R2 ����� 
�'
���
�����

{(1, 0), (0, 1)},
{(√

2
2
,

√
2

2

)
,

(
−√

2
2

,

√
2

2

)}
,

{(
1
2
,

√
3

2

)
,

(
−1
2
,

√
3

2

)}
.

�������� ����	'�����! ��
�
��� �� �
��� ��� 
� ������� %�	��� ����	�
��
��
	� ���$
������� ����
��� “
�'
� �� � �*�� �” �
� R2 �� � $������� 	�
 	����#

�

�

(0,1)

(1,0)

�

��
��

�
�

�
−√

2
2

,
√

2
2

� �√
2

2
,−

√
2

2

�

)45◦

�

��
��

�
��

�
−√

2
2

,
√

2
2

� �√
2

2
,−

√
2

2

�

)60◦

&�� ��� ������� �����	� $������� � ���	������� � � 
�'
���
����� %�	�"
 �#

������� �-�-�- ,-�� V $��� ��
#���� �� Fν � {v1, . . . , vk} ⊆ V $���

%�� 〈vi, vj〉 =
{

1, �� i = j
0, �� i �= j

� ��� v = λ1v1 + · · ·+ λkvk� 
��� λi ∈ F� 4
�

��� � �� i $#���� λi = 〈v, vi〉�
*�
���+�� /+�
��� 〈v, vi〉 = 〈λ1v1, vi〉 + · · · + 〈λkvk, vi〉 = λ1〈v1, vi〉 + · · · +
λk〈vk, vi〉 = λi〈vi, vi〉 = λi#

���!�%����- E� ����	��'�� �
 v = (2, 1, 3)  � ��������� 	�����	��� � �

	�
���� � ��� %�	�� {v1, v2, v3} �
� R3 ��
� v1 =
1√
2
(1, 1, 0)! v2 =

1√
3
(1,−1, 1)!

v3 =
1√
6
(−1, 1, 2)#

+��
�� �����'������ ��� � %�	� {v1, v2, v3} ����� 
�'
���
����#
A�
�
��
���� %��	�
���

〈v, v1〉 =
3√
2
, 〈v, v2〉 =

4√
3
, 〈v, v3〉 =

5√
6

/&�� v =
3√
2
v1 +

4√
3
v2 +

5√
6
v3# @�
��
��� ��� � ��	� ���� ������� ���������

���*��� ��� ��� ��'��� ���� ��	� �� 3 × 3 	�	����.#

6(��� �-�-�2- ,-�� {v1, . . . , vk} ⊆ Fν $��� %�� 〈vi, vj〉 = 0 ��� � �� i �=
j ��� vi �= 0 ��� � �� i� 4
� � ������ {v1, . . . , vk} ����� ������� ���+ ����



$��� ) 	����&� ,(�����&� %������ &�� � +'.�� ��� Gram - Schmidt ��"

*�
���+�� &� λ1v1 + · · · + λkvk = 0! ��
� λi ∈ F! ���� 0 = 〈λ1v1 + · · · +
λkvk, vi〉 = λ1〈v1, vi〉 + · · · + λk〈vk, vi〉 = λi〈vi, vi〉# +����� 〈vi, vi〉 �= 0 	����"
����
��� ��� λi = 0 ��� ��'� i#

���� '� ��
���*
��� �
 ����
 ��
����	�� ����� ��� �������$
�#

/%	���� �-�-��- / �� ��
#���� �� Fν $#�� ��� �����������	 � ���

*�
���+�� /+	� V ���� ���� �
� �
� Fν ��� {v1, . . . , vk} ��� %�	� �
� V #
���
��� ���� ���� �� 	�
����� u1, u2, . . . , uk �
� V  � �*��

u1 = v1

u2 = v2 − 〈v2, u1〉
|u1|2 u1

u3 = v3 − 〈v3, u2〉
|u2|2 u2 − 〈v3, u1〉

|u1|2 u1

###

uk = vk − 〈vk, uk−1〉
|uk−1|2 uk−1 − · · · − 〈vk, u1〉

|u1|2 u1

;� ���*
��� ��� ��
u1

|u1| , . . . ,
uk

|uk| ��
���
�� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V #
�� ��� ���	� ���� �� %�	������ 	�� 	��	�

ui = vi − 〈vi, ui−1〉
|ui−1|2 ui−1 − · · · − 〈vi, u1〉

|u1|2 u1 @∗.

��
���������� ��� ��'� ui ����� ��������� 	�����	��� � � v1, . . . , vi ��� 
 	�"
�����	��� �
� vi ����� �	
� �� 1# +����� �� v1, . . . , vk ����� �������� ���*������!
��
��� ui �= 0 ��� ��'� i = 1, . . . , k#

;� ���*
��� ���� ��� ��� ��'� i = 2, . . . , k �� u1, . . . , ui ����� ��� ��
 ��'���#
)�� i = 2! ��
���

〈u2, u1〉 = 〈v2, u1〉 − 〈v2, u1〉
|u1|2 〈u1, u1〉 = 0.

A�
'��
���� ��� �� u1, . . . , ui−1 ����� ��� ��
 ��'���! ��
��� ��� �� (∗)! ���
��� ��'� j = 1, . . . , i− 1

〈ui, uj〉 = 〈vi, uj〉 − 〈vi, ui−1〉
|ui−1|2 〈ui−1, uj〉 − · · · − 〈vi, u1〉

|u1|2 〈u1, uj〉

= 〈vi, uj〉 − 〈vi, uj〉
|uj |2 〈uj , uj〉 = 0.



��0 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

&�� �
 J���� 8#3#31! �� u1, . . . , uk ����� �������� ���*������# +����� k =
dimV ! ���� ����� ��� %�	� �
� V # ( ��
����� 
�'
���
���� %�	� �
� V �����

�

{
u1

|u1| , . . . ,
uk

|uk|
}
#

)�� �� �� ������� �������� �
� ��
��
����
� '� �����
� ���� ν = 2 ����"
����
��� 	�
 5��������� :: 6. ���� ��� 5����	� 8#3#9# �������� ����	'�����
��
�
��� �� �
��� ��� �
 ui 	���������� �� �$����	
��� ��� �
 vi ��� ��
%
���
�
� vi ��� � � u1, . . . , ui−1! %���� 	��	� (∗)#

( ��'
�
� ��� ������*�� ���� ����	����	���� �$
� ������� ��� 	�������"
���� �������	�� ��
�
��	�
� ���� 
�'
���
����� %�	�� ��� ������ %�	�# +����
�� �� 	��  � � ���	�	� 	��	���	���	�	��� ��� Gram–Schmidt#

���!�%����- +$����
���� �� ��'
�
 � �Gram–Schmidt 	�� %�	� {v1, v2, v3}
�
� R3! ��
� v1 = (1, 1, 0)! v2 = (2, 0, 1) ��� v3 = (2, 2, 1) %��	�
���

u1 = v1 = (1, 1, 0)

u2 = v2 − 〈v2, u1〉
|u1|2 u1 = (2, 0, 1) − 2

2
(1, 1, 0) = (1,−1, 0)

u3 = v3 − 〈v3, u2〉
|u2|2 u2 − 〈v3, u1〉

|u1|2 u1 = (2, 2, 1) − 4
2
(1, 1, 0) − 1

3
(1,−1, 1)

=
(
−1

3
,
1
3
,
2
3

)
.

5����
��� ��� 
�'
���
���� %�	�
u1

|u1| =
(

1√
2
,

1√
2
, 0
)
!
u2

|u2| =
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
!

u3

|u3| =
(
− 1√

6
,

1√
6
,

2√
6

)
#

.��(�%�� �-�

3# /+	� u, v ∈ R3! u = (1, 0,−2)! v = (2, 1, 1)#

i) E� ��
�
��	�
�� �� |u|, |v|, 〈u, v〉, 〈2u − v, u + 3v〉 ��� �� %��'�� �
� ��� � � u, v#

ii) E� %��'�� �
 	��θ! ��
� θ ����� � � ��� � � 2u− v, u+ 3v#

,# E� %��'�� ��� �����	�� ��'��
 	�
 u = (1, 1,−1)# ��� 	������� ��
%��'
�� ��� �� �����	���� ��'��� 	�
 ������
 �
� R3 �
� �������� ��
u = (1, 2,−1)! v = (2, 3, 3)#

6# &�
���*�� ��� 5�
��	��� 8#3#, ��� 8#3#8#



$��� ) 	����&� ,(�����&� %������ &�� � +'.�� ��� Gram - Schmidt ���

8# /+	� u, v ∈ Cν #

i) &�
���*�� ��� |u + v|2 + |u − v|2 = 2|u|2 + 2|v|2# ( �	����� ����

�
������ 
 ���
� �
� ��������������
�# ��	�� ��� �� �������
�������� ��� ν = 2#

ii) &� ��
��� 〈u, v〉 = 0! ���*�� ��� |u|2 = |v|2 = |u+ v|2# )�� ν = 2! �
�	����� ���� ��$���� �
 5�'������
 ;������#

2# +$����	�� �� ��'
�
 � � Gram–Schmidt 	�� %�	� {(1, 1), (1, 2)} �
� R2

��� 	�� %�	� {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 1)} �
� R3#

<# E� %��'�� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� ���� �
� �
� R3 �
� ��������� ���
�� (1, 2, 1), (2,−1,−1), (4, 3, 1)#

9# �� ��
������ �� �$����	
��� �� ��'
�
 � � Gram–Schmidt 	� %�	� �
�
��� ����� 
�'
���
����;

:# E� %��'�� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� R3 �
� �������� �� �����	����(
1√
2
, 0,

1√
2

)
, (0, 1, 0)#

=# /+	� α1, . . . , αn ∈ R# &�
���*�� ���

(
α1 +

α2

2
+ · · · + αn

n

)2 ≤ (α2
1 + · · · + α2

n)
(

1 +
1
22

+ · · · + 1
n2

)
.

31# E� ��
���*�� ���

i) ��� ��'� u, v ∈ Cν ��
���

〈u, v〉 =
1
4
|u+ v|2 − 1

4
|u− v|2 +

i

4
|u+ iv|2 − i

4
|u− iv|2

ii) ��� ��'� u, v ∈ Rν ��
���

〈u, v〉 =
1
4
|u+ v|2 − 1

4
|u− v|2.



�#2 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

#�� -���	��!�� �!��%�
� *��������! �!��%�


/+	� A = (aij) ∈ Cν×ν # �� Ā 	��%
��
��� �
� ������ (āij) ��� �� A∗ �
�

(Ā)t# )�� ����������! �� A =
(

2 − 3i 4 − i
5i 1 + i

)
! ���� Ā =

(
2 + 3i 4 + i
−5i 1 − i

)

��� A∗ =
(

2 + 3i −5i
4 + i 1 − i

)
#

������� ���	�� 	�������� �
� ������� 
��	�
� ����� 
� �*��-

(A∗)∗ = A, (AB)∗ = B∗A∗, (A+B)∗ = A∗ +B∗, (λA)∗ = λ̄A∗

��� ��'� A,B ∈ Cν×ν ��� λ ∈ C#
���� 
��
��� ��
 ���� ����� � �
� '� ���*
�� 	�������� ���
 	�
 ��$����


����# ���� ���
�	� �������$
 '� ������	
��� %�	���� ��������� �
��#

1������ �--�- ,-�� A ∈ Cν×ν �

• 9 A ���� 7��� �	������	� �� ����� �����$1���� ��� ��#��� A−1 = A∗

• 9 A ���� 7��� $��������� �� A = A∗�

���!�%���� �--- /+	� A =
(

2 3 − i
3 + i 4

)
! B =

( √
3

2 −1
2

1
2

√
3

2

)
! C =(

2 3 + i
3 + i 4i

)
# ���� 
 A ����� +��������� ��� ��� �
������
�! 
 B ��� �����

+��������� ���� ����� �
������
�! ��� 
 C ��� ����� +��������� 
��� �
������
�#

�������(�%��- 3. +��	�����
��� ��� ���� A ∈ Cν×ν ����� �
������
� �� ���
���
� �� AA∗ = Iν ��� A∗A = Iν # &���� �� ����*
��� ��� ��� ��� �	������
�����#

,. �� 	�
����� +�������
� ������ (aij) ����
�
�
�� �� 	��	� aij = āji#
������� �� �������� 	�
����� +�������
� ������ ����� ���������
� ���'�
�#

6. /+��� ����������� ������� ����� +��������� �� ��� ���
 �� ����� 	�������"
���#

���� ��
��
����� �������$
 ������	��� �
 ���
���� �	 ������ �������

	�
 C# ;� �
��� ���� ��� 
� �
������
� ������� ���������
���� ��� ��� ����"
���� ��� ������
�� ���� �
 �	 ������ �������
# 5���� �� � ��������
��� ��

���	���� ���	����	��� 	�
 ������
 �����#
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�3 *� < Ax, y >= 0 ��� � �� x, y ∈ Cν×1 
� A = 0�

*�
���+�� 3. /+�
��� ����
����

< Ax, y >= (Ax)tȳ = xtAtȳ = xtĀ∗ȳ =< x,A∗y >

,. &� A �= 0! ���� ������� x ∈ Cν×1 �� Ax �= 0! 
���� < Ax,Ax > �= 0! ��
�

@%�# 5����	� 8#3#8 9.)#

������� �--�- ,-��� ������� A ∈ Cν×ν ����� ���������� �� ��� �
��� ��
������� � �������
 �������
 ���
���� �� Cν � �����	 ��� � �� x, y ∈ Cν×1

< Ax,Ay >=< x, y > .

*�
���+�� /+	� ��� 
 A ����� �
������
�# ���� A∗A = I 
���� ��� �
 J����
8#,#6 3. ��
���! ��� ��'� x, y ∈ Cν×1!

< Ax,Ay >=< x,A∗Ay >=< x, Iy >=< x, y > .

&���	��
$�! �	� ��� < Ax,Ay >=< x, y > ��� ��'� x, y ∈ Cν×1# ���� ��� �

J���� 8#,#6 3. ��
��� < A∗Ax, y >=< Ax, (A∗)∗y >=< Ax,Ay >=< x, y >#
������ ��� ��'� x, y ∈ Cν×1!

< (A∗A− I)x, y >= 0.

&�� �
 J���� 8#,#6 ,. ������ ��� A∗A− I = 0#

;��
���� x = y 	��� ��
��
����� �����	� �����
��� ���	� �
 ��
����	��
��� 
� �
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� ������� ������
�� ����#
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�A
�

�
�� Ax

������� �--#- ,-�� A ∈ Cν×ν � *� � A ����� ����������� 
� | Ax |=| x |
��� � �� x ∈ Cν×1�
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������� �--+- "�� � �� ������	 λ ��
� ���������� ������ ��#��� | λ |= 1�

*�
���+�� /+	� ��� 
 A ����� �
������
�! Ax = λx! λ ∈ C! x ∈ Cν×1! x �= 0#
&�� �
 ��
��
����
 ����	�� �����
��� | λx |=| x |⇒| λ || x |⇒| λ |= 1#

)� ��
��� ��� ���� ������� A ∈ Cν×ν ����� ����	���0��
� �� ��� ���
� ��

� 	����� �
� ��
���
�� ��� %�	� �
� Cν×1 � �	
������ �� ��� ���
� �� 
�
������� �
� ��
���
�� ��� %�	� �
� Cν# )�� �
�� �
������
�� ������� ��
���
�
 �*�� �������
#

������� �--"- ,-�� A ∈ Cν×ν � 9� ��
������ ��� ���� ����� �����������

�3 9 A ����� ����������

�3 9� �	��� �� A �������� ��� �����������	 � �� �� Cν×1

�3 9� �����$� �� A �������� ��� �����������	 � �� �� Cν �

*�
���+�� “1 ⇔ 2”# A���'���
��� @%�# 5�������	� 8#3#2. ��� �� A,B ∈
Cν×ν ! ���� AB = I ⇔< Ai, B(j) >= δij ! ��
� δij =

{
1, �� i = j
0, �� i �= j

# /&��

A∗A = I ⇔< Ā(i), Ā(j) >= δij ⇔< A(i), A(j) >= δij ⇔< A(i), A(j) >= δij ,

������ 
 A ����� �
������
� �� ��� ���
 �� 
� 	����� �
� ����� 
�'
���
�����#
“2 ⇔ 3” 5����
�� �� ���� ��
��� AA∗ = I ⇔< Ai, Aj >= δij #

&�� ��� ��
��
����� �����	� %���
��� ���	� ��� ��� ��'� θ ∈ R! 
� �������

(
	��θ −��θ
��θ 	��θ

)
,

(
	��θ ��θ
��θ −	��θ

)
,

⎛
⎝ ±1 0 0

0 	��θ −��θ
0 ��θ 	��θ

⎞
⎠

����� �
������
�#
D��
��� ��� ����� ������ ���� ������� A ∈ Cν×ν �� ��� ���� �����������

���
�����! �� � ��� ���������� 
 A =
(

0 1
−1 0

)
# /�� � 	��� ������ 	� � �

+��������� ����� � ��
��� �
 �*�� 	�������� ��
����	��#

/%	���� �--0- / �� ������	 -�������� ������ ����� ��������
� �����
��

*�
���+�� /+	� A ∈ Cν×ν ���
�
� �	�� A = A∗# &�� �
 J���� 8#,#6 3.
��
��� ��� ��'� x, y ∈ Cν×1

< Ax, y >=< x,Ay > .



$��� +�����"� �"��&��� ,�������" �"��&�� �#�

&� Ax = λx! λ ∈ C! x ∈ Cν×1! x �= 0! ���� ��� ��� ������� 	��	� �����
���
< λx, x >=< x, λx >! 
����

λ < x, x >= λ̄ < x, x > .

+����� �	���� x �= 0! �����
��� λ = λ̄! ������ λ ∈ R#

;� �
��� ���� ��� 	� ������������� ���
����� ���� +�������
� ������ ����"
	�
��
�� ��'��� ���
�����	����! ������ �
� ��
��� �� '� ��'�� ����
�
 �� �

��� 	� ������������� ���
����� �����
� ������ ����	�
��
�� �������� ���*������
���
�����	���� @%�# 5�������	� ���� �
 J���� ,#,#:.#

������� �--�- ,-�� A $��� -������
� ������� ��� λ �= µ ����� ��� ������$�
�� �� ������#� ������������� x, y� 4
� 〈x, y〉 = 0

*�
���+�� /+�
��� Ax = λx! Ay = µy! λ �= µ# &�� �
 J���� 8#,#6 3. �����
���
〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉! ������ λ〈x, y〉 = µ̄〈x, y〉# &�� �
 ;������ 8#,#: ��
���
µ̄ = µ! 
���� (λ− µ)〈x, y〉 = 0# /&�� 〈x, y〉 = 0#

.��(�%�� �-

3# +*���	�� �
�
� ��� �
�� ������� ������� ����� �
������
� �F��� +������"
�
�#

A =
(

4 2 − i
2 + i 3

)
, B =

(
0 1
1 0

)
, C =

(
��θ −	��θ
	��θ ��θ

)
.

,# /+	� A ∈ Cν×ν # ���*�� ��� �
 λ ∈ C ����� ���
���� �
� A �� ��� ���
 ��
�
 λ̄ ����� ���
���� �
� A∗#

6# /+	� A ���� �
������
� �������# &�
���*�� �� �*��

i) �� Ā, At, A−1 ����� �
������
�#

ii) &� λ ����� ��� ���
���� �
� A! ����
1
λ̄
����� ��� ���
���� �
� A#

iii) |detA| = 1#

8# +*���	�� �
��� ��� ��� ������� ��
��	��� ����� 	 	���#

i) �
 �'�
�	�� ��
 +��������� ����� � ����� +���������#

ii) �
 �������
 ��
 +��������� ����� � ����� +���������#

iii) �
 �������
 ��
 +��������� ����� � A,B �
� ����
�
�
�� �� 	��	�
AB = BA ����� +���������#



�#� 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

iv) �
 �'�
�	�� ��
 �
������ � ����� � ����� �
������
�#

2# /+	� A ∈ Cν×ν ���
�
� �	�� A∗ = −A# &�
���*�� ��� �*�� ��
��	���#
i) >�'� ���
���� �
� A ����� ��� �
�$�� iµ! µ ∈ R#

ii) � ������� I +A ����� ����	���0��
�#

iii) � ������� (I −A)(I +A)−1 ����� �
������
�#

<# &�
���*�� �
 ����	��
$
 ��� 5����	�� 8#,#2! ������ �� |Ax| = |x| ���
��'� x ∈ Cν×1! ���� 
 A ����� �
������
�#

6�
���+�� &�������	��	�� �
 x �� x + y 
���� 〈Ax,Ay〉 + 〈Ay,Ax〉 =
〈x, y〉 + 〈y, x〉# ���� ��������� 	��	� ��������	��	�� �
 y �� iy 
����
−i〈Ax,Ay〉 + i〈Ay,Ax〉 = −i〈x, y〉 + i〈y, x〉# &�� ��� ��
 	��	��� ������
��� 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉 ��� ��'� x, y ∈ Cν×1# +$����	�� ��� 5����	�
8#,#8#

9# /+	� A ∈ Cν×ν ���� ������� ���
�
� �	�� 〈Ax, x〉 = 0 ��� ��'� x ∈ Cν×1#
&�
���*�� ��� A = 0#

6�
���+�� +$����	�� �� ��'
�
 ��� ������*�� ��� ��
��
������ �	��	��
��� �� ���*�� ��� 〈Ax, y〉 = 0 ��� ��'� x, y ∈ Cν×1#

��������� ( ����	�
��� �����	� 	�
�� ���������
�� ���'�
�� ��� ���"
'����# ������ ������� �� ��������� A ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� 〈Ax, x〉 = 0

��� ��'� x ∈ Rν×1# /+�� ���������� ����� 
 A =
(

0 −1
1 0

)
�
� �� ��"

����� 	���$�� ��'� �����	�� ���� 90◦#

:# &�
���*�� ��� �	��	� < ���	��
�
������ ��� �	��	� 9#

6�
���+�� |Ax| = |x| ��� ��'� x ∈ Cν×1 	������� ��� 〈(A∗A− I)x, x〉 = 0
��� ��'� x ∈ Cν×1# &�� ��� �	��	� 9! A∗A− I = 0#

=# /+	� A ∈ Rν×ν # &�
���*�� ��� �� 
A ����� �
������
�! ���� 	��(Ax,Ay) =
	��(x, y) ��� ��'� x, y ∈ Rν×1! ������ 
 A �������� � ����# +*���	�� ��
�	���� �
 ����	��
$
#

31# /+	� A ∈ Cν×ν ���� +��������� ������� ��� x ∈ Cν×1# &�
���*�� ��� ��
Akx = 0 ��� ���
�
 k ≥ 1! ���� Ax = 0#

33# E� %��'�� ���� �
������
� ������� �� ����� ������ ��
1√
6

1√
6

2√
6
#

6�
���+�� +$����	�� �� ��'
�
 Gram–Schmidt 	� ��� %�	� �
� R3 �
�

�������� �


(
1√
6
,

1√
6
,

2√
6

)
#
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#�� ���������!' *��������� ����%��

;� ��
���*
��� ��� �� ����� ��
����	���� ���
� �
� ��$����
�! ������ �� �*��
'� ������#

/%	���� �-�-�- "�� � �� -������
 ������ A �� �#�� ���������� ������� U
$���� %�� U−1AU = Λ� 
��� Λ ����� $��� ����%���� ��������
� ��������

/%	���� �-�-- "�� � �� ��������
 ��������
 ������ A �� �#�� ��������
�
� ���������� ������� P $���� %�� P−1AP = Λ� 
��� Λ ����� $��� ����%����
2��������
�3 ��������

�
��
��� ��� �
 ;������ 8#6#, ��� ����� ��
������ 	� �
� ;� �����
�
8#6#3! ����� 	�
 ;������ 8#6#, ���������� 
 P �� ����� ����������	 �������#

)�� ��� ��
���*��� �
� '� ��	
��� ��������	�� �
 J���� �
� Schur# 5����
��������
��� ��� ��������	�

�����(���� �-�-�-

3. �
 �������
 ��
 �
������ � @����	�
���! ����������� �
������ �. ����� �
����� �
������
� @����	�
���! ����������� �
������
�. �������#

,. &� U ∈ C(ν−1)×(ν−1) ����� �
������
� @����	�
���! ����������� �
������
�.

���� 


(
1 0
0 U

)
∈ Cν×ν ����� ���	�� �
������
� @����	�
���! �����������

�
������
�.#

*�
���+�� 3. /+	� ��� U1, U2 ∈ Cν×ν ����� �
������
�# ����

(U1U2)(U1U2)∗ = U1U2U
∗
2U

∗
1 = U1U

∗
1 = Iν .

,. /+�
���(
1 0
0 U

)(
1 0
0 U

)∗
=
(

1 0
0 U

)(
1 0
0 U∗

)
=
(

1 0
0 UU∗

)
= Iν .

6(��� �-�-� @Schur.-

i) ,-�� A ∈ Cν×ν� 4
� �� �#�� ���������� ������� U $���� %�� �
U−1AU �����  �� �������
��

ii) ,-�� A ∈ Rν×ν $���� %�� � �� ������	 �� ����� ��������
� �����
��
4
� �� �#�� ��������
� ���������� ������� P $���� %�� � P−1AP
�����  �� �������
��



�#+ 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

*�
���+�� i) ( ������*� ����� �����
�� �� ���� �
� ;� �����
� ,#6#6# ���$����
���
 	�
 ��� ������ �� �����
�
��	
��� ����� ��
�
��� �� �����*
��� �
� Ū
�� ����� �
������
�# &��$������
� 	��� ������*� �
� ;� �����
� ,#6#6! ����
�������������  � �*��# ���� ����� ������ ��� ������*�� ������
��� ��� ���
���"
��	�� u1 �� ���
� 3# +�������
��� �
 	��
�
 {u1} 	� ��� %�	� �
� Cν×1 
����
��� �
 ;������ 8#3#33 ������� 
�'
���
���� %�	� {u1, . . . , uν} �
� Cν # � ��"
����� U �
� 
������ 	��� 2 ������ ��� ������*�� ����� �
������
� 	��$ �� ��

�� 5����	� 8#,#9# ���
� 
 ������� Ū = U

(
1 0
0 U1

)
�
� 
������ 	��� �����

������ ��� �������� �������$
� ����� �
������
� ��� ��� 5�������	� 8#6#6#
ii) ( ������*� ����� �����
�� �� ���� �$
� �����
�
��	
��� ����� �������

���������� ���
�����	��# 5�������! �$
� A ∈ Rν×ν ��� �
 λ ∈ R ����� ���
���
����! �
 	�	���� (A− λI)x = 0 ���� ��	� �� x ∈ Rν×1#

���!�%����- /+	� A =
(

0 1
−1 2

)
# +*���	�� �� ������� ����������� �
"

������
� ������� P ���
�
� �	�� 
 P−1AP ����� �� ���� �����# E� ��
�
��	���
���� ���
�
� P �� �������#
�
 ���������	���� �
������
 �
� A ����� χA(x) = (x− 1)2! 
���� 
� ���
�����
�
� A ����� �����������# &�� �
 J���� �
� Schur ������� P �� ��� ��
������

���������# /+�� ���
�����	�� �
� A ���
�� 3 ����� �
 p1 =

(
1√
2

1√
2

)
# ��� 
�'
��"

�
���� %�	� �
� C2×1 �
� �������� �
 p1 ����� � {p1, p2} ��
� p2 =

(
1√
2−1√
2

)
# ;�"

�
���� U =

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
! *��
��� ��� 
 U−1AU ����� ��� �
�$��

(
1 ∗
0 1

)
#

�� ���*��� %��	�
��� U−1AU =
(

1 −2
0 1

)
#

&�
������
��� ���� �� ��
 '� ������ �
� �������	��� 	��� ���� ��� ��"
�����$
�

*�
���+� �� 8���	���� !����� /+	� A ���� +��������� �������# &�� �
 J��"
�� �
� Schur ������� �
������
� ������� U ���
�
� �	��

U−1AU = T

��
� 
 T ����� �� ���� �����# ������� (U−1AU)∗ = T ∗ ������ U∗A∗(U−1)∗ =
T ∗# +����� U∗ = U−1 ��� A∗ = A �����
���

U−1AU = T ∗.



$� � �������"�(� ,��������� ����&�� �#"

/&�� T = T ∗# +����� 
 T ����� �� ���� �����! 
 T ∗ ����� ��� ���� �����#
������� 
 T ����� �������
�# &�� �� 	��	� T = T ∗ 	��������
���! ���	��! ���

 T ����� ����������� �������#

'��%����- �
��
��� ��� 	�
 ��������
 %��� ��� ������� ������*�� ��%���
��� ��� ������*� ��� 
� ���
����� +�������
� ������ ����� ���������
� ���'�
�
@;������ 8#,#:.#

*�
���+� �� 8���	���� !����� ( ������*� ����� �����
�� �� ��� ��
��
�����
��� �$������ 	�� �	��	�#

+�� ��'���� �
 �������! �
'���
� ���� +�������
� ������ A ∈ Cν×ν ! ��
��
�
��	��� ���� �
������
� ������� U ���
�
� �	�� 
 U−1AU ����� �������
�#
/+�
���� ���0� ��� 5����	� ,#,#2 ��� ��� 5����	� 8#,#9! �
 ���%���� ���"
����� 	�
� ��
�
��	�� ���� 
�'
���
����� %�	�� �
� Cν×1# ������� �����
��
�
��
��� ��� ���
����� �
� A ��� ��� %�	� �
� Cν×1 �
� ��
�������� ���
���
�����	���� �
� A �� � ��'��� 	��� 5������$
�� ,#3 ��� ,#,# D��
��� ��� �"
��
�����	���� +�������
� ������ �
� ����	�
��
�� 	� ���$
������� ���
����� �����
��'��� ����*� �
�� @5����	� 8#,#=.# /&�� ��� �� ��
	��
��	
��� ��� 
�'
���
"
���� %�	� �
� Cν×1 �
� ��
�������� ��� ���
�����	����! ����� �� �$����	
��� ��
��'
�
 � � Gram–Schmidt 	� ��'� ����� �
 �
� A! ��� �� ���
��� ��� �� 	�
� � ������
�� 
�'
���
����� %�	� �# &� �
��� ��� 	������ ����������#

���!�%����- /+	� A =

⎛
⎝ 2 −1 1

−1 2 −1
1 −1 2

⎞
⎠# � A ����� ����������� 	����"

������ ������� 
���� ��� �
 ;������ 8#6#, ������� ����������� �
������
� P
���
�
� �	�� 
 U−1AU ����� �������
�# /+��� ���
�
� P ��
��� �� ��
�
��	���
 � �*��# �
 ���������	���� �
������
 �
� A ����� χA(x) = −(x− 4)(x − 1)2

��� 
� ���
����� �
� ����� λ1 = 4 ��� λ2 = 1# /+�� ���
�����	�� �
� ����	�
����

	��� ���
���� λ1 = 4 ����� �
 u1 =

⎛
⎝ 1

−1
1

⎞
⎠ ��� ��� %�	� �
� ���
���
� V (λ2)

����� � {u1, u2}! ��
� u2 =

⎛
⎝ 1

1
0

⎞
⎠! u3 =

⎛
⎝ 0

1
1

⎞
⎠# �� u1, u2, u3 ��
���
��

%�	� �
� R3×1# >��
���
�
������ �
 u1! '��
��� p1 =
u1

‖u1‖ =
1√
3

⎛
⎝ 1

−1
1

⎞
⎠#

+$����
���� �� ��'
�
 Gram–Schmidt 	�� u2, u3 %��	�
��� ��� ������� 



�#0 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��


�'
���
���� %�	� �
� ���
���
� V (λ2)!

p2 =

⎛
⎜⎝

1√
2

1√
2

0

⎞
⎟⎠ , p3 =

⎛
⎜⎝

− 1√
6

1√
6

2√
6

⎞
⎟⎠ .

������� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� R3×1 �
� ��
�������� ��� ���
�����	����
�
� A ����� � {p1, p2, p3}# ;� �
��� �
� ������ P �� 	����� �� p1, p2, p3

P =

⎛
⎜⎝

1√
3

1√
2

−1√
6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6

⎞
⎟⎠ .

&�� ��� 5����	� 8#,#9 
 P ����� �
������
�# /+�
��� P−1AP =

⎛
⎝ 4 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠#

���������  ������

��� 	������� '� ������	
��� �
 ���%���� �
� ���������	�
� � � ����� �
A ∈ Cν×ν ��� �
�� 
�
�
�� ������� �
������
� U ∈ Cν×ν ���
�
� �	�� 
 U−1AU
����� �������
�# D��
��� ��� 	�
�� ������� ���
�� 	���������%��
���� 
� +���"
����
� @;������ 8#6#3.! ���� '� �
��� ��� �����
�� ��� �
��
� ���
�#

)�� �� �*���	
��� �
 ������
 �
� ������
� 
��	�
�! �	� A ∈ Cν×ν !
U ∈ Cν×ν ! U �
������
�! ���
�
� �	�� U−1AU = Λ! ��
� Λ ����� �����"
��
�# ���� �����
��� (U−1AU)∗ = Λ∗ ��� ��� U∗A∗(U−1)∗ = Λ∗! ������!
U−1A∗U = Λ∗# +�
��� � ΛΛ∗ = (U−1AU)(U−1A∗U) = U−1AA∗U ���
Λ∗Λ = U−1A∗AU # ������� ��
���

AA∗ = U(ΛΛ∗)U−1

A∗A = U(Λ∗Λ)U−1.

+����� 
� ������� Λ,Λ∗ ����� �������
�! ��
��� ΛΛ∗ = Λ∗Λ ��� ���� 	�������
AA∗ = A∗A#
����$������ &� ��� �
� A ������� �
������
� U ���
�
� �	�� 
 U−1AU �����
�������
�! ���� 
 A 
$����� �� ����
�
��� �� 	��	� AA∗ = A∗A#

1������ �-�-#- ,-��� ������� A ∈ Cν×ν �$���� ���	����� �� AA∗ =
A∗A�

�����%������ �-�-+-



$� � �������"�(� ,��������� ����&�� �#�

3# >�'� +��������� ������� ����� ���
�����#

,# >�'� �
������
� ������� ����� ���
�����#

6# >�'� ������� A �
� ����
�
��� �� 	��	� A∗ = −A ����� ���
�����#

8# >�'� �������
� ������� ����� ���
�����#

2# � �������

(
1 1
i 3 + 2i

)
����� ���
����� ��� 


(
1 2
i 3 + 2i

)
��� �����#

���
��� ��� ������	� 	�
 ������� �
� '�	��� ����#

/%	���� �-�-"- ,-��� ������� A ∈ Cν×ν ����� �������
� �� ��� �
�� ��
�� �#�� ���������� ������� U ∈ Cν×ν $���� %�� � U−1AU ����� ����%�����

)�� ��� ������*� ��������	�� �
 ����
�'
 J����#

6(��� �-�-0- / ��  �� �������
� �������
� ������� ����� ����%�����

*�
���+�� /+	� T = (tij) ���� �� ���� ����� ���
����� �������# /+�
���
tij = 0 ��� ��'� i > j ��� ��� ����� �� ���*
��� ��� tij = 0 ��� ��'� i < j#
/+�
��� TT ∗ = T ∗T # A�
�
��
���� �
 �������
 	�
����
 	�� '�	� (i, i) � �

��
 ���
��� � �����
���
ν∑

j=1
tij t̄ij =

ν∑
k=1

t̄kitki ������
ν∑

j=1
|tij |2 =

ν∑
k=1

|tki|2#
+����� tij = 0 ��� ��'� i > j! �����
��� ��� �	������

|tii|2 + |tii+1|2 + · · · + |tiν |2 = |t1i|2 + |t2i|2 + · · · + |tii|2, i = 1, . . . , ν. @#.

;� ���*
��� �� ���� �� 	�
 i ��� tij = 0 ��� ��'� j > i# )�� i = 1! � �	�����
(#) ����� |t11|2 + |t12|2 + · · ·+ |t1ν |2 = |t11|2! 
���� ������ ��� t12 = t13 = · · · =
t1ν = 0# )�� �
 ���� ���� %���! �	� ��� t1j = t2j = · · · = ti−1j = 0 ��� ��'�
j > i− 1# &�� ��� (#) �����
���

|tii|2 + |tii+1|2 + · · · + |tiν |2 = |tii|2


���� tij = 0 ��� ��'� j > i#

*�
���+� �� 8���	���� !���(� /+	� ��� 
 A ����� ���
�����# &�� �
 J����
�
� Schur ������� �
������
� U ���
�
� �	�� 
 T = U−1AU ����� �� ���� ��"
���# � T ����� ���
�����# 5�������! ��
���

TT ∗ = (U−1AU)(U−1AU)∗ = (U−1AU)(U∗A∗(U−1)∗) = U−1AA∗U

��� �� �����
�
 ����

T ∗T = U−1A∗AU.



�+2 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

+����� AA∗ = A∗A! �����
��� TT ∗ = T ∗T # ������� 
 T ����� �� ���� �����
���
����� �������# &�� �
 J���� 8#6#:! 
 T ����� �������
�#

&���	��
$�! �	� ��� ������� �
������
� U ���
�
� 
 U−1AU ����� �������
�#
��� 	����� �
� ��
���'���� �
� ���	�
� 8#6#2 ������ ��� 
 A ����� ���
�����#

������� �-�-�- ,-�� A ∈ Cν×ν � 4
� �� �#�� �����������	 � �� �� Cν×1

��� ��������� ��
 ������������� �� A �� ��� �
�� �� � A ����� �������
��

�������
��� ��� �� ;� ������ 8#3#6 ��� 8#6#, �������� �� ��
�����
��  �
�
��	���� �
� ;� �����
� 8#6#: @%�# /&	��	� =.#

5���		����� ��� ���
���
�� ������� '� �
��� 	�
 >�$����
 2#

.��(�%�� �-�

3# E� %��'��! �� �������! ����������� �
������
� ������� P ���
�
� �	�� 


P−1AP ����� �� ���� �����! ��
� A =
(

7 −9
4 −5

)
#

,# E� %��'�� ���� �
������
� ������� U ���
�
� �	�� 
 U−1AU ����� �����"
��
� 	��� ����
�'�� �������	���

i) A =
(

2 1
1 2

)
! ii) A =

⎛
⎝ 2 1 1

1 2 1
1 1 2

⎞
⎠! iii) A =

(
2 3 − 3i

3 + 3i 5

)
#

6# +*���	�� �
��� ��� ��� ������� ��
��	��� ����� 	 	���

i) >�'� �� ���� ����� �
������
� ������� ����� �������
�#

ii) >�'� ����������� ������� A ∈ Rν×ν �
� ���� 
�'
���
���� ���
���"
��	���� �
� ��
���
�� %�	� �
� Rν×1 ����� 	����������#

iii) )�� ��'� �
������
 ������ A ������� �
������
� ������� U ���
�
�
�	�� 
 U−1AU ����� �������
�#

8# &�
���*�� ��� ��'� ����������� �
������
� ������� �
� 
�
�
� ���� 
�
���
����� ����� ����������� ����� 	����������#

2# ���*�� ��� ���� ������� A ∈ Cν×1 ����� ���
����� �� ��� ���
 �� |Ax| =
|A∗x| ��� ��'� x ∈ Cν×1# ����������� ��� � i ������ ��� � i 	���� ��'�
���
���
� ������ ��
�� �
 ���
 ���
�#

6�
���+�� &� |Ax| = |A∗x| ��� ��'� x! ���� 〈(AA∗ − A∗A)x, x〉 = 0 ���
��'� x# +$����	�� ��� /&	��	� 8#,#9#



$� � �������"�(� ,��������� ����&�� �+�

<# /+	� A ���� ���
����� �������# &�
���*�� �� �*��

i) � A ����� +��������� �� ��� ���
 �� ��'� ���
���� �
� ����� ������"
����� ���'���#

ii) � A ����� �
������
� �� ��� ���
 �� ��'� ���
���� �
� ���� ����
 1#

9# E� %��'
�� ��
� 
� ���
���
� �����
�����
� �������#

:# &�
���*�� ��� ���
�����	���� ���
���
� ������ �
� ����	�
��
�� 	� �����"
�������� ���
����� ����� ��'��� ����*� �
��#

=# &�
���*�� �� ;� ������ 8#6#3 ��� 8#6#,  � �
��	���� �
� ;� �����
�
8#6#9#

31# &�
���*�� ��� ������� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� C2×1 ��
���
����� ���

���
�����	���� �
� ������

(
1 i
α 1

)
�� ��� ���
 �� |α| = 1#



�+ 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

#�# (��������%&
 -��.&
 '�� Rν

���� �������$
 ���� '� �
��� ��� �$���
�� ��� )�������� /&���%��� 	�� ��"
���� �� ��������� �*�	�	� �# +��	�� '� ��*��
��	
��� �
�� ���������
��
	��������
�� �������  � ��
� �	
����� @;������ 8#33#2.#

��� ��'����� ��� ������! ��
��� �	�
��'�� �� ��
%������ �� � �
 ����"
��� #

=� ����� � ���0��	 ��� ���� �� �������� �������� ��� ���7��� ��
 ��
�+�����

7x2 − 6
√

3xy + 13y2 = 16. (1)

/+��� �
�0�� ����
� �����	�� ����� �� '�	
���

x =
√

3
2
X − 1

2
Y

y =
1
2
X +

√
3

2
Y


���� ���� ��� ���*��� �����	���
��� ��� � 	��	� @3. ����	���������� 	���

4X2 + 16Y 2 = 16. (2)

( @,. ����	�� ��� �����0�# &� '�	
���

P =

( √
3

2 −1
2

1
2

√
3

2

)
=
(
	��30◦ −��30◦
��30◦ 	��30◦

)
,

���� ��
��� (
x

y

)
= P

(
X

Y

)
. (3)

H� ��
� ��� ���
���� %�	� �
� R2! 
 ������� P ����	�
���� 	�� �������� ����"
����	� R2 → R2 �
� “	���$��” �
 ������
 ���� � ��� 30◦# &�� �� 	��	� @6.
	��������
��� ��� � ��
����� ���$��� ����	��	� �����



$�$� )��������&'� +�
'� (� Rν �+�

5������
��� ��� � ������� ��	� 	���	����� 	� ��� “����” ����
�� %�	�� �
�

R2! ������ ���

{(√
3

2
,
1
2

)
,

(
−1

2
,

√
3

2

)}
!  � ��
� ��� 
�
�� � ������ �*�	 	�

���%���� ��� “���
�	���� �
�$�”# ( 	��	� @,. '� ������ ���
�	���� ��� ���
@3. ����� ��� ���������� 
 ��
� XY #
��������� ��
 ���
�
 ��� 
�	��	���� ������� “� � 	��$'����� �� 	�������"
���� %�	� �
� R2 ” '� ������	
��� ������� #

1������ �-�-�- :�� ����������� �	� � �� Rν ����� ��� �����
����
q(x) : Rν×1 → R �� ���0	�

q(x) =
∑

1≤i≤j≤ν

αijxixj


��� αij ∈ R ��� x = (x1, . . . , xν)t ∈ Rν×1�

)�� ����������! 
� �����
��	��� 7x2
1 − 6

√
3x1x2 + 13x2

2! 5x2
1 −x2

2 ����� �����"
� ����� �
�$�� �
� R2! ���� � 7x2

1 − 6
√

3x1 + 13x2
2 ��� �����#

/+	� q(x) =
∑

1≤i≤j≤ν
αijxixj ��� ������ ���� �
�$� �
� Rν # ;��
����

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α11
α12

2
α13

2
· · · α1ν

2α12

2
α22

α23

2
· · · α2ν

2
###

###
###

α1ν

2
α2ν

2
α3ν

2
· · · ανν

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ Rν×ν

�������
��� ��� 
 ������� A ����� 	���������� ��� ������
� ��
���

q(x) = xtAx,

��
� x = (x1, . . . , xν)t ∈ Rν×1# +��
�� �����'������ ��� �� B ∈ Rν×ν �����
���� 	���������� ������� ���
�
� �	�� xtAx = xtBx ��� ��'� x ∈ Rn×1! ����
A = B# � A 
�
������ 
 ������	��	� ������� ��� q(x)# )�� ����������!

 ����	�
��
� ������� ��� ������ ����� �
�$�� 7x2

1 − 6
√

3x1x2 + 13x2
2 �
� R2

����� 


(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
#

��� ������ ���� �
�$� �
� Rν ��� �
�$��

q(x) = α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · · + ανx

2
ν



�+� 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

������� ����
��� ����������� �	� �# )�� ����������! �� 
 �������
Λ ∈ Rn×n ����� �������
� ���� � ������ ���� �
�$� xtΛx ����� ��������# 5���"

����! �� Λ =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠! ���� xtΛx = λ1x

2
1 + · · · + λνx

2
ν #

�����$ ����)���"�

/+	� P ∈ Rν×ν ���� ����	���0��
� �������# )�� ��'� x ∈ Rν×1 �������
�
������ x′ ∈ Rν×1 ���
�
 �	��

x = Px′.

/+	� q(x) = xtAx ��� ������ ���� �
�$� �
� Rν # 5������
��� ���

x′t(P tAP )x′ = xtAx = q(x) (4)

��� ��'� x ∈ Rν×1# ;� ���� ��� � ������ ���� �
�$� q′(x′) = x′t(P tAP )x′

��
������ ��� ��� q(x) �� ��� ������ ����%����� x = Px′#
)�� ����������! ��� ��� ������ ���� �
�$� �
� ���	���
� ���
�� ��� 	��	��

@3. ��
������ � ������ ���� �
�$� �
� ���	���
� ���
�� ��� @,. �� ��� ������
����%����� �
� ������� ��� ��� @6.#

���� 5������$
 8#6 ������ ��� ��� ��'� 	��������� ������ A ∈ Rν×ν �"
������ 
�'
����
� P ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� 
 ������� P−1AP ����� �������
�#
+����� 
 P ����� 
�'
����
�! ��
��� P−1 = P t# ������� �� q(x) = xtAx �����
��� ������ ���� �
�$�! ��
� A ∈ Rν×ν ����� ���� 	���������� �������! ����
������� 
�'
����
� ������� P ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� ��� ��'� x ∈ Rν×1!

x′t(P tAP )x′ = q(x),

��
� x = Px′! ��� 
 P tAP ����� �������
�# &� P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠!

����

x′t(P tAP )x′ = λ1(x′1)
2 + λ2(x′2)

2 + · · · + λν(x′ν)
2, (5)

��
� x′ = (x′1, . . . , x′ν)t# ( 	��	� @2. �	���� ��� ��'� x′ ∈ Rν×1! �$
� 

P ����� ����	���0��
�# /&�� ��
��� ��� ��� ��'� z = (z1, . . . , zν) ∈ Rν×1!
zt(P tAP )z = λ1z

2
1 + · · · + λνz

2
ν # ������� ��
��� �
 �*�� ��
����	��#

/%	���� �-�-- ,-�� A ∈ Rν×ν $��� ��������
� �������� 4
�



$�$� )��������&'� +�
'� (� Rν �+#

�� 6� �#�� $��� �����%���� ������� P ∈ Rν×ν $���� %�� � P tAP �����

����%����� P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1 0
� � �

0 λν

⎞
⎟⎠�

�� . ��������	 ���0	 ��� �������� ��
 �� q(x) = xtAx �� �� �����	
������%� x = Pz ����� �

λ1z
2
1 + λ2z

2
2 + · · · + λνz

2
ν .

�
��
��� ���! �� �
�� 	��%
��	�
�� �
� ��
��
����
� '� �����
�! 
�

λ1, . . . , λν ����� 
� ���
����� �
� A! �$
� 
A ����� ��
�
� �� �
�

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠

��'�� P−1AP = P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠#

�����%������ �-�-�-

3# &��$������
� 	�
 ���%���� �
� ������ 	��� ���� ����� ��� �������$
�!
��� �������� ������ ���� �
�$� �
� ����	�
���� 	��� 7x2

1−6
√

3x1x2+13x2
2

����� � 4z2
1 + 16z2

2 # 5�������! 
� ���
����� �
� ������

(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
����� 
� 4, 16#

��� ���� �������� ������ ���� �
�$� �
� ����	�
���� 	��� 7x2
1−6

√
3x1x2+

13x2
2 ����� � w

2
1 + w2

2# 5�������! ��

P t

(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
P =

(
4 0
0 16

)

���� ⎛
⎜⎝P

⎛
⎜⎝

1
2

0

0
1
4

⎞
⎟⎠
⎞
⎟⎠

t(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
P

⎛
⎜⎝

1
2

0

0
1
4

⎞
⎟⎠



�++ 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

=

⎛
⎜⎝

1
2

0

0
1
4

⎞
⎟⎠P t

(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
P

⎛
⎜⎝

1
2

0

0
1
4

⎞
⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

1
2

0

0
1
4

⎞
⎟⎠
(

4 0
0 16

)⎛⎜⎝
1
2

0

0
1
4

⎞
⎟⎠

=
(

1 0
0 1

)
.

,# ;� �
��� ��� ������ ���� �
�$�

q(x) = 4x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 − 4x1x3 − 4x2x3

�
� R3# ���� q(x) = xtAx! ��
�

A =

⎛
⎝ 4 0 −2

0 2 −2
−2 −2 3

⎞
⎠ .

�� ���
����� �
� A ����� 0, 3, 6# ������� ��� �������� ������ ���� �
�$�
�
� R3 �
� ����	�
���� 	��� q(x) ����� � 3z2

2 + 6z2
3 #

6# E� %��'�� ���� P ∈ R3×3 ��	� �	�� 
 ������� P tAP ����� �������
�! ��
�
A ����� 
 ������� �
� ��
��
����
� �����������
�#

+����� ��� 
� ���
����� �
� A ����� 
� 0, 3, 6# D��
��� ��� 	� �������������
���
����� ���� 	��������
� ������ ����	�
��
�� 
�'
����� ���
�����	��"
��  � ��
� �
 ���
���� �	 ������ �������
 �
� R3# �� ��
�
��	�
��
%��	�
��� ��� ����	�
��� ���
�����	���� ����� ��⎛

⎝ 1
2
2

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 2

−2
1

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 2

1
−2

⎞
⎠ .

�����
��� ��'��� ��� ���� �� �
 ����
 �
� ��� 	������
��� �
� ������

P =
1
3

⎛
⎝ 1 2 2

2 −2 1
2 1 −2

⎞
⎠ .

&���� ����� 
�'
����
�# /&�� P t = P−1# +����� 
 P ����� ������� �"
��
�����	��� � �
� ����	�
��
�� 	��� ���
����� 0, 3, 6 �� ��
��� ��� ���



$�$� )��������&'� +�
'� (� Rν �+"

5������$
 ,#, ���

P−1AP =

⎛
⎝ 0 0 0

0 3 0
0 0 6

⎞
⎠ .

/&�� P tAP =

⎛
⎝ 0 0 0

0 3 0
0 0 6

⎞
⎠#

�� ����� �
� ����
 ��
	��
��	��� �
� ������ P 	�
 ���%���� �
� ������
	��� ���� ����� ��� �������$
�#

*�"���� ��� Sylvester

/+	� q(x) = xtAx ��� ������ ���� �
�$� �
� Rν! ��
� 
 A ����� 	�������"
���# ���$ �� �� �
 ��
��
����
 '������! ������� ��� �������� ������ ����
�
�$� �
� ����	�
���� 	��� q(x)# /+	� 

d(z) = λ1z
2
1 + λ2z

2
2 + · · · + λνz

2
ν

��� ���
�� �������� ������ ���� �
�$�# )����� � d(z) �*������� ��� �
� ������

P 	�� 	��	� P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠# +��	�����
��� ��� �� λi ��� �����

������	���� 
� ���
����� �
� A! ����� ��� ��� �����
��� �� ����� 
 P 
�'
����
�#
���
���

rk(d(z)) = #{λi | λi �= 0}
sign(d(z)) = #{λi | λi > 0} − #{λi | λi < 0}.

)�� ����������! �	� � ������ ���� �
�$� �
� R3! d(z) = 5z2
1 −4z2

2 − z2
3 # ����

rk(d(z)) = 3 ��� sign(d(z)) = 1 − 2 = −1#

/%	���� �-�-� @Sylvester.- ,-�� q(x) = xtAx ��� ��������	 ���0	 ��
Rν � 
��� � A ����� ��������
�� ,-�� d1(z) = λ1z

2
1 + · · · + λνz

2
ν � d2(w) =

µ1w
2
1 +· · ·+µνw

2
ν ��� ����%���� ��������$� ���0$� ��� ������#��� �� q(x)�

4
�
rk(d1(z)) = rk(d2(w)) ��� sign(d1(z)) = sign(d2(w)).

*�
���+�� /+	� ��� � d1(z) ��
������ ��� ��� q(x) �� ��� ������ ����%�����
x = P1z ��� � d2(w) ��� ��� q(x) �� ��� ������ ����%����� x = P2w# ����

��
��� P t
1AP1 =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠ ��� P t

2AP2 =

⎛
⎜⎝

µ1 0
# # #

0 µν

⎞
⎟⎠#



�+0 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

/+�
��� ��� rk(d1(z)) ����� �	� �� ��� ��*� �
� ������

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠#

/&�� rk(d1(z)) = rk(P t
1AP1) = rkA �$
� 
 P1 ����� ����	���0��
�# /��
��!

rk(d2(w)) = rkA# /&�� rk(d1(z)) = rk(d2(w))#
/+	� r = rk(d1(z)) = rk(d2(w))# ? ��� %��%� ��� ����������� ��
�
���

�� ��
'�	
��� ���

d1(z) = λ1z
2
1 + · · · + λtz

2
t − λt+1z

2
t+1 − · · · − λrz

2
r ,

��
� λ1, . . . , λr > 0! ���

d2(w) = µ1w
2
1 + · · · + µsw

2
s − µs+1w

2
s+1 − · · · − µrw

2
r ,

��
� µ1, . . . , µr > 0# ;� ���*
��� ��� t = s#
A����
�� ����	���0��
� P1, P2 ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� x = P1z ��� x = P2w#

������� ⎛
⎜⎜⎜⎝

w1

w2
###
wν

⎞
⎟⎟⎟⎠ = P−1

2 P1

⎛
⎜⎜⎜⎝

z1
z2
###
zν

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

/+	� t > s# ;� �
��� �
 
�
����� �������� 	�	����

w1 = · · · = ws = zt+1 = · · · = zr = 0

	�
�� ����	�
�� z1, . . . , zν # �
 ���'
� � � �*�	�	� � �����

s+ (r − t) = r − (t− s) < r ≤ ν.

������� �
 	�	���� ���� �� �������� ��	�! �	� ���

z(0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z
(0)
1
###

z
(0)
(t)

0
###
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

/+�
���

d1(z(0)) = λ1(z
(0)
1 )2 + · · · + λt(z

(0)
t )2 > 0.



$�$� )��������&'� +�
'� (� Rν �+�

/+	� 

w(0) =

⎛
⎜⎝

w
(0)
1
###

w
(0)
ν

⎞
⎟⎠ = P−1

2 P1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z
(0)
1
###

z
(0)
(t)

0
###
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

?��	��
�
������ ��
 $
��� �� 	��	� @8. ��
��� d1(z) = ztP t
1AP1z = xtAx =

wtP t
2AP2w = d2(w)! ��
� x = P1z ��� x = P2w# +�
��� �

d1(z(0)) =d2(w(0))

=µ1(w
(0)
1 )2 + · · · + µs(w(0)

s )2 − µs+1(w
(0)
s+1)

2 − · · · − µr(w(0)
r )2

= − µs+1(w
(0)
s+1 − · · · − µr(w(0)

r )2

≤ 0,

�$
� w
(0)
1 = · · · = w

(0)
s = 0# &��� ����� ��
�
# /&�� t ≤ s# �� ����
�
 ����


��
���������� ��� t ≥ s ��� 	������ t = s#

/+	� q(x) = xtAx ��� ������ ���� �
�$� �
� Rν ��� d(z) = λ1z
2
1 + · · · +

λνz
2
ν ��� �������� ������ ���� �
�$� �
� Rν �
� ����	�
���� 	�� q(x)# ���$ ��

�� �
 '������ �
� Sylvester! �
 ���'
� � � �� ��������� λi ��� �*������� ���
�� d(z)# +����� �� ��� �
 ���'
� ���� �	
���� �� ��� ��*� �
� ������ A# �

���'
� ���� 
�
������ � ��� ��� ������ ����� �
�$�� q(x) ��� 	��%
������
�� rk(q(x))#

&�� �
 '������ �
� Sylvester ������ ��� ��� 
� ������
�

#{λi | λi > 0}, #{λi | λi < 0}

��� �*�������� ��� �� d(z)# ( �� ���$
��

#{λi | λi > 0} − #{λi | λi < 0}


�
������ � ��	��� � ��� q(x) ��� 	��%
������ �� sign(q(x)) � s(q(x))# �
������
� #{λi | λi > 0} 
�
������ 
 ������ ��� q(x) ��� 	��%
������ ��
i(q(x))#

���!�%����- )�� �� %�
��� ��� ��*�! ��� ��
���$� ��� �
 ������ ��� �����"
� ����� �
�$��

q(x) = x2
1 − 2x1x3 + x2

2 − 4x2x3



�"2 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

�
� R4! ����� �� %�
��� �� ���	��� � � ���
����� �
� 	��������
� ������

A =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0
0 1 2 0
1 2 1 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

�� ���
����� �
� A ����� 
� −4, 0, 1, 1# /&�� rk(q(x)) = 3! i(q(x)) = 2 ���
s(q(x)) = 2 − 1 = 1#

&�+������� ���������"�  ������ ��  ��� ��������

/+	� A ∈ Rν×ν ���� 	���������� �������# ( ��
���$� ��� ������ �����
�
�$�� q(x) = xtAx �
� Rν 
�
������ � ��
���$� �
� A ��� 	��%
������
s(A)# &���
�� 
��
��� �
 ������ i(A) �
� A �� ����� 
 ������
� i(q(x))#

/+	� A,B ∈ Rν×ν # ;� ���� ��� 
 A ����� ������	� �� �
� B �� �������
����	���0��
� P ∈ Rν×ν ���
�
� �	�� P tAP = B# +��
�� %���
��� ��� �
	��	� �
� 
������ ���

A ∼ B ⇔ 
 A ����� �	����
� �� �
� B

����� ��� 	��	� �	
�������� 	�
 Rν×ν # ���� ������ 	� �
� 
 A ����� �	����
�
�� �
� B! ��
�
��� �� ���� ��� 
� A,B ����� �	����
�#

)�� ����������! 
� �������

(
7 1
1 7

)
!

(
8 0
0 16

)
����� �	����
� �$
�

(
1 −1
1 1

)t( 7 1
1 7

)(
1 −1
1 1

)
=
(

8 0
0 6

)
.

+��	��! 
� �������

(
8 0
0 6

)
!

(
1 0
0 1

)
����� �	����
�! �$
�

⎛
⎜⎝

1√
8

0

0
1√
6

⎞
⎟⎠

t(
8 0
0 6

)⎛⎜⎝
1√
8

0

0
1√
6

⎞
⎟⎠ =

(
1 0
0 1

)
.

�� �������

(
8 0
0 6

)
!

(
1 0
0 −1

)
��� ����� �	����
� @�����B.

&��$������
� 	�
 ���%���� �
� ������ 	��� ���� ����� ��� �������$
�! 
�

�������

(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
!

(
4 0
0 16

)
����� �	����
� �$
�

P t

(
7 −3

√
3

−3
√

3 13

)
P =

(
4 0
0 16

)
.



$�$� )��������&'� +�
'� (� Rν �"�

+����� ���� ��� ��'� 	���������� ������� A ∈ Rν×ν ����� �	����
� �� ���� ���"
����
 ������# &� r = rkA! i = i(A) ��� s = s(A)# ;� �
��� ���� ��� 
 A �����
�	����
� �� �
� �������
 ������⎛

⎝ Ii
−Ii−s

0

⎞
⎠ . (7)

5�������! ��� �
 ;������ 8#8#, ������� ������� P ∈ Rν×ν ���
�
� �	��

P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠ . (8)

&�� ��� /&	��	� < ��
�
��� �� ��
'�	
��� ��� �� λi ����� ��	� ������������
�	�� 	�� 	��	� @:. �� ��
���

λ1 > 0, . . . , λi > 0
λi+1 < 0, . . . , λr < 0
λr+1 = · · · = λν = 0.

;� �
��� �
� �������
 ������

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
λ1

# # #
1√
λi

1√−λi+1
# # #

1√−λr
1

# # #

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ Rν×ν .

����

(PB)tAPB = Bt(P tAP )B = Bt

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠B =

⎛
⎝ Ii

−Ii−s

0

⎞
⎠ .



�" 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

&�
���*��� ��� ��'� ����������� 	��������� ������� ����� �	����
� �� ����

������ ��� �
�$��

⎛
⎝ Ii

−Ii−s

0

⎞
⎠#

/%	���� �-�-#-

i) / �� ��������
� ������� A ∈ Rν×ν ����� ��
���� �� �� ������

⎛
⎝ Ii

−Ii−s

0

⎞
⎠


��� i = i(A) ����� � ������ �� A ��� s = sign(A) ����� � ������0	 ��
A�

ii) ,-�� A,B ∈ Rν×ν ��� ���������� �������� 4
� �� A,B ����� ��
����
�� ��� �
��� ��

rkA = rkB ��� sign(A) = sign(B).

*�
���+�� i) &��� ���� ��
����'�� 	�� 	����� �
� ��
���'���� �
� '� �����
�#
ii) /+	� ��� 
� A,B ����� �	����
�# &�� �� 	��	� B = P tAP ! ��
� P ����	���"
0��
�! 	��������
��� ��� rkA = rkB#

A������ ��� �������� ������ ���� �
�$� �
� ����	�
���� ��� 	��� ������ "
���� �
�$� xtAx ��� 	��� xtBx @ � ��
� ��� ������� ����%�����.# 5�������!
*��
��� ��� 
 A ����� �	����
� �� ���� �������
 ������ D ��� ��� ������� �"
���	���0��
� Q �� QtDQ = A# ( �������� ������ ���� �
�$� q(z) = ztDz
��
$���� ����	�
���� 	��� ������ ���� �
�$� xtAx# ( ztDz ����	�
���� ���
	��� xtBx! �$
�

xtBx = xtP tAPx = xtP tQtDQPx = (QPx)tD(QPx).

/&�� sign(A) = sign(q(z)) = sign(B)
&���	��
$�! �	� rkA = rkB = r ��� sign(A) = sign(B) = s# &�� �
 i)

�
� '� �����
� 	��������
��� ��� 
� A,B ����� �	����
�#

+����� ��
��� rk(A) = i(A) + (i(A) − s(A)) = 2i(A) − s(A) �����
���
���	� �
 �*�� ����	��#

������� �-�-+- ,-�� A,B ∈ Rν×ν ��� ���������� �������� 4� ��
�����
����� ����������



$�$� )��������&'� +�
'� (� Rν �"�

�3 9� A,B ����� ��
�����

�3 ;�#��� rkA = rkB ��� sign(A) = sign(B)�

�3 ;�#��� rkA = rkB ��� i(A) = i(B)�

!3 ;�#��� sign(A) = sign(B) ��� i(A) = i(B)�

�����%������-

3# >�'� 2 × 2 ����������� 	���������� ������� ����� �	����
� �� ����%��
���� ��� �
�� ������� �������(

0 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)
,

( −1 0
0 0

)
(

1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

( −1 0
0 −1

)
.

,# /+	� 

A =

⎛
⎝ 1 1 3

−1 2 1
3 1 1

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 1 2 1

2 3 2
1 2 1

⎞
⎠ , C =

⎛
⎝ 1 0 1

0 1 2
1 2 1

⎞
⎠ .

�� ���
����� �����

A : 1, 1,−24
B : 1,−1,−1
C : 1, 1,−4


���� rk(A) = rk(B) = rk(C) = 3 ��� i(A) = 2! i(B) = 1! i(C) = 2#

/&�� 
� A ��� C ����� �	����
� ��� 
 B ��� ����� �	����
� �� �
� A � �
� C#

.��(�%�� �-�

3# )�� ��'� ��� ��� ��� ������� ������ ����� �
�$�� �� %��'�� ��� ����"
	�
��� �������� ������ ���� �
�$�#

i) 5x2
1 + 4x1x2 + 2x2

2 �
� R2#

ii) 2x2
1 − 6x1x2 + 5x2

2 − 2x2x3 + 2x2
3 �
� R3#

,# )�� ��'� ��� ��� �
�� ������� 	��������
�� ������� �� %��'�� ����

�'
����
� P ��	� �	�� 
 P tAP ����� �������
�



�"� 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

i) A =
(

5 2
2 2

)

ii) B =

⎛
⎝ 2 3 0

3 5 −1
0 −1 2

⎞
⎠#

6# i) +*���	�� �� 
� �������
(

4
√

3√
3 6

)
!

(
2 4
4 5

)
����� �	����
�#

ii) ��	�� ��� ���������� ��
 ����� � �
� ����� �	����
� ���� ��� ��
�
�#

iii) &�
���*�� ��� ��
 ��
�
� 	��������
� ���������
� ������� ����� �	���"
�
�#

8# /+	� q(x) = xtAx ��� ������ ���� �
�$� �
� Rν ! ��
� 
 A ����� 	����"
������ �������# &�
���*�� ���! �� q(x) ≥ 0 ��� ��'� x ∈ Rν×1! ���� ��'�
���
���� �
� A ����� �� ��������#

2# i) /+	� A =
(

3 −1
−1 3

)
! E� %��'�� ���� 
�'
����
� ������� P

���
�
� �	�� 
 P tAP ����� �������
�#

ii) E� ����� � ���$��� ����	��	� ��� �������� �������� �
� 
������
��� ��� �*�	 	� 3x2 + 3y2 − 2xy − 2 = 0#

<# /+	� 

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠!
⎛
⎜⎝

µ1 0
# # #

0 µν

⎞
⎟⎠ ∈ Rν×ν ��
 �������
� �������

���
�
� �	�� ������� ��� ����'�	� σ � � 3!,!###!n ��	� �	�� ��� ��'� i!
��
��� µσ(i) = λi# &�
���*�� ��� 
� ������� ���
� ����� �	����
�#

9# /+	� A,B ∈ Rν×ν # �� A,B ���
���� �	����
� ��� �
� C �� �������
����	���0��
� P ∈ Cν×ν ���
�
� �	�� B = P tAP # &�
���*�� ��� ��

	��������
� A,B ∈ Rν×ν ����� �	����
� ��� �
� C �� ��� ���
 �� rkA =
rkB#



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �"#

#�0 *��.�����
 ����&��� 1�/���� �%������
 (��

�&
 ������,'���

��� 	�������� �� ������� �$���
�� ��� '� ���� � � ������ ����� �
�$��
����� � ��*�����	� � � ���$������ ������
� %�'�
� ���� +��������
� ���
� Rν #
&��� ������������� �� ��� ����	� ���� ���������� %�	�� �
� Rν  � ��
� ���

�
�� � ���$����� 
������ ��� ��� ���� �*�	 	�#

1������ �-#-�- 4� ������ �� ������� (x1, . . . , xν) ∈ Rν ��� �����������
��� �+����� �� ���0	�

ν∑
i,j=1

αijxixj + 2
∑

βixi + γ = 0 @3.

���� 7��� ��� ����� ������	� ����	� 
��� �� �������$� αij, βi ��� γ
����� ������� ���������� ������� ��� ��#��� αij = αji i, j = 1, 2, . . . , ν�

;��
���� A = (αij)! β = (β1, . . . , βν)t ��� x = (x1, . . . , xν)t! � �*�	 	� @3.
���$���� 	� �
�$� ����� �  �

xtAx+ 2βtx+ γ = 0.

+����� 
 ������� A ����� 	���������� � 	������	� q(x) = xtAx ����� ��� �����"
� ���� �
�$�#

���$ �� �� �
 ;������ 8#8#,! ��� ���� ������� ����%����� x = Py! ��
�
P ����� ���� 
�'
����
� ������� ���
�
� �	��

P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1

# # #

λν

⎞
⎟⎠ ,

� �*�	 	� @3. ��
��� �� ���$��  �

λ1y
2
1 + · · · + λρy

2
ρ + 2δ1y1 + · · · + 2δνyν + γ = 0 @,.

��
� 
� λ1, · · · , λρ ����� 
� ���$
��� �
� ������� ���
����� �
� ������ A ���
(δ1, . . . , δν) = βtP # ���������
���� �� ������ �� 	��� �*�	 	� @,.  � ��
�
��� 	������������ y1, . . . , yρ! ������������ ���

λiy
2
i + 2δiyi = λi

(
yi +

δi
λi

)2

− δ2i
λi
,



�"+ 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

�����
��� ��� �*�	 	�

λ1z
2
1 + · · · + λρz

2
ρ + 2δρ+1 + · · · + 2δνzν + ε = 0 @6.

��
� zi = yi+
δi
λi
! i = 1, . . . , ρ! zi = yi! i = ρ+1, . . . , ν ��� ε = γ− δ21

λ1
−· · ·− δ2ρ

λρ
#

�������
��� ��� � ������ ��� 	������������ yi 	�� 	����������� zi �	
�������

�� ��� ��������	� �
� 	����
� (0, . . . , 0) 	�
 	����

(

0, . . . ,− δi
λi
, . . . , 0

)
# &�

����� ρ = ν � �� ��
� 
� 	������	��� δρ+1, . . . , δν ����� ����� ���� � �*�	 	�

λ1z
2
1 + · · · + λρz

2
ρ + ε = 0 @8.


�
������ ���	���� ������ ���� ��� ������ �� �����	# &� 	K ����
��� �*�	 	� ����� ρ = ν � ���$����� 
�
������ � �� ������� ��� �� �����
ρ < ν � ���$����� 
�
������ �� �������# ��� �� ��$���	���� ���$����� ��
�����
 ������� ������ ��� ����� �� �����	 �� ����� ε �= 0! ��� �� ε = 0
������� ������ ��� �����#
A�
'��
��� ���� ��� �
�����	�
� ���� ��� �
�� 	������	��� δρ+1, δρ+2, . . . , δν

��� �*�	 	�� @6. ��� ����� ����� ��� '� �
��� �
 
�'
����
 	������ �� W
�
� ��
���
� �
� Rν �
� ���� %�	� �� 
�'
���
���� �����	���� (1, 0, . . . , 0),

(0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) ��� −1
τ
(0, 0, . . . , 0, δr+1, δr+2, . . . , δν)!

��
� τ =
√
δ2r+1 + δ2r+2 + · · · + δ2ν # /+	� Q ���� ������� ��� �
�$��

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0
# # #

0 1 − 1
τ δρ+1 − 1

τ δρ+2 · · · 1
τ δν

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��
� �� 	�
����� 	� ��'� ��� ��� ��� ������� ρ+2, ρ+3, . . . , ρν ����� 
� 	���	��"
	�� � � �����	��� � ���� 
�'
���
����� %�	�� �
� ��
���
� W # � �������
Q ����� 
�'
����
� ��'�� �
 �'�
�	�� � � �������� � � � 	�
���� � ��'�
������� ����� �	
 �� 3# +$����
���� ��� ������ ����%����� z = Qtw @
����
w = Qz.! ������ ��� ��������	��	� � � z1, z2, . . . , zν �� ��� 	���	��	��

w1 = z1, w2 = z2, . . . , wρ = zρ, wρ+1 = −1
τ
(δρ+1zρ+1 + · · · + δνzν), wρ+2 = · · ·

� �*�	 	� @6. ���%���� �� �
�$�

λ1w
2
1 + · · · + λρw

2
ρ = 2τwρ+1 − ε.



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �""

&� ε �= 0! ���� �� ��� ����� ��������
 ��������	�

t1 = w1, . . . , tρ = wρ, tρ+1 = wρ+1 − ε

2τ

�����
��� ��� �*�	 	�

λ1t
2
1 + · · · + λρt

2
ρ = 2τtρ+1 @2.

� 
�
�� 
�
������ � ���	���� ������ ���� ��� ������ ����� ���
���	#

� ��
��
����
� ���� ��	��� � � ���$������ 	� ���$������ �� �����
 ���
� ��� �����
 �*�������  � �*��#

1������ �-#-- ,-�� ������ κ = (κ1, κ2, . . . , κν) ���� ���0 ����� ���$���
������ �$�� 
� ����� $�� �$��� �� ���0 ����� �� ��� � �� ������ ζ = (ζ1, . . . , ζν)
∈ Rν ��� � ����� � ������ (κ1 +ζ1, . . . , κν +ζν) ��	��� ��� ���0 ���� 
� ���
� ��������
 �� ���� � κ ������ (κ1−ζ1, . . . , κν −ζν) ��	��� ��� ���0 �����

)�� ����������! ��� ���$����� �� ���
���� �*�	 	� @8. ���� �����
 ��'�
	����
 �
� 
�
�
� 
� ρ ������ 	���	��	�� ����� �����! �$
� �� �
 	����

(0 + ζ1, . . . , 0 + ζρ, . . . , κν + ζν) ������ 	��� ���$����� �
 ���
 	��%����� ���
��� �
 	����
 (0 − ζ1, . . . , 0 − ζρ, . . . , κν − ζν)# ����	�� �	���� �
 �*��#

/%	���� �-#-�- :�� ���0 ���� �� �������	 �+����� 2!3 ��� $#��  ��� �$���
��
� �� ������� �� ������ �� ��%�� ρ �����%��� ��� ����� ���$��

*�
���+�� /+	� (κ1, . . . , κν) ��� �����
 ���� ���$������ �� �*�	 	� @8.# ����!
��� �
� ���	�� 8#2#,! ��
������ ��� �� �	����

λ1(κ1 + ζ1)2 + · · · + λρ(κρ + ζρ)2 + ε = 0 @<.

���	�� �	����

λ1(κ1 − ζ1)2 + · · · + λρ(κρ − ζρ)2 + ε = 0. @9.

&$�������� ��� ��� @<. ��� @9. �����
��� �� 	��	�

λ1κ1ζ1 + · · · + λρκρζρ = 0. @:.

&� �� � �
 	����
 (κ1 + ζ1, . . . , κν + ζν) ����
�
��� ��� @<. ���� ��
$����
��� �
 	����
 (−(κ1 + ζ1), (κ2 + ζ2), . . . , (κν + ζν)) ����
�
��� ��� @<.# &���
−κ1 − ζ1 = κ1 + (−2κ1 − ζ1) 
���� ��� ��� @:. ��
��� �� 	��	�

λ1κ1(−2κ1 − ζ1) + λ2κ2ζ2 + · · · + λρκρζρ = 0



�"0 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

��� 
�
�� �$�������� ��� ��� @:. �����
��� �� 	��	�

λ1κ1(κ1 + ζ1) = 0.

��� ��
��� �� ����� κ1 �= 0! ����� ���$
������ '� ������ �� ����� κ1 = −ζ1# &���
��� �� ��
��
����� �	��
�� �� ���� �
� ζ1 '�	
��� −ζ1! 
���� ��
��� ���	��
−κ1 = −ζ1 ��� ��� κ1 = 0 �
� ���������� 	��� ���'�	� κ1 �= 0# +���� �
����
κ1 = 0# �� �
� ���
 ����
 ��
���������� ��� κ2 = κ3 = · · · = κρ = 0#

��
� ���	���	���
 +��������
 ���
 R3 ��
��� ��� �*�� �������	���#

�� �� ��$���	����� ���	��� ���$������ �� �����
 ��
�� ���
���� �*�	 	�
��� �
�$��

λ1z
2
1 + λ2z

2
2 + λ3z

2
3 + ε = 0

��
� λ1 �= 0! λ2 �= 0! λ3 �= 0 ��� ε �= 0#
&��'������ ��� 	���	��	�� ��	� �	�� 
� '����
� ��
� �� ��$���
���� ����
�!

�����
��� ��� �������� ��		���� �������	���

z2
1

a2
1

− z2
2

a2
2

− z2
3

a2
3

= 1 (��� �
 ����%
�
�����)

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

− z2
3

a2
3

= 1 (�
��� �
 ����%
�
�����)

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

+
z2
3

a2
3

= 1 (�����0
�����).

A������ ��� � ������ 	�

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

+
z2
3

a2
3

= −1

�
� ���� ����������� ��	��� ��� ��K ���� ���� ��� ����	�� ��� $����	���� ���$�"

����# �� ���'�
� αi =

√∣∣∣∣ ελi

∣∣∣∣ 
�
��
���� ����*
��� � � ���$������#
)�� ��� � ����� ���$������ ��
��� ��� �������	���

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

− z2
3

a2
3

= 0 (����������� ���
�)

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

+
z2
3

a2
3

= 0 (�
 	����
 (0, 0, 0)).



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �"�

)�� ��� ��$���	����� ���$������ �� �����
! � ��*�����	� ��	 � � ���
�����
�*�	�	��� � � ����� � �*��# )�� ρ = 2 ��
���

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

= 1 (����������� �������
�)

z2
1

a2
1

− z2
2

a2
2

= 1 (����%
����� �������
�)

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

= 0 (
 �*
��� z3)

z2
1

a2
1

− z2
2

a2
2

= 0 (��
 ��������� �������)

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

= −1 ($����	���� ���$�����).

)�� ρ = 1 ��
���

z2
1

a2
1

= 1 (��
 ��������� �������)

z2
1

a2
1

= 0 (�
 ������
 z1 = 0)

z2
1

a2
1

= −1 (��
 $����	���� �������).

�� ���$������ ������
� %�'�
� � ��� �����
! ��� ρ = 2! ��
�� �*�	 	� ��� ���
��� �������� �
�$��

t21
α1

+
t22
α2

= 2t3 (���������� ����%
�
����� ��� �������

����%
�
����� �� α1 = α2)

t21
α1

− t22
α2

= 2t3 (����%
���� ����%
�
�����)

��
� α1α2 > 0# )�� ρ = 1! ��
������ ��� �*�	 	� ��� �
�$��

t21
α1

= 2t3 (����%
����� �������
�).

��
� +��������
 ���
 R2 
� ���$������ �
� 
��
���� ��� �*�	�	��� ��� �
�$��
@3.  � �� 	��� 
�
��
���� �������� ������
� %�'�
�# ��� �� ��$���	����



�02 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

���	�� ������� ������
� %�'�
� �� �����
 ����  � ���
���� �*�	 	� ��� ���
��� �������� �
�$��

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

= 1 (�����0�)

z2
1

a2
1

− z2
2

a2
2

= 1 (����%
��)

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

= −1 ($����	���� �������).

&� ε = 0 ���� ��
���

z2
1

a2
1

+
z2
2

a2
2

= 0 (�
 	����
 (0, 0))

z2
1

a2
1

− z2
2

a2
2

= 0 (��
 ��'���� �
� ����
���� 	�
 (0, 0)).

)�� ��� ��$���	����� �������� �� �����
 ��
��� ��� �������	���

z2
1

a2
1

= 1
z2
1

a2
1

= 0 ���
z2
1

a2
1

= −1

�
� ����	�
�� ��
 ���������� ��'����! �
� �*
�� z2 ��� ��
 $����	����� �����"
����� ��'����! ����	�
���# ���
� ��
��� ��� �*�	 	�

z2
1

a2
1

= 2z2

�
� ����	�� ��� ����%
�� ��� ����� � ���� ������� ������
� %�'�
� � ��� ��"
���
#

�����%������-

3# ;� �
��� ��� �*�	 	�

x2 − 4xy + 3y2 − 6 = 0

�
� 
���� ��� ������� 	�
 R2# &��� ��
��� �� ���$��� 	� �
�$� ����� �
 �

(x, y)
(

1 −2
−2 3

)(
x
y

)
− 6 = 0.



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �0�

�
 ���������	���� �
������
 �
� ������ A =
(

1 −2
−2 3

)
����� λ2 −

4λ− 1 �
� ���� ��� ���� λ1 = 2 −√
5 ��� λ2 = 2 +

√
5# ���$ �� �� ���

5����	� 8#,#= �� ���
�����	���� �
� ����	�
��
�� 	��� λ1 ����� 
�'
�����
��
� ��'� ���
�����	�� �
� ����	�
���� 	��� λ2# ��� ��	� ��� �*�	 	��((

1 −2
−2 3

)
−
(
λ1 0
0 λ1

))(
x
y

)
=
(

0 0
0 0

)

@������ ��� ���
�����	�� �
� ����	�
���� 	��� λ1. ����� �
(
x1

y1

)
=
(

2
−1 +

√
5

)
.

/+�� �� ���
�����	�� �
� ����	�
���� 	��� λ2 ����� �
(
x2

y2

)
=
(

1 − 2
√

5
2

)
.

)�� ��� ������ ����%����� '� �
��� �
� 
�'
����
 ������ P �
� 
�
	����� �
� ����� 
� 	���	��	�� � � 
�'
�
������ � �����	��� �

1√
x2

1 + y2
1

(
x1

y1

)
���

1√
x2

2 + y2
2

(
x2

y2

)
,

������

P =
1√

10 − 2
√

5

(
2 −1 +

√
5

1 −√
5 2

)
.

+���� ��

P tAP =
(

2 −√
5 0

0 2 +
√

5

)
.

/+�	� � �*�	 	� ��� �������� ���%���� ��� �*�� �
�$�!  � ��
� ��� ������
����%����� �
� 
������ ��� �
� P !

(2 −
√

5)x2 + 2(+
√

5)y2 − 6 = 0

�

− x2

6/(
√

5 − 2)
+

y2

6/(2 +
√

5)
= 1

�
� ����	�� ����%
��#



�0 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

,# &� ��
	��
��	
��� �
 ���
� ��� ���$������ �
� 
������ ��� ��� �*�	 	�

3x2 + 2y2 + 4z2 + 4xy + 4xz − 1 = 0

� 	� �
�$� ����� �

(x, y, z)

⎛
⎝ 3 2 2

2 2 0
2 0 4

⎞
⎠
⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠− 1 = 0.

�� ���
����� �
� ������ A =

⎛
⎝ 3 2 2

2 2 0
2 0 4

⎞
⎠ ����� 
� λ1 = 0! λ2 = 3 ���

λ3 = 6 �
� ����� 
� ���� �
� ���������	���
� �
�� ���
� λ(λ2−9λ+18)
�
� A# /��
�� ���
�����	���� ��� �� �����*
��� ��� ��� ��'� ���
���

�
� ����	�
���� 	��� ���
���� λi! i = 1, 2, 3 ��� ��
 '� ����� 
�'
�����# �

�'
����
� ������� P ����� 


1
3

⎛
⎝ −2 1 2

−2 2 1
−1 −2 2

⎞
⎠

�
� ����� ��� ������ ����%�����

x =
2
3
x′ +

1
3
y′ +

2
3
z′

y = − 2
3
x′ +

2
3
y′ +

1
3
z′

z = − 1
3
x′ − 2

3
y′ +

2
3
z′

��� ��� 
�
�� � �*�	 	� ������� ��� ���
���� �
�$�

3y′2 + 6z′2 − 1 = 0

�
� ����	�� ���������� �������
#

6# /+	� � �*�	 	� 4x2 + 4y2 + 4z2 − 4xy + 8xz − 4yz − 12x + 6z = 0# �
����	�
��
� ������� ��� ������ ����� �
�$�� ����� 


A =

⎛
⎝ 4 −2 4

−2 1 −2
4 −2 4

⎞
⎠ .



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �0�

�� ���
����� �
� ����� 
� λ1 = 9 ��� λ2 = 0 ��
� � λ2 ���� �
���"
������� ��
# � ���
���
� �
� ����	�
���� 	��� λ2 ���� ���	��	� ��


��� ��� %�	� �
� ����� �
 	��
�


⎧⎨
⎩
⎛
⎝ 0

1
1
2

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1

0
−1

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ ��� 
�
�� 
�"

'
���
���
�
�
��� �� �� ��'
�
 Gram–Schmidt ��� �����
��� �� %�"

	�

⎧⎨
⎩ 2√

5

⎛
⎝ 0

1
1
2

⎞
⎠ ,

5
3
√

5

⎛
⎝ 1

2
5

−4
5

⎞
⎠
⎫⎬
⎭# �� �����	���� ���� ����� 
�'
�����

��
� �
 ���
�����	��

⎛
⎝ 2

3
−1

3
1
3

⎞
⎠ �
� ����	�
���� 	��� ���
���� λ1# /+�	� 



�'
����
� �������

P =

⎛
⎜⎝

2
3 0 5

3
√

5

−1
3

2√
5

2
3
√

5
2
3

1√
5

− 4
3
√

5

⎞
⎟⎠

����� �� ���� �
�
��	� �
� A

P tAP =

⎛
⎝ 9 0 0

0 0 0
0 0 0

⎞
⎠ .

( �� �*�	 	� ����	���������� �� ��� ������ ����%����� ��	 �
� P
	��� �*�	 	�

(x′y′z′)P tAP

⎛
⎝ x′

y′

z′

⎞
⎠+(−12.−12, 6)P

⎛
⎝ x′

y′

z′

⎞
⎠ = 9x′2+

18√
5
y′− 4√

5
z′ = 0.

;� �
��� ���� ��� ������ ����%�����

⎛
⎝ x′

y′

z′

⎞
⎠ = Q

⎛
⎝ x′′

y′′

z′′

⎞
⎠ �
� 
���"

��� ��� �
� ������

Q =

⎛
⎜⎝

1 0 0
0 − 9√

85
2√
85

0 2√
85

9√
85

⎞
⎟⎠ ,

������ x′′, y′′ = − 9√
85
y′ +

2√
85
z′ ��� z′′ =

2√
85
y′ +

9√
85
z′# /+�	� �

�*�	 	� ����	���������� 	���

9x′′2 = 2
√

17y′′



�0� 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

�
� ����	�� ����%
���� �������
#

��������� &���� ,�����$����

��� ���� 	�������� �$���
�� � � ������ ����� �
�$�� ����� 
 ��'
��	��� � �
�
����� ���
��� � 	���� � ���� ����������� 	������	��#

A���'���
��� ��� ��� ���������� 	������	� ���� ����%����� y = f(x) ����
��� ������� ������	 "�������	# 	�
 	����
 x = α �� f(x) − f(α) < 0
(f(x)− f(α) > 0) ��� ��'� x �
� %��	����� �
��� 	�
 α @������ 	� ��� ����
��
�
� α.# �K ���� ��� ������ 	� ���� ��� � f(x) ���� ��� ������� ���� 	�

α# )�� �� %�
��� ���� �� 	����� @�� �����
��.! ��
	��
��
��� �� �������
����� ��� f(x)! ������ �� 	����� ��� �� 
�
�� � ����� �
� f ′(x) = 0 � ��
	����� ��
� � f ′(x) ��� �������# �������
��� ��� �� 	����� ��� �� 
�
�� ��
���
f ′(x) = 0 ����� ������ ��
� � �$���
���� ��� �������� f(x) ����� 
�������# &�
	�
 	����
 α ��
��� f ′(α) = 0! ���� 	��� ������ 	� �
� � ������� ����� �
�
f ′′(α) < 0 (f ′′(α) > 0)! � f(x) ���
�	���� 	������ ����	�
 @�����	�
. 	�

	����
 α# �� ���$
������ ������ 	�! ������ �� f ′′(α) = 0! ���� �*���
��� ���
�����! ������� �#�#�# ����� �
 ��� f(x) 	�
 α#

( ������ ��� 	������$
��� ���� ����������� 	������	�� �
���� ����%��"
��� ������� �� �����
�
 ����
#
/+	� x = (x1, . . . , xν)t ∈ Rν # ��� 	������	� y = f(x) ���
�	�����������

������	 "�������	# 	����
 α ∈ Rν ! �� f(x) − f(α) < 0 (f(x) − f(α) > 0)
��� ��'� x 	� ��� ����
�� �
� α# &���� 
� ����� ��� f(x) 
�
��
���� �����
����� �����# )�� �
� ��'
��	�� � � 	���� � α @�� �����
��. ��
� � f(x)
���
�	���� ��������� �����! �������� �
 �$���
������ ������
 ��� ���$������
y = f(x) 	�
 	����
 x = α# �
 “ gradient” ��� f(x) 	�
 α ����� �
 �����	��

∇f(α) = (f1(α), . . . , fν(α))

��
� fi =
∂f

∂xi
����� � ������ ����� �
� ��� f  � ��
� xi! i = 1, . . . , ν# (

�*�	 	� �
� �$���
�����
� ������
� 	�
 x = α ����� �

y = f(α) + ∇f(α)(x− α).

/�� � 	��� ������ 	� ��� ��� 	������	��� ���� ����%�����! ��� �� ���	��� 	�����
��
	��
��
���� ��� �
 “ gradient”# /+�� ������	 ����	 α ��� f(x) �����
���� ��� �
 
�
�
 ∇f(α) = 0! ������ �
 �$���
������ ������
 	�
 	����
 α
����� 
������
#

( 	������$
�� ��� f(x) 	� ��� ���	��
 	����
 ��
��� �� ������'�� ���	��
"
�
������ �� '� ��� � � ������ ����� �
�$��#



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �0#

A�
'��
��� ��� 	� ��� ����
�� �
� α �
 '������ �
� Taylor �	���� ��� ���
y = f(x)! ������! ��
���

f(x) = f(α) + ∇f(α)(x− α) +
1
2
(x− α)tH(x− α) +R(x, α)

��
� H ����� 
 �������

H =

⎛
⎜⎝

f11(α)f12(α) · · · f1ν(α)
###
fν1(α)fν2(α) · · · fνν(α)

⎞
⎟⎠

�� 	�
����� ��� ����� 	�
 α � � �������� ��*�� ������� ������� � fij =
∂f

∂xi∂xj

��� f  � ��
� xi ��� xj ! i, j = 1, 2, . . . , ν! ��� R(x, α) ����� 
 ��
� ��

| R(x, α) |
‖x− α‖2

→ 0 �� x→ α.

@�������
��� ��� ��� '� �
��� �
� Rν  � +��������
 ���
 �� �
 	���'�	���

�	 ������ �������
.#

� ������� H 
�
������ ������� �
� Hess @� 
 Hessian �������. ���
	������	�� f : Rν → R# � ������� ����� ��'
���� �� 	������$
�� ��� f 	K
��� ���	��
 	����
 α# +$�	
� �
 α ����� ��� ���	��
 	����
 ��
��� ∇f(α) = 0
���

f(x) − f(α) =
1
2
(x− α)tH(x− α) +R(x, α).

&��� �
� ������ �� �*���	
��� 	��� ������ 	� ���� ����� �
 ���	��
 �
� f(x)−
f(α) ��� ��'� x �
��� 	�
 α#

&� f(x) − f(α) < 0! ��� ��'� x �
��� 	�
 α! ���� � f '� ���� ��� 	������
����	�
 	�
 α#

&� f(x) − f(α) > 0! ��� ��'� x �
��� 	�
 α! ���� � f '� ���� ��� 	������
�����	�
 	�
 α#

&� f(x)−f(α) < 0! ��� ������ x �
��� 	�
 α ��� f(x)−f(α) > 0 ��� ������
x �
��� 	�
 α ���� '� ���� ��� �
 α ����� ��� 	�������� 	����
 ��� f #

�������
��� ��� ��'�� x → α � R(x, α) → 0! 	������ �� (x − α)t

H(x − α) �= 0! ��'�� �
 x → α! ���� 
 ��
� R(x, α) ��� �������� �
 	�"
���
 ��� f(x) − f(α) ���� �
 x → α# &� �� � (x − α)tH(x − α) = 0! ����
��� ��
�
��� �� ��
$��'
��� ��� �
 	����
 ��� f(x)− f(α) ���� x→ α! �����
���� '� �*������� ��� �
� ��
 R(x, α) �
� ����� ��� 	�� � 	������$
�� �
�#

���
0�
���� �
���� ��
���-



�0+ 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

&� (x− α)tH(x− α) < 0! x→ α! ���� � f ���
�	���� 	������ ����	�
#

&� (x− α)tH(x− α) > 0! x→ α! ���� � f ���
�	���� 	������ �����	�
#

&� (x− α)tH(x− α)! ������� '������ ��� ��������� ����� ��'�� x→ α ����
�
 α ����� ��� 	�������� 	����
 ��� f #

&� (x− α)tH(x− α) = 0! x→ α! ���� ��� ��
�
��� �� ��
$��'
��� ��� ��
	������$
�� ��� f #

���!�%����- ;� �
��� �� 	������	�

f(x) = x2
1 − x1x2 + x2

2 + 2x1 + 2x2 − 4.

����
∇f(x) = (2x1 − x2 + 2, 2x2 − x1 + 2)

��� ��� ��� �*�	 	� ∇f(x) = 0 ��
������ ��� �
 	����
 α = (−2,−2) ����� �

���
 ���	��
 	����
# +��	�� ��
���

f11(α) = 2, f12(α) = f21(α) = −1 ��� f22(α) = 2.

/+�	� ��
���

1
2
(x−α)tH(x−α) = x2

1+x
2
2−x1x2−(2α1−α2)x1−(2α2−α1)x2+α2

1+α
2
2−α1α2.

J�� � � �
���� ����
��� �
� x �
��� 	�
 α! ����� ��	�
�
 �� ��
$��'
���
��� �
 	����
 ����� ��� �
	������ ���� �
 x → α# &��� �� � ��
��� ��
��
	��
��	'�� ������������ ��� 
 ������� H �
� Hess ����� 	���������� ��� ���
� �
	����� ztHz = q(z)! ��
� z = (x − α) �= 0! ����� ��� ������ ���� �
�$�#
�������

&� q(z) < 0! ��� ��� �� z! ���� ������� ��� 	������ ����	�
 	�
 α#

&� q(z) > 0! ��� ��� �� z! ���� ������� ��� 	������ �����	�
 	�
 α#

&� q(z) �= 0! ��� ��� �� z ���� ��� ���� 	��'��� 	����
! ���� �
 α ����� ���
	�������� 	����
 ��� f #

&� q(z) = 0! ��� ���
�
 z! ���� ��� ��
�
��� �� ��
$��'
���#

�� ����� ������ ��
��
������ �������	��� ����� 
� 
��	�
� ���� ������� 	�
������� ������ ����� �
�$��! ���� ������ 	������� ������ ����� �
�"
$�� ��� ���� ������� 	������� ������ ����� �
�$�� ����	�
���#



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �0"

��
 ��
��
����
 5��������� 
 ������� ��� q(z) ����� 


H =
(

2 −1
−1 2

)
.

���$ �� �� �
 ;������ 8#8#, ������� 
�'
����
� ������� P ��	� �	�� �$��"
��
���� ��� ������ ����%����� z = Py! � q(z) ������� ��� ������ ���� �
�$�
d(y) = ytDy ��
� D ����� ���� �������
� ������� �� �������� 	�
����� ��� �"
��
����� �
� H# �� ���
����� �
� H ����� 
� 3 ��� 6 ��� H = PDP−1 ��
�

P =
(

1 1
1 −1

)
��� D =

(
1 0
0 3

)
# &� y = (y1, y2)t! ���� ytDy = y2

1 + 3y2
2

�
� ����� '����� ��� ��'� y1 ��� y2! ������ ��� ��'� y# /+�	� q(z) > 0! ���
��'� z @������ � q(z) ����� '����� 
��	���� ������ ���� �
�$�.! ��� ��� �
f(x) = x2

1 − x1x2 + x2
2 + 2x1 + 2x2 − 4 ���
�	���� ��� 	������ �����	�
 	�


	����
 α = (−2, 2)#
&�� �� ��
��
����� %���
��� ��� ����� 	�����
 �� %�
��� �������� �
� ��

��'
��
�� ���� ��� ������ ���� �
�$� ����� '����� � �������� 
��	����# /+��
���
�
 �������
 ��
������ ��� �
 ;������ 8#8#,#

����(��� �- ��� ������ ���� �
�$� q : Rν → R! q(x) = xtAx! ����� '�����
@��������. 
��	���� �� ��� ���
 �� ���� 
� ���
����� �
� A ����� '������ @������"
���.# ( q ����� ����	�� 
��	���� �� ��� ���
 �� 
 A ���� '������ ��� ���������
���
�����#

*�
���+�� A�
'��
��� ���  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� � q ���� �� �
�$�

q(x) = λ1x
2
1 + · · · + λνx

2
ν

��
� ���� 
� ���
����� λ1, . . . , λν �
� A ����� '������# ���� ��
$���� q(x) > 0
��� ��'� 0 �= x ∈ Rn# &���	��
$�! �� q(x) > 0! ��� ��� �� x �= 0! �� ��
�
"
��	
��� ��� ���� q(vi)! i = 1, . . . , ν! ��
� {v1, v2, . . . , vν} ����� � 
�'
���
����
%�	�# /+�
��� q(vi) = λi > 0! i = 1, . . . , ν#

/��
�� ������*� ��
��� ��� ��� �������� ��� ����	�� 
��	����� ������ �����
�
�$��#

����(��� -(Sylvester) ;� �
��� ��� 
��
�	��

∆1 = α11,∆2 =
∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ , . . . ,∆ν =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 α12 · · · α1ν

α21 α22 · · · α2ν
###

###
###

###
αν1 αν2 · · · ανν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



�00 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

��
� A = (αij)#
��� ������ ���� �
�$� q : Rν → R! q(x) = xtAx �����

�. ;����� 
��	���� �� ��� ���
 ��

∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆ν > 0.

%. &������� 
��	���� �� ��� ���
 ��

∆1 < 0,∆2 > 0,∆3 < 0,∆4 > 0, . . . .

*�
���+�� A�
'��
��� ��� q(x) > 0 ��� ��� �� x �= 0# 5���� �����
��� ���

∆ν > 0# /+�
��� P tAP = D =

⎛
⎜⎝

λ1 0
# # #

0 λν

⎞
⎟⎠ , ��
� P 
�'
����
� ���

λ1, . . . , λν 
� ���
����� �
� A# /&��

(detP )2 detA = det(P tAP ) = λ1λ2 · · ·λν > 0

�$
� ��� �
 ��
��
����
 �������
 ���� 
� λi ����� '������# +����� (detP )2 > 0
������ detA = ∆ν > 0# )�� �� ���*
��� ��� � ∆k > 0 '� �
��� �
 ���
 Rk

�
� �
� �����
��� �� �
� ���� �
 �
� Rν �
� ��
�������� ��� �� �����	����
x = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)t# ���� � ������ ���� �
�$� q′ : Rk → R! q′(x) =
xtA′x = xtAx!

A′ =

⎛
⎜⎝

α11 α12 · · · α1k
###
αk1 αk2 · · · αkk

⎞
⎟⎠

����� '����� 
��	���� ��� ��� ������ detA′ = ∆k > 0# &���	��
$�! �	� P ����

�'
����
� ������� ��� �
� 
�
�
 ��
���

P tAP =

⎛
⎜⎝

λ1

# # #

λν

⎞
⎟⎠


���� ∆1 = λ1,∆2 = λ1λ2, . . . ,∆ν = λ1 · · ·λν @%���� /&	��	� ,#3#3<.# /&�� ��
∆i > 0! i = 1, . . . , ν ���� ���� 
� λi ����� '������ ��� ��� � q(x) ����� '�����

��	����! �� ∆i < 0 ��� ������� i ��� ∆i > 0 ��� ����
 i! ���� ��� �� λi �����
�������� ��� � q(x) ����� �������� 
��	����#

���!�%����- E� %��'�� ��� 	����
 (α1, . . . , αν) ∈ Rν ���
�
 �	�� �
 �'�
�"
	�� � � �������� � � � ��
	��	� � ���
� ��� ρ 	����� (x11, . . . , x1ν), . . . ,



$�/� ,��
������ ����'�� 0�.��� �&������� )��'� ������-(��� �0�

(xρ1, . . . , xρν) �� ����� �����	�
# ������ �����
��� �
 �����	�
 ��� 	������"
	��

f(x1, . . . , xν) = [(x1−x11)2+· · ·+(xν−x2
1ν)]+· · ·+[(x1−xρ1)2+· · ·+(xν−xρν)2].

�� ������ ��� �������� ��*�� ������� ����� �
� ��� f �����

f1 = 2ρx1 − 2(x11 + · · · + xρ1)
f2 = 2ρx2 − 2(x12 + · · · + xρ2)
###

fν = 2ρxν − 2(x1ν + · · · + xρν)
f11 = f22 = · · · = fνν = 2ρ
fij = 0 i �= j.

�� fi! i = 1, . . . , ν ������
���� ���
 	�
 	����
 α = (α1, α2, . . . , αν) �� αi =
x1i + · · · xρi

ρ
! i = 1, . . . , ν#

������� 
 ������� �
� Hess ���� �� �
�$�

H =

⎛
⎜⎜⎜⎝

2ρ 0 · · · 0
0 2ρ · · · 0
###
0 0 · · · 2ρ

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

+���� �� ∆1 = 2ρ > 0,∆2 =
∣∣∣∣ 2ρ 0

0 2ρ

∣∣∣∣ = 4ρ2 > 0, . . . ,∆ν = (2ρ)ν > 0#

/&�� � ������ ���� �
�$� �
� ����	�
���� 	�
� H ����� '����� 
��	����! 
����
� 	������	� f ���� 	������ �����	�
 	�
 	����
 α#

.��(�%�� �-#

3# E� ��'
��	��� �
 ���
� � � �*�� ���$������ ������
� %�'�
�

i) x2 + 2x2
2 + x2

3 − 8x1 + 4x2 − 4x3 + 21 = 0

ii) x2
1 + 4x2

2 − x2
3 − 6x1 − 24x2 − 50 = 0

iii) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x3 + 12x1x3 + 12x2x3 − 6x1 − 8x2 − 54x3 = 0#

,# E� %��'
�� ��� �� 	������ �������� ��� �� 	����� ������ � � �*�� 	�"
�����	� �#

i) f(x) = x2
1 + x1x2 + x2

2 + 3x1 − 3x2 + 4



��2 	�
���� $� �������"�(� ,��������� ����&��

ii) f(x) = x2
1 + x1x2 + 3x1 + 2x2 + 5

iii) f(x) = x3
1 − x3

2 − 2x1x2 + 6

iv) f(x) = 6x2
1 − 2x3

1 + 3x2
2 + 6x1x2#



�������� �

������������! $���� ��
"�������� ��������

/�� � ��� 	�� ��
��
����� ��$����� �� F '� 	��%
��
��� �
 	��
�
 � �
����������� ���'��� R � �
 	��
�
 � � ��������� ���'��� C# /+	� V ����
�����	������� ���
� ��� �
� F ������	����� ���	��	���# ( �
�� �
� V ! �����
����! ��'
��	'��� ��� ��� ���	'�	� � � �����	��� � �
� V ��� �
 %�'� ��
�������
 ���� 	�
����
� �
� F ��� ��� �����	��# H� %�	��� ������
 ��� ����
�� �
�� ��
��� �� '� ��'�� �
 	��
�
 � � �����	��� � �
� ������
�! ������

 �����	������� ���
� R2 ��� �
� R# A����
�� �� � ���
��� �
� ��
�� �����
��� �� �����	���� �
� ������
� ���� ��� ��
�� 
��	'��! 	�� ��
��
����� ��$�"
����! ��� ��� �����
 �����	������ ���
# ���
��� ���
��� ����� ���� �
� ���
��
���� �����	���
� ��� � � ��� ����*� ��
 ������ � �����	��� � ��	 � � 
�
�"
 � '����������� � +��������� )� ������# +���� �� 	��! ���� '� �
 �
��� ���
���	 � ��
 ��� ! ��� ����� 
� ��
 ���
��� ��
�
�� �� 
��	'
�� �� �� %
�'���
�
� �� 	�
� �	 �����
� ���
���
� ��
 �����	��� � �
� R2#

�� ���� �
 >�$����
 '� '� ��	
��� �	 ������ �������� 
������� ��� ����
�����
� �����	�����
� ���
� V ��� '� �*���	
��� ��� ��������� � � �����	��� �
�
� V  � ��
� ��� ���
�
 �	 ������ �������
# �� ��
 	�������� ��
����	����
�� � �$
�
�� �� ������ 
��	��� � 
��
������� ��������� �����
��	� � �
� V

� 
�
��� ���������
���� ��� �
 �	 ������ �������
 �
� 
������ ��� �
� V #

� +1"�� �� ���	���
���� ����� �� �� ��#��!�
�� �����������& ���
���&� 2���	���
����
����� ������& ���
���& ��"�
�!�
�� ��� ������,��
�� �	��#& �
�� �	���
������ ���"	���
)���
�& ��� 
�& ���
�
�& 
#� ���#� �����������& ���
���& �� ���!�	� ��� 
�	& ����	&
������& ���
���&�

3=3



�� 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

0�� *'�����%� $�������

���� 5������$
 8#, ������ ��� �� ���
���� �	 ������ �������� 	�
 Rn ��� Cn

����
�
�
�� ��� ���������
3. < v,w >= < w, v >!
,. < λv,w >= λ < v,w >!
6. < v + w, u >=< v, u > + < w,u >!
8. �� v �= 0! ���� < v, v >> 0! ��
� v,w, u ∈ Fn ��� λ ∈ F @F = R � C.#
/+	� V ���� �����	������� ���
� ��� �
� F # ���
��� ���� �
 ������


��	�� ���� �	 �����
� ���
���
� ��� ���� ���
� V #

1������ #-�-�- ,-�� ��������� �������	 ��� �� V ����� ��� �����
����
��
 � ��������
 ���
���� V × V �� ������ F � �� ��	 �� ������ ��
�������$�� 7����� (v,w), v, w ∈ V ���	��� �� �������7���� �� < v,w >�
$��� %�� ��	 �� ���������� �� �+	� ���
���

1) < v,w >= < w, v >

2) < λv,w >= λ < v,w >

3) < v + w, u >=< v, u > + < w,u >

4) < v, v >> 0� ��� � �� v �= 0�


��� v,w, u ∈ V ��� λ ∈ F �

J��� �� ��� 
 V ����� ���� ������������� �
�	� �� ��������� ���
�����	# &� �
 	��
�
 F ����� 
� ���������
� ���'�
� @����	�
��� 
� �������
�
���'�
�. ���� 
 V ������� ����������� @����	�
��� ���������. $������
���	� �
�	�#

&�� ��� ��������� 3. ��� ,. ��
������ ���! ��� λ, µ ∈ F ! �	����

< λv, µw >= λ < v, µw >= λ < µw, v >= λµ < w, v > = λµ̄ < v,w >,

������
< λv, µw >= λµ̄ < v,w > .

/��
��! ��� ��� 3. ��� 6. ��
������ ���

< v,w + u >=< w + u, v >=< w, v > + < u, v >=< v,w > + < v, u > .

)�����! ��
��� ��� �	�����〈∑
λivi,

∑
µkwk

〉
=
∑∑

λiµ̄k < vi, wk > .



/��� ,(�����&� %������� ���

+��	�� �������
��� ��� ����� < v, v >∈ R ��� ��� � 8. ���� �����#
��� ���� �������� �
� ��
������ ��� �
� 
��	�� ����� ��� < 0, v >=

< v, 0 >= 0! ��� ��'� v ∈ V ! �$
� < w − w, v >=< w, v > − < w, v >= 0#

�����%������-

3# &� λ1, λ2, . . . , λn ����� '����
� ���������
� ���'�
�! ���� ���
�� ��
������
��� � ��������	�

< , >: Fn × Fn −→ F,

��
� < (α1, α2, . . . , αn), (β1, . . . , βn) >=
n∑

i=1
λiαiβ̄i ����� ��� �	 ������

�������
 ��� �
� Fn# )�� λ1 = λ2 = · · · = λn = 1 �����
��� �
 ���
����
�	 ������ �������
 (∗∗)#

,# &� V ����� ���� ���
� �� �	 ������ �������
< , > ��� λ ����� ���� '������
����������� ���'��� ���� ��'�� λ < v,w >=< λv,w > ��� ��'� v ∈ V

����� ��� �
�$�� λ

(
1
λ
v

)
= λv′! 
 V ����� ���	�� ���� ���
� �� �	 ������

�������
 �
 λ < , ># +��	�� ���
�� ��
������ ��� �� < , >1 ��� < , >2

����� ��
 �	 ������ �������� ��� ���� ���
� V ���� ��� �
 < , >1 + < , >2

����� ��� �	 ������ �������
 ��� �
� V ! ��
� � ���� �
� < , >1 + < , >2

	�
 (v,w) ∈ V ×V ����� � < v,w >1 + < v,w >2# 5�
	
��! � “���$
��”
< , >1 − < , >2 ��� ����� ��� �	 ������ �������
 @�����B.#

6# ( ��������	� < , >: R2 → R! ��
� < (α1, α2), (β1, β2) >= α1β1−α2β1−
α1β2 + 2α2β2 ����� ��� �	 ������ �������
 ��� �
� R2! ��'�� ��
���! ���
����������!

< (α1, α2), (β1, β2) >= β1α1−β1α2−β2α1+2β2α2 =< (β1, β2), (α1, α2) >!

< (α1, α2), (α1, α2) >= (α1 − α2)2 + α2
2 > 0 ��� (α1, α2) �= 0#

�� ����� ��������� �����'��
���� �� ����� ���*���#

8# ;� �
��� �
 ���
 Rn[x] �� � � � �
�� ��� � ���� ����%����� �� 	�"
�����	��� ��� �
 R %�'�
� �
 �
�� n# /+�	� ��
��� ��� dimRn[x] = n+1#
)�� ��
 �
������� f(x), g(x) ∈ Rn[x] 
��
���

< f(x), g(x) >=

1∫
0

f(x)g(x)dx =
k∑

i=0

m∑
j=0

αiβj

i+ j + 1

��
� f(x) =
k∑

i=0
αix

i! αk �= 0 ��� g(x) =
m∑

j=0
βjx

j ! βm �= 0#



��� 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

+��
�� ��
������ ��� �
 < , >: Rn[x] × Rn[x] → R ����� ��� �	 ������
�������
# G��K ������! � �������� 8. �	���� �$
�

< f(x), f(x) >=
k∑

i=0

α2
i

2i+ 1
+ 2

∑
0≤i<j≤k

αiαj

i+ j + 1
=

1∫
0

f(x)2dx ≥ 0

��� ����� ����� ���
� ���� ��� �� αi = 0! ������ f(x) = 0# �� �����
��������� ��
����
�� ��� ��� %�	���� ��������� ��� 
�
���� 	��#

�$��� �����������

/+	� V ���� �����	������� ���
� ��� �
� F �
� ���� ��� �	 ������ �������

< ,>: V × V → F # ���
��� �
 ���	� �
� v ∈ V ! �
� '� 	��%
��
��� ��
‖v‖!  � �� �� �������� ������ ���� ��� �
� < v, v >! ������

‖v‖ =
√
< v, v >.

������� �
 ���
 �����	�� �
� ���� ���
� ����� ����� �
 �������� �����	��!
������ ‖v‖ = 0 �� ��� ���
� �� v = 0# +��	�� ��� ��'� λ ∈ F ��� v ∈ V �	����

‖λv‖ =
√
< λv, λv > =

√
λλ̄ < v, v > =| λ | ‖v‖.

G��K ������! 	�
 ��
��
����
 ���������� 3! �
 ���
� ���� �����	���
�
(α1, α2, . . . , αn) ����� � ������ ���� ���

√
λ1 | α1 |2 + · · · + λn | αn |2! ��� �


���
� ���� �����	���
� (α1, α2) �
� �����������
� 6 �����
√

(α1 − α2)2 + α2
2#

���� ���� ��� ��� �����	�� v ����� �����	��
� ��� ���
 �����	�� w � ���
�� v ��� w ����� ������ ������ �	�� �� < v,w >= < w, v > = 0 @
����
��� < w, v >= 0.# 5�
$���� �
 �������� �����	�� ����� ��'��
 ��
� ��'�
�����	�� ��� ����� �
 ���
 �����	�� �
� ���� ���� ��� �������� @�����B.# �� ����
��� ���
�� ��� ��'�������� ��
�
��� �� �������	
��� 	� ���
�� �� �	 ������
�������
 
��	���� '� ������ ��� 	�
������
�� �� �������# /+�� ��� ���� �����
�
 �� 	��! ��� �
�����	�
� ,211 ������! 5�'������
 ;������#

/%	���� #-�- @�
� 5�'�����.- *� v1 ��� v2 ����� ��� � ��� ���+� ���
��������� ��
� #%��� V �� �������
 ���
���� 
� ‖v1+v2‖2 = ‖v1‖2+‖v2‖2�
"����
���� �� v1, v2, . . . , vn ����� ��������� �� V �� ��� � ��� ���+� ���

�

‖v1 + · · · + vn‖2 = ‖v1‖2 + · · · + ‖vn‖2.

*�
���+�� &�� ��� ���'�	� ��
��� < v1, v2 >= 0! 
���� ‖v1 + v2‖2 =
< v1 + v2, v1 + v2 >=< v1, v1 > + < v1, v2 > + < v2, v1 > + < v2, v2 >=



/��� ,(�����&� %������� ��#

‖v1‖2 + ‖v2‖2! �$
� < v2, v1 >=< v1, v2 >= 0# ��� ���� �$���
�� ��� ��"
'�������� ���� ��� 	� n ��� ��
 ��'��� �����	���� ����� �� ������ �
�$� �
�
5�'������
� ;� �����
�#

�����(����- &� ��� ��
 �����	���� v1, v2 ∈ V �	���� ‖v1 + v2‖2 = ‖v1‖2 +
‖v2‖2 ���� ��� 	������� ��� �� �����	���� ����� ��'��� ����*� �
�� ���� ��� �

�'�
�	�� < v1, v2 > + < v2, v1 >=< v1, v2 > + < v1, v2 >= 0! ������ ���
�
 ���������� ���
� �
� �������
� ���'�
� < v1, v2 > ����� �����# ������� �

5�'������
 ;������ �	���� �� ��� ���
� �� �
 ���������� ���
� �
� �	 �����
�
���
���
� ��
 �����	��� � ����� �����# /&�� 	� ���� ���������� +��������

���
 ��
 �����	���� v1, v2 ����� ��'��� ����*� �
�� �� ��� ���
� �� ‖v1+v2‖2 =
‖v1‖2 + ‖v2‖2#

���� 5������$
 8#3 ������ ��� �
 �	 ������ �������
 ��
 �����	��� � α ���
β �
� R2 
������ �� ���
�
 ����
 ��	� �	�� �
 	������
�
 ��� � ���� ����*� �
�

α ��� β �� �����
α, β

‖α‖‖β‖ ! 	������ � ������
� ���� �
�
(α, β)
‖α‖‖β‖ ����� ���������

� �	� �
� 1# �
 ���
 �	���� ������ 	� 
�
�
���
�� ���
 �� �	 ������ �������
#

/%	���� #-�-� @.
������� ��
 Cauchy-Schwarz8- *� v1, v2 ∈ V �

�

|< v1, v2 >|≤ ‖v1‖‖v2‖,

��� � ��
�� ��#��� �� ��� �
��� �� � v1 ��� v2 ����� ������� �+����$���
�����	 � $�� ����� ������� ��� ��  �����

*�
���+�� ( ������*� ����� � ���� �� ���� �
� ;� �����
� 8#3#<

���!�%����- &� v1 = (α1, . . . , αn)! v2 = (β1, . . . , βn) ∈ Cn! ���� ��
���∣∣∣∑αiβ̄i

∣∣∣ ≤√| α1 |2 + · · ·+ | αn |2
√

| β1 |2 + · · ·+ | βn |2.

�������(�%��-

3# &� 
 ���
� V ����� ���� ����������� +��������
� ���
� ���� � ���	���"
�� � � Cauchy-Schwarz ������� ���! �� v1 ��� v2 ����� ��
 ��"��������
�����	����! �	����

−1 ≤ < v1, v2 >

‖v1‖‖v2‖ ≤ 1.

������� ������� ���� @�
�������. ����������� ���'��� θ! 0 ≤ θ ≤ π
���
�
� �	��

	��θ =
< v1, v2 >

‖v1‖‖v2‖ .



��+ 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

�
� ���'�� ����� θ �
 ���� � ����� ����*� � � v1 ��� v2# )�� ����������!

�� �� v1 ��� v2 ����� ��'��� ����*� �
�� ���� 	��θ = 0! 
���� θ =
π

2
# &�

�� �����	���� v1 ��� v2 ����� �������� �*��������! �	� v1 = λv2! ����
��� λ > 0 ��
��� 	��θ = 1! 
���� θ = 0! ��� ��� λ < 0! 	��θ = −1!

���� θ = π# ���� � �*�	 	�

< v1 − v2, v1 − v2 > = ‖v1‖2 + ‖v2‖2 − 2 < v1, v2 >

= ‖v1‖2 + ‖v2‖2 − 2‖v1‖‖v2‖	��θ

��$���� �
 �� 	�� ���	 ��� ����������#

,# ��
�� �������
�� +��������
�� ���
�� � ���
�� ��� � ���� ��� 
������#

)� ��
��� ��� ��� ��
 �������
�� ���'�
�� z1, z2 �	���� | z1 + z2 |≤
| z1 | + | z2 |# ?��	��
�
������ ��� ���	����� � � Cauchy-Schwarz '�
���*
��� ���� ��� � ���� ���	����� �	���� ������ 	� ��'� ���
 �� �	 ������
�������
# ��%���! 	�� 	�
������� �� ������ ����� �� 	�� ��� �
 �'�
�	��
� � ����� � � ��
 ������� ���� ������
� ����� ���������
 � �	
 �
�
���
�� ��� ������ ������� �
� ������
�# )�� �
 ���
 ���� � ��������
���� ������� ��������� ������� � �������� #

������� #-�-� @;����
��( .
�������8- *� v1, v2 ∈ V 
�

‖v1 + v2‖ ≤ ‖v1‖ + ‖v2‖.

*�
���+�� /+�
���

‖v1 + v2‖2 = < v1 + v2, v1 + v2 >= ‖v1‖2 + ‖v2‖2+ < v1, v2 > + < v2, v1 >

=‖v1‖2 + ‖v2‖2+ < v1, v2 > + < v1, v2 >

≤ ‖v1‖2 + ‖v2‖2+ |< v1, v2 >| + |< v1, v2 >|
=‖v1‖2 + ‖v2‖2 + 2 |< v1, v2 >|

≤ ‖v1‖2 + ‖v2‖2 + 2‖v1‖‖v2‖ = (‖v1‖ + ‖v2‖)2

@��� �
� 2#3#6.! ��� �
 
�
�
 ��
������ �
 ��
����
#

�����(����- ( �	����� 	�
 2#3#8 �	���� �� ��� ���
� �� �	��
�� 
� �	������
< v1, v2 > +< v1, v2 > = 2 |< v1, v2 >| ��� |< v1, v2 >|= ‖v1‖ + ‖v2‖# ��
��
 �	������ �� � ����� ����� �	
������� �� ��� �	����� < v1, v2 >= ‖v1‖‖v2‖#
+���� ���
�
 �� ����'�� ��� � ��������� ���� �	����� �	���� �� ��� ���
� ��
v1 = λv2 ��� ���
�
 λ ≥ 0! λ ∈ R @��� 2#3#6.#



/��� ,(�����&� %������� ��"

��� 	�
������� �� ������ � ���	��	� ��
 	���� � �
� R2 @� �
� R3. �����
�
 ���
� �
� �����	���
� �
� 
������  � � ���$
�� � � �����	��� � � � 
��"
���� � ��� �� ��
 	�����# )������ 
��
���  � ������� ��
 �����	��� �
v1, v2 ���� ���
� V �� �	 ������ �������
 �
 ���
� d(v1, v2) = ‖v1 − v2‖ �
�
�����	���
� v1 − v2# +��
�� ��
������ ���

d(v1, v2) = d(v2, v1)

��� �� v3 ∈ V ����

d(v1, v3) = ‖(v1 − v2) + (v2 − v3)‖ ≤ ‖v1 − v2‖ + ‖v2 − v3‖
= d(v1, v2) + d(v2, v3).

.��(�%�� #-�

3# E� %��'�� � � ��� ����*� � � �����	��� � (3,−2, 1) ��� (1,−1, 1) �
� R3

��� � � �����	��� � (3,−2) ��� (1,−1) �
� R2#

,# 5
��� ��� ��� �������� �����
��	��� < , >: R2 × R2 → R ����� �	 ������
�������� �
� R2! ��
� v = (α1, α2)! v′ = (β1, β2)#

i) < v, v′ >= α1β1 + α2β1 + α1β2 − α2β2

ii) < v, v′ >= α2
1β

2
1 + α2

2β
2
2 #

6# /+	� V = Rn×n 
 �����	������� ���
� � � n × n ����� � �� 	�
�����
���������
�� ���'�
��#

i) +���� � ��������	� < , >: V × V → R �� < A,B >= det(AB) ���
�	 ������ �������
 ��� �
� V B

ii) +���� � ��������	� < , >: V × V → R �� < A,B >= tr(AB) �	 ��"
���� �������
 ��� �
� V B

iii) +���� � ��������	� < , >: V × V → R �� < A,B >= tr(BtA) �	 "
������ �������
 ��� �
� V B

8# E� ��'
��	'
�� ��� �� �	 ������ �������� ��� �
� R ��� ��� �
� C#

2# /+	� < , > �
 ���
���� �	 ������ �������
 ��� �
� R3# &� v1 = (1, 2, 0)!
v2 = (1,−1, 0) ��� v3 = (0, 2, 3) ���� �� %��'�� ��� �����	�� v ∈ R3 ���
�

�	�� < v, v1 >= 1! < v, v2 >= 3 ��� < v, v3 >= −1#



��0 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

<# /+	� A ∈M2(R)# ���*�� ��� � ��������	� < , >: R2 → R!

((α1, α2), (β1, β2)) = (β1, β2)A
(
α1

α2

)
����� ��� �	 ������ �������
 ��

��� ���
� �� A = At =
(
x z
z y

)
! x > 0! y > 0 ��� xy − z2 > 0#

9# E� ��
�
��	'
�� �� ���� ‖v‖! ‖v′‖! ‖v+ v′‖! � ���� < v, v′ > ��� � � ���
����*� � � v ��� v′# +��	�� �� �����'����� � ���	����� � � Cauchy-
Schwarz ��� � ���� ���� ���	����� ��
�

i) v = (1, 0, 2,−2) ��� v′ = (1, 1,−2, 0) ����� 	�
����� �
� R4 �� �	 ��"
���� �������
 �
 ���
���� �	 ������ �������


ii) v = x! v′ = 1 + x ����� 	�
����� �
� R3[x] �� �	 ������ �������


< f(x), g(x) >=
1∫
0

f(x)g(x)dx#

:# @E��
� �
� 5�������
�����
�. /+	� V ���� ���
� �� �	 ������ ����"
���
 < > ��� �
� F # ���*�� ��� ��� ��'� v, v′ ∈ V �	����

‖v + v′‖2 + ‖v − v‖2 = 2‖v‖2 + 2‖v′‖2,


���� ��
�
��	�� �
 ���
� ‖v‖ ���� �����	���
� v ∈ V �� ��� ��� �����"
	�� v′ ∈ V �	����

‖v′‖ = 3, ‖v + v′‖ = 4 ��� ‖v − v′‖ = 6.

+��	�� ���*�� ��� ��� ��'� v, v′ ∈ V �	���� ‖v‖ − ‖v′‖ ≤ d(v, v′) ���
4 < v, v′ >= ‖v + v‖2 − ‖v − v′‖2#

=# E� ����'�� ��� �
 �����	�� (2, 3,−2) ����� ��'��
 ��
� 	�
 �����	��
(1, 2, 4) 	�
� R3# +��	�� �� %��'
�� ��� �� �����	���� �
� C2 �
� �����
��'��� ��
� �
 �����	�� (1−i, 1+i)! ��
� 
 R3 ��� 
 C2 ����� �$
���	���
�
�� �
 ���
���� �	 ������ �������
#

31# ���*�� ��� �	���� � ���	�����

⎛
⎝ n∑

j=1

αjβj

⎞
⎠

2

≤
⎛
⎝ n∑

j=1

jα2
j

⎞
⎠
⎛
⎝ n∑

j=1

β2
j

j

⎞
⎠

��� ��
�� �
�� ���������
�� ���'�
�� α1, . . . , αn, β1, . . . , βn#



/��� ,(�����&� %������� ���

33# &� < , > ����� ��� �	 ������ �������
 ��� ���� �����	�����
� ���
� V !
���*�� ��� ��� ��'� v, v′ ∈ V �	����

< v, v′ >= 0 �� ��� ���
� �� ‖v‖ ≤ ‖v + λv′‖

��� ��� �� λ ∈ F #

3,# &� V ����� ���� ���
� �� �	 ������ �������
 < , > ��� v, v′ ∈ V �����
�����	���� ���
�� �	�� ‖v‖ = ‖v′‖ ���� ���*�� ��� �
 v + v′ ����� ��'��

��
� �
 v − v′#
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;� ������ �� ���� ����� �����
��� ��� 	�� �������� ����%�� 	�������� ���
 ���"
�� � ������ � � ���
��� � � � ��������� �����
��	� � ��� ��� �����	������
���
 V 	� ���� ���
 W # +����� �� ������� ��������� ���� ��������� ����"
����	�� T ���������
���� ��� ��� ����	��	��� � � ����� � T (vi) ���� %�	��
v̂ = {v1, . . . , vn} �
� V  � ��
� ��� %�	� ŵ = {w1, . . . , wm} �
� W ! ��� ���
�� %�	��� ��
%������ ��� �� ������ ���� ����� � ����	� �������� � %�	� �
v̂ ��� ŵ � � V ��� W ����	�
��� ��	� �	�� ����� 
� ������� �� ���
���� ���!
�	
 �
� �������! ����� ��$��	���# )�� ���
�� �� �	 ������ �������
! �������

���
 ��� �
 	�
�� ����! �� � '� �
��� 	��� �������� �������$
��! ���
�� 
�

�'
���
����� %�	��� �� ��� 
�
��� '� �	�
��'
��� ��'�� ���	 �#

1������ #--�- ,-�� ������ {v1, . . . , vk} ������� �� ��
� #%��� V �� ��
������
 ���
���� �$���� 	��	�
��	 ������ �� � ��������� vi ����� �� 
��� � ��� ���+� ���� ,-�� �����%��� ������ �� �$���� 	��	���	����
�� � �� �� ����� �� ���
��� $#�� �	��� �� 4� ��������� ��� $#��� �	��� �
�$����� �	������� ��������� ��� ��� � �
�� ��
 � ����������� ������
�$����� ������ 	��	�	������� ���	���

&� 0 �= v ∈ V ! ���� �
 �����	��
v

‖v‖ ����� �
������
# +����� ��� ��"


 �����	���� �� �������� v1, v2 ∈ V �	���� < v1, v2 >= 0 �� ��� ���
� ��〈
v1

‖v1‖ ,
v2
‖v2‖

〉
= 0! ��� ��� 
�'
����
 	��
�
 �� ��������� �����	��� � ����"

�
��� ��� 
�'
���
���� 	��
�
# @�������
��� ��� ��'� �
�
	��
�
 '� ������

�'
����
 	��
�
.# &� '� ��	
��� �
 ���
 R2[x] � � �
�� ��� � %�'�
�
≤ 2 �� 	������	��� ���������
�� ���'�
�� ��� �� �	 ������ �������
 ����
�
� 
��	'��� 	�
 5��������� 8 ��� §2#3! ���� ���
�� %���
��� ��� �
 	��
�
{
x,

2x2 − 1
6

}
����� 
�'
����
# +����� �� ‖x‖ =

1√
3
���

∥∥∥∥2x2 − 1
6

∥∥∥∥ =
1
6

√
7
15
!

�
 	��
�


{
√

3x,
√

15(2x2 − 1)√
7

}
����� 
�'
���
����#

6(��� #--- *� {v1, . . . , vk} ����� $�� �����������
 ������ �� V � 
�

‖λ1v1 + · · · + λkvk‖2 =| λ1 |2 + · · ·+ | λk |2 .
*�
���+�� &��� ��
������ ���	� ��� �
 5�'������
 ;������#

������� #--�- / �� �����������
 ������ 2	 � �� �����%��� ������ ��
�������%� ������� ��3 �� V ����� $�� ������� ���+ ��� �������
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*�
���+�� /+	� {v1, . . . , vk} ��� 
�'
���
���� 	��
�
 �
� V # ����! ��� �

2#,#,! ��'� 	��	� ��� �
�$��

λ1v1 + · · · + λkvk = 0, λi ∈ F

	������� ��� | λ1 |2 + · · ·+ | λk |2= 0! ������ λi = 0! i = 1, . . . , k#

������� #--�- ,-�� �����������
 ������ {v1, . . . , vk} ����� � �� �� V ��
��� �
��� �� k = dimV �

*�
���+�� 5�
$����#

1������ #--#- :�� � �� {v1, . . . , vk} �� V �$���� 	��	���	���� ���
�� � ������ ��
 ����� �����������
�

/%	���� #--+- ,-�� �����������
 ������ {v1, . . . , vk} �� V ����� ��� �����
�������	 � �� �� ��� �
��� �� ��#��� < v, v >=| λ1 |2 + · · ·+ | λk |2� ��� � ��
v ∈ V � 
��� λi =< v, vi >� i = 1, . . . , k�

*�
���+�� &� �
 {v1, . . . , vk} ����� ��� 
�'
���
���� %�	�! ���� ��� ��'� v ∈ V
�����
�� @�
������. λ1, . . . , λk ∈ F ���
�� �	��

v = λ1v1 + · · · + λkvk.

���� < v, vi >= λ1 < v1, vi > + · · · + λk < vk, vi >= λi! ��� i = 1, . . . , k!
�$
� < vi, vi >= 1 ��� < vj , vi >= 0! i �= j# ���� �
 5�'������
 ;������
����� �
 ��
����
 ��
����	��# &���	��
$�! �	� ��� ��� ��'� v ∈ V �	����
� �
	���� �	�����# )� ��
��� ��� �
 2#,#6 ��� �
 	��
�
 {v1, . . . , vk} �����
�������� ���*�����
 ��� 	������ ������������ 	� ��� %�	�# &� ��
�
�	��� ��
�
 ��������
��� 	� ��� %�	� � 
�
�� �� ���� 
�'
���
����! ���� '� ������ ���
��'� v ∈ V �� v = λ1v1 + · · · + λkvk + λk+1vk+1 + · · · + λnvn! ��� �	�����

< v, v >=| λ1 |2 + · · ·+ | λk |2 + | λk+1 |2 + · · ·+ | λn |2=| λ1 |2 + · · ·+ | λk |2

��
� λj =< v, vj >! j = k + 1, . . . , n ��� {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn} ����� ���
������	� �
� �
	���
� 
�'
���
���
� 	����
� 	� ��� 
�'
���
���� %�	�#
&��� ������� �� � ��� λk+1 = · · · = λn = 0 ��� ��� �
 �
	���
 
�'
���
"
���� 	��
�
 ��
����� %�	�# ������� ������ �� ���*
��� ��� ��'� 
�'
���
"
���� 	��
�
 {v1, . . . , vk} ��
��� �� ������'�� 	� ��� 
�'
���
���� %�	�# &�
��� � ����	����	���� ��'
�
� � � Gram-Schmidt ���� 
�'
���
����� %�	��
��� ��� ���� 
�
�����
�� %�	�! �
� '� �
'�� ���	 � ����! �������� ��� ����"
*� ���� ���
��� ������	��! ��� ���
��� ��� ���*������ ������*�# ���$ �� ��
�
 2#,#, ������ 
�'
���
���� 	��
�
 �� ��
��� �� �������� ����		����� ���



2 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

n �����	����! ��
� n = dimV # 5�
$���� ��
�
��� �� '� ��	
��� ��� �"
�����	� {v1, v2, . . . , vk, vk+1, . . . , vm} �
� {v1, . . . , vk} �
� �� ����� ��� 
�'
"
���
���� 	��
�
 ��	� �	�� �
 m �� ����� ����	�
 �� m ≤ n# /+	� v ∈ V
��� w = µ1v1 + · · · + µmvm! ��
� µj =< v, vj >! j = 1, . . . ,m# �����
��
��� µj =< m, vj >=< v, vj >! j = 1, . . . ,m# /&�� < w − v, vj >= 0!
j = 1, . . . ,m! �
� 	������� ��� w − v = 0! ����� ���$
������ �
 m ��� '� ���"

� ����	�
 ����� �


{
v1, . . . , vm,

w − v

‖w − v‖
}
'� ���� 
�'
���
����# /&�� ������

v = w = µ1v1 + · · · + µmvm# ������ ��'� �����	�� v ���$����  � ���������
	�����	��� � � �������� ���*����� � �����	��� � v1, . . . , vm# &��� 	�������
��� ���� ������ �� ��
���
�� %�	� �
� V #

�������(�%��-

3# ( �	����� �
� ���$������ 	�
 8#6#< 	���' � ������� “������ �	� Par-
seval”# &�� ���� ��� �	����� ��
������ � �*�� “�������� �	� Bes-
sel”- &� {v1, . . . , vk} ����� ��� 
�'
���
���� 	��
�
 @��� ������	����
%�	�. ���� ��� ��'� v ∈ V �	����

< v, v >≥| λ1 |2 + · · ·+ | λk |2

��
� λi =< v, vi >! i = 1, . . . , k#

,# &� ��� �
'�� ��� %�	� {v1, . . . , vn} �
� V ! ���� ��� ��'� v ∈ V �����
��
λ1, . . . , λn ∈ F ���
�� �	�� v = λ1v1 + · · · + λnvn# � ��
	��
��	��"
� �� � � � 	������	��� λi ������ ����� �
����
�
�# ( 	�
���������
� � 
�'
���
����� %�	� � �������� 	�
 ���
��� ��� ���
� 
� 	������"
	��� ����� ���� 
� ���'�
� < v, vi > 	��� ������ 	� �
� �� �����	��"
�� vi! i = 1, . . . , n! ��
���
�� %�	�! ��'�� ���� �	����! �� � ������!
v =< v, v1 > v1 + · · ·+ < v, vn > vn#

/%	���� #--" @��)���� 1�)���
�
���������� ��
 Gram-Sch-
midt8- / �� #%��� V �� �������
 ���
���� $#�� ��� �����������	 � ���

*�
���+�� ( ������*� ����� ���� �� ���� �
� ;� �����
� 8#3#33#

������� #--0- / �� �����������
 ������ �� V ������ �� �������� �� ���
�����������	 � �� �� V �

�����%������-

3# 5�
$���� � ���
���� %�	� �
� Cn ����� ��� 
�'
���
���� %�	�#
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,# /+	� R2[x] 
 ���
� � � �
�� ��� � %�'�
� ≤ 2 �� ���������
�� 	�"

�����	��� ��� �� �	 ������ �������
 < f(x), g(x) >=
1∫
0

f(x)g(x)dx# +"

$����
���� �� ��'
�
 � � Gram–Schmidt 	�� %�	� {1, x, x2} �����
���
u1 =1

u2 =x− < x, u1 >

‖u1‖2
u1 = x−

⎛
⎝ 1∫

0

xdx

⎞
⎠ 1 = x− 1

2

u3 =x2 − < x2, u2 >

‖u2‖2
u2 − < x2, u1 >

‖u1‖2
u1

=x2 −
⎛
⎝ 1∫

0

x2

(
x− 1

2

)
dx

⎞
⎠ 2x− 1

360
−

1∫
0

x2dx

=x2 − x+
1
6
, ��
� ‖u1‖ = 1, ‖u2‖ =

1√
12

��� ‖u3‖ =
1

6
√

5
.

����� �
 	��
�


{
1, x− 1

2
, x2 − x+

1
6

}
����� 
�'
����
 ��� �
 	��
�


{1,√3(2x− 1),
√

5(6x2 − 6x+ 1)} ����� ��� 
�'
���
���� %�	�#
������� ��'� �
������
 f(x) ∈ R2[x] ���$����  �

f(x) = α0 · 1 +
√

3α1(2x− 1) +
√

5α2(6x2 − 6x+ 1),

��
�

α0 =

1∫
0

f(x)dx, α1 =

1∫
0

√
3(2x− 1)f(x)dx ���

α2 =

1∫
0

√
5(6x2 − 6x+ 1)f(x)dx.

�������
��� ��� �� '� ��	
��� �
 �������� ���*�����
 	��
�
 {x, x2}
��� ���
��� �� %�	� {1, x, x2}  � ������	� ���
�! ���� � ��
��
�����

�'
���
���� %�	� ����� ��� 
�'
���
���� ������	� �
� {x, x2}# ��
"
�
��� �� � �� ���
���
�
��	
��� �
 {x, x2} ��� �� ���
��� �
 
�'
��"
�
���� 	��
�
 {√3x,

√
5(4x2 − 3x)}# &� ���� �
 ��������
��� 	� ���

%�	� {v1,
√

3x,
√

5(4x2 − 3x)} ��� ��� ���� ���
��� �� �� ��'
�
 Gram-
Schmidt ��� 
�'
���
���� %�	�! ���� ���� ���� ����� ��� 
�'
���
����
������	� �
� {x, x2}#
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6# ����	
��� ��� Legendre. ;� �
��� �� %�	� {1, x, . . . , xn} �
�
n+ 1"���	���
� ���
� Rn[x] �� �	 ������ �������


< f(x), g(x) >=

1∫
−1

f(x)g(x)dx.

)�� n = 3! ���
�� ��
������ �� � ����! � 
�'
���
���
�
��	� ��� %�	��
{1, x, x2} ����� ��� 
�'
���
���� %�	�{

1√
2
,

√
3
2
x,

√
5
8
(3x2 − 1),

√
7
8
(5x3 − 3x)

}
.

&� '� ��	
��� �� �
�������

Pm(x) =
1

2mm!
dm

dxm
(x2 − 1)m

@)�� ����������! P0(x) = 1! P1(x) = x! P2(x) =
1
2
(3x2 − 1)! P3(x) =

1
2
(5x3 − 3x). ��
��� �� ��
����'�� ��� ‖Pm‖2 =

1∫
−1

Pm(x)2dx =
2

2m+ 1
��� ��� �
 	��
�
{√

2m+ 1
2

Pm(x)/m = 0, . . . , n− 1

}

����� � 
�'
���
���� %�	� �
� �����
��� �� ��� ��'
�
 � �Gram-Schmidt
��� �� %�	� {1, x, . . . , xn−1}#
�
 �
������
 Pm(x) ������� �
������
 �
� Legendre# &��� ����� %�'"
�
� m ��� ����� ��� ��	� ��� ���$
����� �*�	 	��

(1 − x2)y′′ − 2xy′ +m(m+ 1)y = 0.

�� �
������� �
� Legendre ��� 
� ��������� �
�� ���
�� 	�������� ��"
�
 	� ��
%������ ��� $�	���� �� � ��� ���������� 	�
 ���%���� ���
����$
��� ��� '���������#

.��(�%�� #-

3# /+	� {v1, v2, v3} ��� 
�'
���
���� %�	� ���� ���
� V �� �	 ������

�������
 ���	��	�� 6# ���*�� ��� ��� �� �����	���� w1 =
1
3
(2v1+2v2−v3)!

w2 =
1
3
(2v1 − v2 + 2v3) ��� w3 =

1
3
(−v1 + 2v2 + 2v3) ��
���
�� ���


�'
���
���� %�	� �
� V #



/��� 2�.&����&'� 0�(��� 2#

,# ?��	��
�
���	�� �� ��'
�
 � � Gram-Schmidt ��� �� 
�'
���
���
�
���"
	��� �� %�	� {1, x, x2} �
� R3[x] �� �	 ������ �������


< f(x), g(x) >=

1∫
0

(1 − x2)f(x)g(x)dx.

6# /+	� {v1, . . . , vm} ��� �������� ���*�����
 	��
�
 �����	��� � ����
���
� V �� �	 ������ �������
# ���*�� ��� �����
�� 2m 
�'
���
����
	��
�� {u1, . . . , um} �����	��� � �
� V ���
�� �	��

< u1, . . . , uj >=< v1, . . . , vj >

��� ��� �� j ∈ {1, . . . ,m}#
8# &� v1, v2, . . . , vk ����� k �����	���� ���� ���������
� +��������
� ���
�
V �� �	 ������ �������
 < , > ���	��	�� n! ���� � 
��
�	�

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
< v1, v1 >, . . . , < v1, vk >
.......................................
.......................................
< vk, v1 >, . . . , < vk, vk >

∣∣∣∣∣∣∣∣
������� 	���	��� �	� Gram � � �����	��� � v1, . . . , vk# ���*�� ���
�� vi! i = 1, . . . , k ����� �������� �*�������� �� ��� ���
� ∆ = 0#

���*�� ��� �� u1, . . . , uk ����� ��� 
�'
���
���� %�	� ���� ���� �
� �
�
V ���	��	�� k �
� �������� �� v1, . . . , vk! ����

∆ = (det(xij))2(= det(xij) det(xij)t)

��
� vj =
k∑

i=1
xijui! j = 1, . . . , k#

)�� ���������� �� k = 2! ��
���

∆ =< v1, v1 >< v2, v2 > − < v1, v2 >
2

= ‖v1‖2‖v2‖2 − ‖v1‖2‖v2‖2	��2ϕ

= ‖v1‖2‖v2‖2(1 − 	��2ϕ) = ‖v1‖2‖v2‖2��2ϕ

= ‖v1‖2‖v2‖2(	��ϕ1��ϕ2 − ��ϕ1	��ϕ2)2

=
∣∣∣∣ ‖v1‖	��ϕ1 ‖v1‖��ϕ1

‖v2‖	��ϕ2 ‖v2‖��ϕ2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ x11 x12

x21 x22

∣∣∣∣
2

,

��
� x11 = ‖v1‖	��ϕ1! x12 = ‖v1‖��ϕ1! x21 = ‖v2‖	��ϕ2! x22 =
‖v2‖��ϕ2 ��� ϕ = ϕ2 − ϕ1 @%���� �����.
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5������
��� ��� ∆ ≥ 0 ��� 	������ |< v1, v2 >|≤ ‖v1‖‖v2‖ �
� ��"
��� � �� 	�� ���	����� � � Cauchy-Schwarz# �������
��� ���	�� ��� �

������� ���� ��� 
��
�	��

∣∣∣∣ x11 x12

x21 x22

∣∣∣∣ ����� �
 ��%���� �
� ���������"
�����
� �� ������� �� �����	���� (x11, x12) ��� (x21, x22)# /�� � ���	��

��� � ������� ���� ��� 
��
�	�� Ω =

∣∣∣∣∣∣
x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

∣∣∣∣∣∣ ����� �
� ���

�
� ��������������
� � � ����� �����	��� � (x11, x12, x13) (x21, x22, x23)
(x31, x32, x33) 	�
� R3 ��� ��
��� ∆ = Ω2#

)�����! ��� ��������������
 Π 	�
� Rn �
� ��������� ��� k �����	����
v1, v2, . . . , vk 
������  � �
 	��
�


Π = {α1v1 + · · · + αkvk|0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, . . . , k}.

�� vi ���
���� �
��$�� �
� Π ��� 
 ���
� V (Π) �
� Π 
������ ���� "
����  � ��
� k# ;� �
��� �
 ��������������
 �� �
��$�� �� v2, . . . , vk

@�����
���� �
  � %�	� �
� Π.# )��$
��� �
 v1 	�� @�
������. �
�$�
v1 = v + w ��
� w ����� ��� �����	�� �
� ���� �
� W �
� ���������
��� �� v2, . . . , vk ��� �
 v ����� ��� ��'��
 �����	�� ��
� 	�
 w# @&���
������������� '� ������ ��� 
�'
���
���� %�	� �
� ���� �
� �
� ����"
����� ��� �
� W ��� �
 v1.# �
 �����	�� v �
 ���� �0
� �
� Π ��� ���
�
��$� v1 	�� %�	� �
� Π# � ���
� �
� Π 
������  � �
 �������
 ‖v‖
��� �
� ���
 ��� %�	�� �
� Π#

������� � 
��
�	� �
� Gram ∆, k �����	��� �! ����� �
 ������ �
 �
�
���
� ���� ��������������
� ���	��	�� k#
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0�� 2�/������ �/��!'����

&� M1,M2 ����� ��
 ��
	��
�� �
� V ���� ��� ���� ����� ������ ������
�	�� � ��� �
 M1 ����� ��'��
 ��
� �
 M2! �� ��'� �����	�� �
� M1 �����
��'��
 ��
� ��'� �����	�� �
� M2# �� ���� ��� ������ 	� ���$
���M1⊥M2#

6(��� #-�-�- *� ��� ��������� M1,M2 �� V ����� � ��� ���+� ��� 
�
� ��	 ��� M1 ∩M2 ����� � ���
 ������ ∅ �� $�� ��
 � ��� ��� ����$#�� �
���$�� 5��0����� � � ��	 M1 ∩M2 = {0}�

*�
���+�� &� v ∈M1 ∩M2! ���� < v, v >= 0 
���� ������	���� v = 0#

������� #-�-- *� ��� ��
#���� V1, V2 �� V ����� � ���� ���+� ��� 
�
V1 ∩ V2 = {0}� 9�
� �  ������� V1 + V2 ����� �����

1������ #-�-�- ,-��  ������� V1 + · · ·+Vk ��
#���� �� V �$���� 	��	�
�
��	 ���	���� �������� �� Vi⊥Vj� i �= j� i, j = 1, . . . , k� �����	 �� ��
��
#���� �� ��� ����� � ���� ���+� ����

������� #-�-�- / �� �����%���  ������� V1+ · · ·+Vk ��
#���� �� V �����
����  ��������

*�
���+�� +$����
��� ���� �� 	�
 k#

( 	���	�� ��� ���
��� ���� 
�'
� ��
� �'�
�	���
� V1 + · · ·+Vk 	� 	��	�
�� �
 �	 ������ �������
 �������� 	�
 ���
��� ��� �� �� ��
��� �
� ����
��	��
�
� �	 �����
� ���
���
� �
� V 	� ��'� ���� �
 Vi! i = 1, . . . , k! ���� �� ��"

��� �
 �	 ������ �������
 ��� �
� V1+· · ·+Vk# 5�������! �� v = v1+· · ·+vk

��� v′ = v′1 + · · · + v′k! vi, v
′
i ∈ Vi! ���� < v, v′ >=

k∑
1
< vi, v

′
i >#

���� �	� W ���� ���� �
� �
� V # �
 ��
	��
�
 �� � � � �����	��"
� � �
� V �
� ����� ��'��� ��
� ��'� �����	�� �
� W ������� 	��	�
��	
���������� �
� W ��� 	��%
������ �� W⊥# ������

W⊥ = {v ∈ V |< v,w >= 0, ��� ��'� w ∈W}.

+���� $����� ��� �
 W⊥ ����� ���� ���� �
� ��� V ⊥ = {0} �� � ���	�� {0}⊥ =
V #

/%	���� #-�-#- "�� � �� ��
#��� W �� V ��#���

�3 V = W ⊕W⊥ ��� �3 (W⊥)⊥ = W �
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*�
���+�� /+	� {v1, . . . , vm} ��� 
�'
���
���� %�	� �
� W # &� v ∈ V ! '� "
�
��� �� �����	����

w =
m∑

i=1

< v, vi > vi ��� w′ = v − w.

5�
$���� v = w + w′ ��� < w, vi >=< v, vi > − < w, vi >=< v, vi >

−
〈

m∑
j=1

< v, vj > vj , vi

〉
=< v, vi > − < v, vi >= 0# ������� w′ ∈ W⊥!


���� ��
������ �
 �.#
)�� �
 %. ��
��� ��
$���� W ⊆ (W⊥)⊥# +��	�� �� v ∈ (W⊥)⊥ ���� ���

�
 �. �����
�� �
������ �����	���� w ∈W ! w′ ∈W⊥ ���
�� �	�� v = w+w′#
����� < v,w′ >=< w′, w′ >= 0! �$
� v ∈ (W⊥)⊥ ��� w′ ∈ W⊥# /&�� w′ = 0
��� 	������ v = w′ ∈W # ������ (W⊥)⊥ = W #

�����(����- )��$
���� ��� �����	�� v ∈ V  �

v = w + w′

��
� w ∈ W ��� w′ ∈ W⊥! ��� �
 5�'������
 ;������ ��
������ ��� ‖v‖2 =
‖w‖2 + ‖w′‖2 ��� ‖v‖2 ≥ ‖w‖2 �
� ����� � ���	����� �
� Bessel @%���� §2#,.# �
���'��� ‖v−w‖ ������� ������� �	� ���������	� %��� �	� ������
�	# ( 
�
��	�� ���� �����
�
������ ��� �
 ���
��� ��� ��� ��'� u ∈W �	����
‖v − u‖ ≥ ‖v − w‖! ��� �� ��� ��� u �	���� � �	�����! ���� u = w# 5�������!
��
��� ‖v − w‖2 ≤ ‖v − w‖2 + ‖w − u‖2 = ‖(v − w) + (w − u)‖2 = ‖v − u‖2!
�$
� v − w ∈ W⊥ ��� w − u ∈ W @
���� �	���� �
 5�'������
 ;������.#

������ �
 �����	�� w =
m∑

i=1
< v, vi > vi ����� �
 �
������ �����	�� �
� W �
�

� ���	��	� d(v,w) ����� � ��������� ������ �
� v ��� ��'� ���
 �����	�� �
�
W # �������
��� ��� � ��������	� ���� ���� �
���� �$���
��� 	� ��
%������
�����	�
�
��	��#

���!�%����- ;� �
��� �
� ���� �
 W �
� C3 �
� ��������� ��� �� �����"
	���� v1 = (1, 0, i)! v2 = (2, 1, 1 + i) �
� ��
$���� ����� �������� ���*������#
)�� �� %�
��� �
 �����	�� �
� W �
� ���� ��� ��������� ���	��	� ��� ���
�
	���
 �����	�� v ∈ C3! �	� v = (0, i, 1)! '� ������ �������� �� ���
���
"
�
��	
��� �� %�	� {v1, v2} �
� W # /+�
���

u1 =(1, 0, i), �� ‖u1‖ =
√

| 1 |2 + | i |2 =
√

2 ���

u2 =(2, 1, 1 + i) − < (2, 1, 1 + i), (1, 0, i) >
‖(1, 0, i)‖2

(1, 0, i)

=
1
2
(1 + i, 2,−1 + i), �� ‖u2‖ =

1
2

√
| 1 + i |2 + | 2 |2 + | −1 + i |2 =

√
2.
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����� �
 	��
�


{
e1 =

u1√
2
, e2 =

u2√
2

}
����� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� W #

������� �
 �����	�� w =< v, e1 > e1+ < v, e2 > e2 = −1
4
(1+2i, 1− i,−2+ i)

����� �
 ��
����
 �����	�� �
� W �
� � ���	��	� �
� ��� �
 v ����� d(v,w) =

‖v − w‖ =
√

5
2
#

.��(�%�� #-�

3# /+	� W ���� �
� �
� R4 �
� ��������� ��� �� �����	���� (1, 1, 0, 0)
��� (1, 1, 1, 2)# E� %��'�� ��� %�	� �
� ��'��
� ���� �
� W⊥ ��
� �
�
W #

,# ;� �
��� ��� 	�	���� ��������� �*�	�	� �
n∑

j=1
αijxj = 0! i = 1, 2, . . . ,m

������! Axt = 0 ��
� A = (αij) ∈ Fm×n! xt =

⎛
⎜⎝

x1
###
xn

⎞
⎟⎠#

&� '� ��	
��� �� �����	���� ri = (αi1, . . . , αin) ∈ Fn! i = 1, . . . ,m!
���� ���� �
 	�	���� ��
��� �� ����	��'��  �

< ri, x >= 0, i = 1, . . . ,m.

��
� < , > ����� �
 ���
���� �	 ������ �������
 ��� �
� Fn# &� W �����

 ���� �
� �
� V �
� ��������� ��� �� r1, . . . , rm! ���*�� ��� 
 ���� �
�
� � ��	� � �
� 	�	�����
� ����� 
 W⊥ ����� ���*�� ��� dimW⊥ =
n−��*� @A  � ��
� 	�����. ��� ��� � ��*� �
� A  � ��
� ��� �������
����� �	� �� ��� ��*� �
� A  � ��
� ��� 	�����! �� � ��
��� ��� ��� 	�
�
���
 &#

H� �$���
�� ���
� �� ��'�� �
 	�	����

3x1 + x2 + x4 = 0
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0

�� � ���	�� '� ���	�� ��� ��	�� �� ���� �
� ����
 ��
�
 �������� 	�"
	���� ���'������#

6# ;� �
��� �
 ���������� +��������
 ���
 R3 �� �
 ���
���� �	 ������
�������
# /+�� “
�
����������� ������
” Π 	�
 R3 ����� ��� ��
	��
�

{p+w | w ∈W} ��
� p ∈ R3 ���W ����� ���� ���� �
� �
� R3 ���	��	��
,#



�2 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

i) ���*�� ��� ��� 	��
�
 Π ����� ��� ������
 �
� R3 �� ��� ���
� ��
������� ��� �����	�� u ∈ R3 ��� ���� ����������� ���'��� α ��	�
�	��

Π = {v ∈ V < v, u >= α}
A�����*�- /+	� Π = {p + ww ∈ W} ��� ������
 �
� 
������ ���
�
 �����	�� p ��� �
� ,"���	���
 ���
 W #

���*�� ��� ������� ��� 
�'
����� %�	� {w1, w2, u} �
� R3 ��
�
w1, w2 ∈ W ! 
���� ��� ��'� v = p + w ∈ Π �	���� < v, u >=
< p, u >#

&���	��
$�! �
	��� � �
� �����	���
� u ��� �
� ���'�
� α! '�"
 ���	�� ��� 
�'
����� %�	� �
� R3 �
� �������� �
 u! �	� ���
{u,w1, w2}! 
���� 
 ���
� W �
� ��������� ��� �� w1, w2 ����� 

��'��
� ���� �
� ��
� �
 u# &� �� v ∈ Π! ������ < v, u >= α!

���$
���� v = λ1u + λ2w1 + λ3w2! ��
��� ��� λ1 =
α

‖n‖2
���

Π = {p + w | w ∈ W} ��
� p =
α

‖u‖2
n# @u 
�
�����
�� �����"

	�� p =
α

‖u‖2
u+ w! w ∈W .#

&� '� ��	
��� ��� ���
���� %�	� e1, e2, e3 ��� ���0
��� u = α1e1+
α2e2 + α3e3! ���� ��� ��'� v ∈ Π �� v = x1e1 + x2e2 + x3e3! ����
��� ��� �*�	 	� < v, u >= α1x1 + α2x2 + α3x3 = α# ������� ��
'� ��	
��� �� �����	���� �
� R3  � ������� (x1, x2, x3)! ���� ���
������
 �
� R3 ����� �
 	��
�
 � � �����	��� � �
� ����� 
� ��	���
���� �*�	 	�� ��� �
�$��

αx1 + α2x2 + α3x3 = α.

&���	��
$�! 
� ��	��� ���� ���
��� �*�	 	�� 
��
�� ��� ������
#

ii) H� �$���
�� �
� ��
��
����
� �� �����
� �� %����� ��� �����	��
u ��� ��� %�	� �
� ��'��
� ��
� �
� u ���� �
� W ��� �
 ������


3x1 − x2 + x3 − 1 = 0.

&���	��
$�! �� ���
���� �� �����	����

u = (1,−1, 2) ��� p = (−1, 1, 0)

�� %��'�� � �*�	 	� �
� ������
� �
� 
������ �� � ���� ��� �� u ���
p#
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iii) ���*�� ��� ��� �����	�� v ������ 	�
 ������
 �
� 
������ ��� �� u
��� p �� ��� ���
� ��

< v − p, u >= 0.

)�� ����������! �� ��� ������
 ��������� ��� �� �����	���� (3, 0, 1)!
(2, 1, 1) ��� (1, 0, 0)! ���� �����
���� ��� ��� ����! �	� �
 (2, 1, 1)!
�
 �����	�� u �
� ��'
���� �
 ������
 '� ������ �� ����
�
��� ���
�*�	�	���

���
< (3, 0, 1) − (2, 1, 1), u >=< (1,−1, 0), u >= 0
< (1, 0, 0) − (2, 1, 1), u >=< (−1,−1,−1), u >= 0.

������ �� u = (α1, α2, α3)! '� ������ α1−α2 = 0 ��� α1+α2+α3 =
0# /+�� ���
�
 u! ��� α1 = 1! ����� �
 (1, 1,−2)# ������� �
 ������

�������� ��� �� �����	���� v = (x1, x2, x3) �� 
�
�� ����
�
�
�� ���
�*�	 	� < v−(2, 1, 1), u >= 0! ������ ��� �*�	 	� x1+x2−2x3 = 1#

iv) /+	� v = (1, 1, 1)# E� %��'�� �
 �����	�� w �
� ������
� x1 +
x2 − 2x3 = 1 �
� � ���	��	� �
� ��� �
 v ����� � ��������� ������
��� ��� ���	��	� �
� v ��� ��'� ���
 �����	�� �
� ������
�# @���
5�������	� ���� ��� 2#6#2.# ( ���	��	� ���� ������� 	���' � �
��'��� ���	��	� ��� �
 v ��
� �
 ������
#

8# (&��	�	� ��� $�������� '�����
���( A�
'��
��� ��� ����"
���
�
�
��� ���$
�� ��������� ������
���� ��� �� ��
����	���� '� ��$��"

���� ��� ��� �������� 	������	� y = f(x1, . . . , xm) = α1x1 + α2x2 +
· · · + αmxm ��
� x1, . . . , xn ����	���
�� �� ���
���� �
� '��
��� 	��
��������� ��� α1, . . . , αm ����� 
� ��� 	�
� 	������	��� �
� ������ ��
��
	��
��	'
��# +�� '� �������0
��� �� ��'
�
 � � �����	� � �����"
��� � �
� ������� $
��� ���	��
�
������ ��� �
� ��
�
��	�� ����� � �
	������	���# &��� 	�������� 	��� ���
�� ��� �����	��� ���	��	�� �
�
������ ��� �����	�� ��� ���� ���� �
 �
� Rn �� �	 ������ �������
#

/+	� ��� 	�
 i"
	�� ������� �� ��'���� ���
���� ����� x1i, . . . , xmi ��� �

��
����	�� ����� �
 yi# +��������� n ��������� �����
��� �
 	�	����

α1x11 + α2x21 + · · · + αmxm1 = y1

α1x12 + α2x22 + · · · + αmxm2 = y2

.......................................................

α1x1n + α2x2n + · · · + αmxmn = yn.

(∗)
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����' � �
 ���'
� � � n �������� � ����� ���������
 ��� �
 ���'
� m
� � ����	� � ��� �� ��
����	���� � � �������� � ��� ����� ����%� ���
������
�� 	$������# �� ���� ����� �
 	�	���� (∗) 	���' � ��� �����
	��%�%�	��! ������ ��� ������� ����
�� � � α1, . . . , αm �
� �� 	��$ ���
����%�� �� �� ��
����	���� y1, . . . , yn# /+�	� ��
������ �
 ���%���� ��"
� �����	�
�
��	�� �
� 	$�����
�! ������ �
� ��'
��	�
� 	������	���
α1, . . . , αm ���
� � �	�� �
 ���	���� ���
� �
 	�	�����
� �� ��
	������
�	
 �
 ������� ����		����
 �� ��
����	���� y1, . . . , yn# ��� ��� ����

��
	����	�� �����
��� ��� 
�
������� “��	� ������	�” � � ���	�����
����� � � �*�	�	� � ��� �� ����	�
��� yi �
� 
������ ��� ��� �
	�����

n∑
i=1

(α1x1i + α2x2i + · · · + αmxmi − yi)2. (∗∗)

)�� ��� �����	�
�
��	� ����� ��� �
	������ '� �
��� 	�
� Rn �� �����"
	����

v1 = (x11, x12, . . . , x1n)
v2 = (x21, x22, . . . , x2n)
...................................

vm = (xm1, xm2, . . . , xmn)
��� w = (y1, y2, . . . , yn).

����� �
 �����	�� α1v1 + α2v2 + · · · + αmvm = v ���� 	���	��	�� ��
���	���� ���� � � �*�	�	� � �
� 	�	�����
� (∗)# ������� � �
	�����
(∗∗) ��� ����� ���
�� ���
 ���� �
 ������ �
 ��� ���	��	�� �
� w ���
�
 v# ������� �
 ���%���� �����	�
�
��	�� ��� ��	�� ������	�� �����
�	
�����
 �� �
 ���%���� ��� ����
��� m ���'��� α1, . . . , αm ��	� �	��
� ���	��	� �
� v ��� �
 w �� ����� � ��������� ������ ��� ��� ��
	��"
	��� �
� w ��� �� �����	���� �
� ���� �
� W �
� ��������� ��� ��
v1, . . . , vm# ������ ‖v −w‖ ≤ ‖v′ −w‖! ��� ��'� v′ ∈W # )�� �� %�
���
�� αi! i = 1, . . . ,m! �� � ��
��� ��� �
 v−w ������ �� ����� ��'��
 	�
�
W ! ������ < v − w, vi >= 0! i = 1, . . . ,m! � < v, vi >=< w, vi >!
i = 1, , . . . ,m �
� 	������� ��� ��
��� �
 	�	���� m �*�	�	� �

α1 < v1, vi > + · · · + αm < vm, vi >=< w, vi >, i = 1, . . . ,m,

��
�

< w, vi >=
n∑

j=1

xijyj, < vj , vi >=
n∑

k=1

xjkxik.
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��
�
��� �� ��
'�	
��� ��� �� v1, . . . , vm ����� �������� ���*������
@�����B.! 
���� �
 ��
��
����
 	�	���� ���� �
������ ��	�# &��� �

	�	���� 
�
������ 	�� �����	����  � �
 	�	���� � � ���
����� �*�	�"
	� �#

)�� ����������! �� �
 	�	���� (∗) ����� ���� ����	�
� α! ������ ��
���
αx1 = y1, . . . , αxn = yn! ���� � ��	� �����

α =
< (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) >

‖(x1, . . . , xn‖2
=

n∑
1
xiyi

n∑
1
x2

i

.

&��� 	������� ��� �� 	����� (x1, y1), . . . , (xn, yn) �
� R2 ����� �	
 �
 ��"
����� �
��� 	��� ��'��� �
� ��������� ��� �
 1 ��� ���� ���	� α#

+$����	�� �� ��
��
����� 	�
 	�	����

α1 + α2 = 1
2α1 − α2 = 2

−2α1 + 4α2 = 7

�����	�
�
������ �� ��	� ������	� �
�

(α1 + α2 − 1)2 + (2α1 − α2 − 2)2 + (−2α1 + 4α2 − 7)2.
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0�# �'����.�'��! 3���� �� *'�����%� $������

��

A���'���
��� ��� ��
 ������	���� ���������
� �����	�����
� ���
� ��� �
� F
����� �	��
�$
� �� ��� ���
� �� ��
�� ��� ���� ���	��	�# 4�������� �� V �����
���� �����	������� ���
� ���	��	�� n ��� �
� F ! ���� ����� ����� �	��
�$
�
�� �
 �� 	�� �����	������ ���
 Fn � � n"�� � (α1, . . . , αn)! αi ∈ F # &���
	������� ��� ��'� �������� �
� �	���� 	�
� Fn ��� �*������� ���
 ��� �
 �'�
�	��
�����	��� � ��� �
 %�'� �� �������
 	�
���� � �
� F ��� �����	��� � �
� Fn!
�	���� ��� 	�
� V # �� ���� ��� ���
��! ������ ���� �
� �$
�� �� �
�� � �
V ��� Fn  � ��
� ��� ���	'�	� �����	��� � ��� �
 %�'� �� �������
! 
 V
��� Fn ��
�
�� �� '� ��'
��  � 
 “���
�” ���
�# /+��� �� 	��� 	���������
���������	��� � � �	
�
�$�	��� T : V → Fn ���$���� ��� �� {v1, . . . , vn} �����
%�	� �
� V ���� ��� �
 	��
�
 {T (vi) | i = 1, . . . , n} ����� %�	� �
� Fn# �
��
 “�����” �	
�
�$�	��� T : V → Fn ����� ����� ��� �
� 
�
�
 T (vi) = ei =
(0, . . . , 1, 0, . . . , 0)! ������ �
 	��
�
 {T (vi) | i = 1, . . . , n} ����� � ���
����
%�	� �
� Fn! � �	
������ � T ����� ���� �
� 	������ ��'� �����	�� v = α1v1 +
· · · + αnvn 	��� n"��� (α1, . . . , αn)#

/+	� ���� V ��� W ��
 �����	�����
� ���
� �� �	 ������ �������
 < , >
��� [ , ] ����	�
���# &� ���� ��� ���	'�	�� � � �����	��� � ��� �
� %�'� �
�
���
���
� 	�� �
�� � � �����	������� ��� � ��%
��� ���0� ��� �
 �	 ������
�������
! ���� ��� �� '� ��'
�� 
� V ��� W  � 
 “���
�” ���
�! ������ ���
�� �����	'�� 
 V �� �
� W ��	 �
� �	
�
�$�	�
� T : V → W '� ������
��� �� �	 ������ �������� �
�� �� �����
���� ��	 �
� T # ������� '� ����
��� ��� 1 − 1 ��� ��� �������� ��������	� T : V → W ����� ��	�	� �����
�����������
� �
��� �� ��������� �������	 ��

[T (v), T (v′)] =< v, v′ >, ��� ��'� v, v′ ∈ V.

/&�� ��� �� ����� ��
 ���
� �� �	 ������ �������
 �	��
�$
� ������ �� ��
��
��� ���� ���	��	�# 4	���� ��� �
 ����	��
$
# ������ ��
 ���
� �� �	 ������
�������
 �
� ��
�� ��� ���� ���	��	� ����� �	��
�$
�# 5�������! '� �
��� �

���
 Fn �� �
 ���
���� �	 ������ �������


< (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn) >=
n∑

i=1

αiβ̄i

��� ���� �����	������ ���
 V ���	��	�� n �� �	 ������ �������
 [ , ]# /+	� 
{v1, . . . , vn} ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V # /(�� ���$��'��� ��� � ��������	� T :
V → Fn! T (vi) = ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ����� ���� �	
�
�$�	��� �����	�������



/�$� �(��
�(�" 1���� �� ,(�����&� %������ �#

��� �# &� v = α1v1 + · · ·+ αnvn! v′ = β1v1 + · · ·+ βnvn ����� ��
 �����	����
�
� V ����

[v, v′] =< T (v), T (v′) > =

〈
n∑

i=1

αiT (vi),
n∑

j=1

βjT (vj)

〉

=
∑
i,j

αiβ̄i < (T (vi), T (vj) >

=
n∑

i=1

αiβ̄i =< (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn) >

�$
�

< T (vi), T (vj) >=< ei, ej >=
{

1 ��� i = j
0 ��� i �= j.

������� ��
� 
� �����	�����
� ���
� ���	��	�� n �� �	 ������ �������
 �����
�	��
�$
� �� �
 ���
 Fn �$
���	���
� �� �
 ���
���� �	 ������ �������
# /+�	�
��
��� �


/%	���� #-�-�- 5�� ������������ #%��� �� �������
 ���
���� ����� ��
�
���0�� �� ��� �
��� �� $#��� �� ���� �� �����

�����(����- &� W ����� ���� ���� �
� ���� ���������
� +��������
� ��"
�
� V ! �� �	 ������ �������
 < , >! ���� 
 ����
��	��� �
� < , > 	�
 W ×W
����� ��� �	 ������ �������
 ��� �
� W # ������� �� '� ��	
��� �
� ���� �

�
� ��������� ��� ��
 � ���� �����	���� �
� V ! ����� ����� �	��
�$
� �� ���
���� �
 �
� +��������
� ���
� R2 � R3# ������� ��'� �������� �
� �	����
	�
� R2 � R3 ��� ������������� ��� ��� ���	'�	� �����	��� �! �
 ���
� �����"
	��� � ��� �� � ��� ����*� �����	��� �! ������ ��� �������� ��� 	�
������
��
�� �������! ���� �	���� ��� 	� ��'� ���������� +��������
 ���
 V # G��K ������!
� ���� ���� �������� �	���� 	�
� V ������ ���� �	���� 	�
� R3 � ��� ����������!
�� v, v′ ∈ V ����

‖v − v′‖2 + ‖v + v′‖2 = 2(‖v‖2 + ‖v′‖2)

�
� ���� � �	����� ��$���� �� �� 	�� �������� �
� �	���� ��� �� ���������"
������- �
 �'�
�	�� � � �������� � � � ����� � � ���� �� � ���� �������"
�
�����
� �	
���� �� �
 �'�
�	�� � � �������� � � � ��		�� � ������� �
�
@%���� �����.#
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.��(�%�� #-�

3# /+	� V ��� W ��
 �����	�����
� ���
� �� �	 ������ �������
 ��� �
� F #
&� V1 ���W1 ����� ���� �
� � � V ���W ����	�
��� ��� dimV = dimW !
���*�� ��� ������� ���� �	
�
�$�	��� T : V →W �� T (V1) = W1#

,# /+	� V ��� W ��
 ���
� �� �	 ������ �������
 ��� ����� ���	��	�� ���
�
� F # &� S ����� ���� �	
�
�$�	��� �
� V 	�
 W ���*�� ���-

( ��������	� T → STS−1 ����� ���� �	
�
�$�	��� �
� L(V, V ) 	�
"
� L(W,W ) �� �	 ������ �������� < T1, T2 >= trT1T

∗
2 ! ��� T1, T2 ∈

L(V, V ) � T1, T2 ∈ L(W,W )#

6# E� %��'�� ���� �	
�
�$�	��� �
� R2 �� �	 ������ �������


< (x1, x2), (y1, y2) >= x1y1 − x2y1 − x1y2 + 4x2y2

	�
 �	 ������ ���
 � � �
�� ��� � R2[x] �� �	 ������ �������


< f(x), g(x) >=
1∫
0

f(x)g(x)dx#
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0�0 4 ��"��,
 ���
 $�����%,
 ����%���'


>��K ����
��� �
� 	���
�� ���� �������
� ���'�
� ��� 
��
���!  � ��
� �

�	 ������ �������
 ��� �
� V ! �� 	���� �������� ��������	� ���� ��������"
� ��������	�� �
� V # ( ���
�� ���� '� ��� 
����	�� 	�� ������ 
��	��� �
��������� �����
��	� � �
� ��
�� 	��������� ���������#

+���� �� 	�� ��� �� {v1, . . . , vn} ����� ��� %�	� �
� V ��� w1, . . . , wn �����
n 
�
�����
�� �����	���� ���� �����	�����
� ���
� W ���� ������� ��� �
"
������ �������� ��������	� ��� �
� V 	�
� W �
� �����
���� �
 vi 	�
 wi!
i = 1, 2, . . . , n# &� '� ��	
��� �
 	��
�
 F  � �����	������ ���
 ��� �
� F !
�� 	�
����� �
� L(V, F ) �� ���� ��������� �	� �� �
� V # �������!  �
��
� �� %�	� v1, . . . , vn �
� V ! 	� ��'� �����	�� v =

∑
αivi 
������ �
�
"

	������ � �������� �
�$� f ∈ L(V, F ) ��
� f(vi) = αi# &� '� ��	
��� �
�
V �� �	 ������ �������
 < ,>! ���� 
� ��������� �
�$�� �
� V ��
�
�� ��
��$��	'
�� @���*������ ��� %�	�� �
� V . �� �
� �*�� ���� ����
#

6(��� #-#-� @5����	� �
� Riesz.- ,-�� V $��� ����������
� #%��� ��
�������
 ���
���� < ,>� 4
� � ������#��

V −→ L(V, F ), v −→ fv


��� fv(w) =< w, v >� ����� 1 − 1 ��� ����

*�
���+�� >�'�� < λw1 + w2, v >= λ < w1, v > + < w2, v >! � fv �����
�������� �
�$� �
� V # &� �� fv1 = fv2 ! ��� v1, v2 ∈ V ! ������ < w, v1 >=
< w, v2 >! ��� ��'� w ∈ V ! ���� ��� w = v1−v2! ��
��� < v1−v2, v1−v2 >= 0
�
� �	���� ���
� �� v1 = v2# ������ � �� ��� ����	�
���� ����� 1 − 1#

/+	� ���� f ∈ L(V, F )# ;� �
��� �
� ������ K = ker f ��� f # &�
K = V ! ������ �� f = 0! ���� f = f0# A�
'��
��� ��� K �= V ! ������
f(V ) = F # ����� dimK = dimV − 1 ��� ��
��� V = Fv ⊕ K! ��
� v
����� ��� �����	�� ��'��
 ��
� �
� ���� �
 K ��� Fv 	��%
���� �
� ���� �

{λv | λ ∈ F} =< v ># ������ ��'� �����	�� w �
� V ���$���� �
������  �
w = λv + t! λ ∈ F ! t ∈ K# ����� f(w) = f(λv) = λf(v)# ���� �������
���
��� �� '�	
���

v0 =
f(v)

< v, v >
v

����

fv0(w) =< w, v0 >=

〈
w,

f(v)
< v, v >

v

〉
=

f(v)
< v, v >

< w, v >

=
f(v)

< v, v >
< λv + t, v >=

f(v)
< v, v >

λ < v, v >= λf(v) = f(w).
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/&�� f = fv0 ! �
� 	������� ��� � �� ��� ����	�
���� ����� ���#

���!�%����- ;� �
��� �
� +��������
 ���
 R3 �� �
 	���'�	���
 �	 ��"
���� �������
# &� f : R3 → R! (x1, x2, x3) → α1x1 +α2x2 +α3x3! α1, α2, α3 ∈
R! ���� f = f(α1,α2,α3)#

�����(����- &� {v1, v2, . . . , vn} ����� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V ! ����
��'� �����	�� w ∈ V ���$����  �

w =< w, v1 > v1 + · · ·+ < w, vn > vn.

������� �� f ∈ L(V, F )! ��
���

f(w) = f(< w, v1 > v1 + · · ·+ < w, vn > vn)
=< w, v1 > f(v1) + · · ·+ < w, vn > f(vn)

=< w, f(v1)v1 > + · · ·+ < w, f(vn)vn >

=< w, f(v1)v1 + · · · + f(vn)vn > .

������� �
 �
������ �����	�� �
� ����	�
���� 	��� f ����� �


v0 = f(v1)v1 + · · · + f(vn)vn,

������ f = fv0 #
+$����
���� �
 ��
��
����
 ����� ��
�
��� �� ����	�
���	
��� �
�
	�"

����� 	� ��'� �������� ��������	� �
� V ��� ���� �������� ��������	� �
� V
 � �*��#

/+	� T ∈ L(V ) ��� v ∈ V # ���� � ��������	�

f : V −→ F, w −→ f(w) =< T (w), v >

����� ��� �������� �
�$� �
� V # �������! 	��$ �� �� �
 2#2#3������� ���
�
������ �����	�� v′ ∈ V ���
�
 �	���

< T (w), v >= f(w) = fv′(w) =< w, v′ > . (∗)

/&�� 	� ��'� �����	�� v ����	�
���� ��� �����	�� v′# /+	� T ∗ : V → V !
v → v′ = T ∗(v) ���� � ����	�
���� @�
� ����� ��������	�! �$
� T ∗(v) ����� �

�
������ �����	�� ��� �
 
�
�
 �	���� � (∗).#

�)� {v1, . . . , vn} ����� ��� ������������ ���� �!��#�� �� 
�� ������!���� ����
�����

���	�� v′ =
n�

i=1

< T (vi), v > vi
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( T ∗ ����� ��� �������� ��������	� �
� V # 5�������! �	����

< w,T ∗(λv1 + v2) > =< T (w), λv1 + v2 >= λ̄ < T (w), v1 > + < T (w), v2 >
= λ̄ < w, T ∗(v1) > + < w,T ∗(v2) >
=< w,λT ∗(v1) + T ∗(v2) > .

&��� 	������� ���

< w,T ∗(λv1 + v2) − (λT ∗(v1) + T ∗(v2)) >= 0,

��� ��'� w ∈ V # ����� T ∗(λv1 + v2) = λT ∗(v1) + T ∗(v2)! ������ T ∗ ∈ L(V )#
)�� ��� T ∗ '� ���	��
�
��	
��� ��� �*�� 
�
�
��� ��� 
�
�� '� �����
�
"

��	
��� ��������#

1������ #-#-- ,-�� T ∈ L(V )� . 2�������	3 �������	 �����
���� T ∗ ���
���7��� ��
 � �#$��

< T (w), v >=< w,T ∗(v) >

���� 7��� � ������� �� T 2�� ���� � �������
 ���
���� < ,>3�

�������(�%��- 3# ������� $
��� ���� �
� ��
� 	����� ���	��
�
������ 

��
� ��	������ � ��
� ��)�� ���� ���$�����	�� 	��� ���
�� �
� ��L�
�
���
� �
� V ! ���
�� �� ��� 
�
�� ��� '� �	�
��'
��� ���#

,# &�� �
� 
��	�� ��� T ∗ $������� ��� � 	����� �*������� ��� �
 �	 ������
�������
 �
� 
������ ��� �
� V #

���!�%����- ;� �
��� �
� +��������
 ���
 R3 �� �
 ���
���� �	 ������
�������
# /+	� T : R3 → R3! (x1, x2, x3) → (0, x1, x2)# ���� ��
���

< (x1, x2, x3),T ∗(y1, y2, y3) >=< T (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) >
=< (0, x1, x2), (y1, y2, y3) >= x1y2 + x2y3

=< (x1, x2, x3), (y2, y3, 0) > .

�����
T ∗(y1, y2, y3) = (y2, y3, 0).

������� #-#-�- . �����
���� L(V ) → L(V )� T → T ∗ $#�� �� �+	� ���
���

�3 (T ∗)∗ = T

�3 (λT1 + T2)∗ = λ̄T ∗
1 + T ∗

2
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�3 (T1T2)∗ = T ∗
2 T

∗
1

�3 1∗V = 1V ��� O∗ = O

�3 (T ∗)−1 = (T−1)∗� �� � T ����� �����$1����

*�
���+�� ( ������*� ����� ���	� 	������� � � 
��	���# )�� ����������! �
�������� �. ��
������ ���	�! ��'��

< T (w), v >=< w,T ∗(v) >=< T ∗(v), w >=< v, (T ∗)∗(w) >=< (T ∗)∗(w), v >,

��� ��'� w, v ∈ V ! ��� ��� �� �. ��
���
< (T1T2)(w), v >=< T1(T2(w)), v >=< T2(w), T ∗

1 (v) >=< w, (T ∗
2 T

∗
1 )(v) >

��� ��� �� �
���������� ��� 	���
�� ��
������ (T1T2)∗ = T ∗
2 T

∗
1 #

/+	� ���� v̂ = {v1, . . . , vn} ��� %�	� �
� V ��� A 
 ������� ���� ������"
��� ��������	�� T ∈ L(V )  � ��
� ��� v̂# ���� ��� �� 	��	� < T (w), v >=
< w,T ∗(v) > ��
�
��� �� ��
�
��	
��� �
� ������ A∗ ��� T ∗  � ��
� ��� v̂#
+����� � T ∗ 
������ ��� �
 �	 ������ �������
! 
 ������� A∗ ��
��� ���
��"
���� �� ��
�
��	'�� �� � v̂ '� ��'�� 
�'
���
����# 5�������! �� � v̂ ����� ���

�'
���
���� %�	� ���

T (vi) =
n∑

j=1

αjivj , T ∗(vi) =
n∑

j=1

βjivj

���� ��
���

< T (vi), vk >=
n∑

j=1

αji < vj , vk >= αki,

< T ∗(vi), vk >=
∑

βji < vj , vk >= βki.

�����! ������ < T (vi), vk >=< T ∗(vk), vi >! ������ αki = β̄ik! ������ A
∗ =

(ᾱji)#

������� ��
��� ���

������� #-#-�- *� A = (αij) ����� � ������� ���� �������	� �����
����� T
�� ���� ��� �����������	 � �� �� V � 
� � ������� ��� ������#�� ��� T ∗

�� ���� ��	 � � �� ����� � A∗ = (ᾱji)�

1������ #-#-#- 4�� ������ (ᾱji) �� �������7���� �� Āt ��� �� �$�� ����
���	 	������ �� ������ A = (αij)�



/�/� 3 ��#��-� ���� %�����&-� ����&���(�� �

G��K ������! 
 ���	��
$
	����� �
�

(
i −3i
1 0

)
����� 
 Āt =

( −i 1
3i 0

)
#

5�
	
��M &� A ����� 
 ������� ���� ��������� ��������	�� T �
� V  � ��
�
��� �� 
�'
���
���� %�	� ���� 
 ������� ��� T ∗  � ��
� ��� ���� %�	� ��� �����

 Āt# )����� 
 ��
�
��	��� �
� ������ ��� T ∗  � ��
� ��� �� 
�'
���
����
%�	� ����� ������ �
����
�
�#

������� #-#-+- *� {λ1, λ2, . . . , λn} ����� � ������ �� ������%� ���� �����
���	� �����
����� T � 
� � ������ {λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄n} ����� �� ������$� �� T ∗�

*�
���+�� &��� ��
������ ��� �
 ���
��� ��� �� A ����� 
 ������� ��� T  �
��
� ��� 
�'
���
���� %�	�! @
���� 
 A − λIn ����� 
 ������� ��� T − λI  �
��
� ���� �� %�	�. ���� 
 Āt − λ̄In ����� 
 ������� ��� (T − λI)∗ = T ∗ − λ̄I
 � ��
� ��� ���� %�	�#

.��(�%�� #-#

3# /+	� V = R2[x] �� �	 ������ �������
 �
< f(x), g(x) >=
1∫
0

f(x)g(x)dx#

;� �
��� ��� T ∈ L(V ) �
� ����	�
���� 	�
� ������

⎛
⎝ 1 −1 0

−2 1 1
0 1 1

⎞
⎠

 � ��
� �� %�	� {1, x, x2}# E� %��'�� 
 T ∗#

,# /+	� V = Fn �� �
 ���
���� �	 ������ �������
 ��� T ∈ L(V ) ��
T (x1, . . . , xn) = (0, x1, . . . , xn−1)# E� %��'�� � T ∗#

6# /+	� V = C2 �� �
 ���
���� �	 ������ �������
 ��� T ∈ L(V )# &"
� 
 ������� �
� ����	�
���� 	�
� T  � ��
� ��� ���
���� %�	� ����� 
(

1 i
−2 −1

)
�� %��'�� 
 T ∗#

8# /+	� V = R2[x] �� �
 ��
��
����
 �	 ������ �������
# E� %��'�� ���
f(x) ∈ V ���
�
 �	��

i) f
(

1
2

)
=

1∫
0

f(x)g(x)dx! ��� ��'� g(x) ∈ V

ii)
1∫
0

f(x)(	��πx)dx =
1∫
0

f(x)g(x)dx! ��� ��'� g(x) ∈ V #

2# ���*�� ��� �� T ∈ L(V )! ��
� V ����� ���� ���
� �� �	 ������ �������

���� �	��
�� �� �*��-



 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

i) ker T ∗ = (ImT )⊥!

ii) ImT ∗ = (ker T )⊥!

iii) ker T = (ImT ∗)⊥!

iv) ImT = (ker T ∗)⊥#

����� � T ����� 1 − 1 �� ��� ���
� �� � T ∗ ����� ��� ��� � T ����� ��� ��
��� ���
� �� � T ∗ ����� 1 − 1# +��	�� ���*�� ��� ���� ���� �
� W �
� V
����� T "�����
� �
� �� ��� ���
� �� 
 W⊥ ����� T ∗"�����
� �
�#

<# /+	� V = C3 �� �
 ���
���� �	 ������ �������
 ��� T ∈ L(V ) �
� 

����	�
��
� �������  � ��
� ��� ���
���� %�	� ����� 
⎛

⎝ −1 −i 1
−i 1 i
1 i −1

⎞
⎠ .

E� %��'�� 
 ker T ∗#

9# /+	� V ���� ���
� �� �	 ������ �������
 < , ># &$
� ���*��� ��� � �"
���	�
���� T : V → V �� T (v) =< v, v1 > v2 ����� ��� �������� ��������	�
�
� V ! ��
� v1 ��� v2 ����� ��
 	��'��� �����	���� �
� V ! �� %����� ���
T ∗# @?��	��
�
���	�� �
 ���
��� ��� < T (v), w >=< v,< w, v2 > v1 >.#
/+	� ��� �
 < , > ����� �
 ���
���� �	 ������ �������
! �� %��'�� 
 ��"
����� A �
� ����	�
���� 	�
� T  � ��
� ��� ���
���� %�	� �
� V ! ��
v1 = (α1, . . . , αn) ��� v2 = (β1, . . . , βn)# �K ���� ��� ������ 	� �� %�����
��� dim(ImT )! ������ ��� ��*� �
� A#

:# /+	� V = R2[x] �� �	 ������ �������
 �


< f(x), g(x) >=

1∫
0

f(x)g(x)dx.

E� %��'�� � 	����� �������� ��������	� D∗ �
� ���$
���
� D! ��
�
D(1) = 0! D(x) = 1! D(x2) = 2x#



/�4� 	����&'� %�����&'� ����&�"(��� �

0�5 +�����%&
 $�����%&
 ����%��!'��


A���'���
��� @5����	� ,#,#6. ��� ��� �������� ��������	� T ∈ L(V ) ����	�
�"
��� 	� ��� �������
 ������  � ��
� ��� %�	� �
� V �� ��� ���
� �� ������� ���
%�	� �
� V �
� ��
�������� ��� ���
�����	���� ��� T # �� ���� ��� 	��� ��������
�������$
�� '� ������	
��� ��� ��������� �����
��	��� T �
� V ��� ��� 
�
���
������� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V �
� ��
�������� ��� ���
�����	���� ���
T #

1������ #-+-�- ,-�� T ∈ L(V )� . T �$���� ���	���� �� �������� ��
� ��7��	 ��� �����	 �� ���������� � �#$��

TT ∗ = T ∗T.

+�����  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� 
� ������� � � 	����� ���������
�����
��	� � ����� 
� ���	��
$
	������ � � ����� � � � ����	�
�� � ������"
��� �����
��	� �! ��
������ ��� ��� �������� ��������	� ����� ���
���� �� ���
���
� �� 
 ������� A �
� ����	�
���� 	� �����  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	�
����
�
��� �� 	��	�

AĀt = ĀtA.

������ 
 ������� A ����� ���
����� @%�# ���	�� 8#6#2.#

)�� ����������! �	� T � �������� ��������	� �
� ���
� C2 ��� �
� C
�� �
 	���'�	���
 �	 ������ �������
 ��� 
�
��� 
 �������  � ��
� �� %�	�{
e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)}
����� 


A =
(

2 −3
3 2

)
.

+����� AĀt = ĀtA! � T ����� ���
����# �� ���
����� ��� T ����� 2+3i ��� 2−3i ���

�������
��� ��� �� �����	����
1√
2

(
i
1

)
���

1√
2

( −i
1

)
����� ���
�����	����

��� T �
� ����	�
��
�� 	��� ����� ��� �� ������� ���
���� ��� T ����	�
���#
&��� �� ��
���
�� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� C2 ��� �
� C#

&� ��� �
 	��
�
 � � ���
����� ��� 	���
�� ��������� ��������	�� T ∗ ����
T ∈ L(V )! �� � ������ 	�
 5���	�� 2#2#<! ��
�������� ��� ��� 	������ ���
�����
��� T ! ������ 
� ��
 �����
��	��� T ��� T ∗ ��
�� ���$
������ ���
�����	����# )��
��� ���
����� �����
��	��� �	����! �� � $������� ��� 	�
 ��
��
����
 ����������!
�
 �*��#



� 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

6(��� #-+-- ,-�� T ∈ L(V ) ��� �������	 �������	 �����
����� *� v ∈ V
����� $�� ������ ����� �� T �� ������	 λ 
� � v ����� ������ $�� ������ ���
��� �� T ∗ �� ������	 λ̄� -����$�� ������������� �� T ��� ������#��� ��
���0�����$� ������$� ����� � ��� ���+� ����

*�
���+�� /+	� 0 �= v ∈ V �� (T − λ1V )(v) = 0# +��
�� ��
������ ��� ������
� T ����� ���
����! ��� � T − λ1V ����� ���
����# /&�� ��
���

0 =< (T − λ1V )(v), (T − λ1V )(v) >=< v, (T − λ1V )∗(T − λ1V )(v) >
=< (T − λ1V )∗(v), (T − λ1V )∗(v) > .

&��� �	���� ���
� �� (T ∗ − λ̄1V )(v) = (T − λ1V )∗(v) = 0! ������ ���
� �� �

v ����� ��� ���
�����	�� �
� T ∗#

/+	� ���� T (v1) = λ1v1 ��� T (v2) = λ2v2# ���� ��
���

λ1 < v1, v2 > =< λ1v1, v2 >=< T (v1), v2 >=< v1, T
∗(v2) >

=< v1, λ̄2v2 >= λ2 < v1, v2 > .

����� (λ1 − λ2) < v1, v2 >= 0# ������� �� λ1 �= λ2 ���� < v1, v2 >= 0#

/�� � ����� �� 	��! � ���� �
�
��	� ���� ��������� ��������	�� �*�������
��� �
 F ��� �
� 
�
�
� 
������ 
 V # �
 ������
 '������ ����� �
 %�	��� ��"
�������	�� � � ���
����� ��������� �����
��	� � � � ��������� +�������� �
��� �# /�� � �� '� $���� ��
 ��� ! ���� �
 '������ ��
����� ��� ��� ��
�������� ��
����	���� ��� �
��� � � ��� � �� �	 ������ �������
#

/%	���� #-+-�- ,-�� V $��� �������
� -���������� #%��� ��� T ∈ L(V )�
4
� � T ����� �������	 �� ��� �
��� �� �� �#�� ��� �����������	 � �� �� V
��� ��������� ��
 ������������� �� T � �����	 � ������� �� T �� ���� ��	
� � �� ����� ����%�����

*�
���+�� /+	� ��� 
 ������� A ��� T  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V
����� 
 �������
� ������� ⎛

⎜⎝
λ1 0

# # #

0 λn

⎞
⎟⎠ .

����� 
 ������� A∗ ��� T ∗  � ��
� ���� ��� ���� %�	� ����� 


Āt =

⎛
⎜⎝

λ̄1 0
# # #

0 λ̄n

⎞
⎟⎠ .



/�4� 	����&'� %�����&'� ����&�"(��� #

+����� AĀt = ĀtA '� ����� ��� TT ∗ = T ∗T # &���	��
$�! �	� ��� � T �����
���
����# +����� 
 V 
������ ��� �
� C ��
�
��� �� '� ��	
��� ��� ���
���"
��	�� v1 ��� T # ;� �
��� �
� ��'��
 ���� �
 V1 �
� V ��
� �
 v1# ���� 

V1 ����� T "�����
� �
� ���� �
�# 5�������! �� v ∈ V1 ��� T (v1) = λ1v1! ����!
��� �
 2#<#,!

< v1, T (v) >=< T ∗(v1), v >= λ̄1 < v1, v >= 0,

������ T (v) ∈ V1# ������� � T ���� ��� ���
�����	�� v2 �
� ������ 	�
 V1#
/+	� V2 
 ��'��
� ���� �
� ��
� �
 v2 �
� ��� �����! ��� �
� ���
 ���
! �����
T "�����
� �
�# �����! � �
�� V ′

2 = V2∩V1 ����� ���� T "�����
� �
� ���� �
�#
/+	� v3 ��� ���
�����	�� ��� T �
� ������ 	�
� V ′

2 ��� �	� V3 
 ��'��
�
���� �
� ��
� �
 v3# ���� 
 V ′

3 = V1∩V2∩V3 ����� T "�����
� �
� ��� ��'��
�
��
� �
 	��
�
 {v1, v2, v3}# ������
���� �� ���� �
� ����
 @������ dimV <
∞. '� ���
��� ��� 	��
�
 {v1, v2, . . . , vn} ��� ��
 ��'�� � ���
�����	��� �
��� T @�
� $�	��� ��
���
�� %�	� �
� V . ��	� �	�� V1∩V2∩ . . .∩Vn = 0 ��� 

V1 ∩V2 ∩ . . .∩Vk ����� T "�����
� �
� ��� ��'��
� ��
� �
 	��
�
 {v1, . . . , vk}#
G�	��� �� �
 vi ����� ��� ���
�����	�� ��� T ! ��� �
 vi/ < vi, vi >

1/2 ����� ���
���
�����	��# ������� ��
�
��� �� '� ��	
��� ��� � %�	� {v1, v2, . . . , vn} �����

�'
���
����  � ��
� ��� 
�
�� 
 ������� ��� T ����� �������
�#

���� '� ������	
��� ��� ������ 	� � � ���
����� ��������� �����
��	� �
���� ���������
� +��������
� ���
�# >������� ��������	�� �
 �*�� �����#

6(��� #-+-�- ,-�� V $��� �� �������
� ����������
� #%��� ��� �� R
��� T ∈ L(V )� 4
� �� �#�� ��� #���� $��� T ����������� ��
#���� �� V
�� ����� 1 	 2�

*�
���+�� &� � T ���� ��� ���
�����	�� v ���� 
 ���
� Rv =< v > ����� T "
�����
� �
�# A�
'��
��� ��� � T ��� ���� ������ ���
�����	��# &��� 	�������
��� �
 ���������	���� ��� �
������
 χT (x) ��� ���� ����� ���������� ���#
������ 
� ���� �
� χT (x) ����� ���� ��'��� ��������� ��� �� λ = α + iβ �����
��� ��� ���� ��� � λ̄ = α − iβ ����� ���! �$
� 
� 	������	��� �
� χT (x) �����
���������
� ���'�
�# /+	� {v1, . . . , vn} ��� %�	� �
� V ��� �	� A 
 �������
��� T  � ��
� ���� �� %�	�# ;� �
��� ��� �*�	 	�

(A− λIn)Z = 0

� 
�
�� ���� �� ��������� ��������� ��	���! �$
� � 
��
�	� �
� ������ A−λIn
����� �	� �� χT (λ) = 0# /+	� 

v =

⎛
⎜⎝

z1
###
zn

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

t1
###
tn

⎞
⎟⎠+ i

⎛
⎜⎝

s1
###
sn

⎞
⎟⎠ = t+ is, zi = ti + isi, ti, si ∈ R,



+ 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

��� �� �������� ��	�! 
���� ��
���

Av = λv ��� Av̄ = λ̄v̄ (∗)
��
� v̄ = t − is @�$
� �� 	�
����� �
� ������ A ����� ���������
� ���'�
� ���
��� A = Ā.# 5�
	'��
���� ��� �$�������� ��� ��
 �*�	�	��� (∗) �����
��� ���
�*�	�	���

At = αt− βs ��� As = βt+ αs (∗∗)
��'�� t =

v + v̄

2
��� s =

v − v̄

2i
#

&� '� ��	
��� ���� �� �����	���� �
� V

w1 = t1v1 + · · · + tnvn ��� w2 = s1v1 + · · · + snvn

���� 
� �*�	�	��� (∗∗) ����� �	
������� �� ���
T (w1) = αw1 − βw2 ��� T (w2) = βw1 + αw2.

&��� 	������� ��� 
 ���� �
� W �
� V �
� ��������� ��� �� w1 ��� w2 �����
T "�����
� �
� ��� ���� ���	��	� 1 � 2# &� dimW = 1 ��� w ∈W ! w �= 0! ����
������ 
 W ����� T "�����
� �
� '� ������ T (w) = µw! µ ∈ R# &��� �� � '�
	������ ��� �
 µ ����� ��� ���������� ���
���� �
� T ! ������ ��� ��� �
� χT (x)!
�
� ����� ��
�
 ��� ��� ���'�	� ���# /&�� ������ dimW = 2 ��� 	������ ��
�����	���� w1 ��� w2 ����� �������� ���*������ @���� %�%��� $������� ��� ���
�
� ������ ��� T  � ��
� {w1, w2}.#
/%	���� #-+-#- ,-�� T ��� �������	 �������	 �����
���� ��
� ����������
-���������� #%��� V � 4
� �� �#�� ��� �����������	 � �� �� V �� ���� ��
����� � ������� �� T $#�� � ���0	⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2

� � �

λk

ρ1���ϕ1 ρ1��ϕ1

−ρ1��ϕ1 ρ1���ϕ1

� � �

ρm���ϕm ρm��ϕm

−ρm��ϕm ρm���ϕm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠


��� k,m ≥ 0� k +m = n ��� λi, ρi, ϕi ∈ R �� ϕi ∈ (0, π)�
*�����0�� �� T ����� ��� �������	 �����
���� �� V � ������� �� ������

�� ���� ��� �����������	 � �� $#�� �� ����������� ���0	 
� � T �����
�������	�



/�4� 	����&'� %�����&'� ����&�"(��� "

*�
���+�� A�
'��
��� ��� T ����� ��� ���
���� �������� ��������	� �
� V #
&� �
 ���������	���� �
������
 χT (x) ���� ���� ��� ���� �
� �����������!
���� � ������*� �
� '� �����
� ����� � ���� �� ���� �
� 2#<#6# /+	� ��� �

χT (x) ���� ��� �� ���������� ��� λ = α + iβ# ���� �� � 	��� ������*�
�
� ��
��
����
� ������
� ��
�
��� �� '� ��	
��� ��
 �������� ���*������
�����	���� w1, w2 ∈ V �� 
�
�� ����
�
�
�� ��� 	��	���

T (w1) = αw1 − βw2 ��� T (w2) = βw1 + αw2.

���� ��
������� ������ 	� '� ���*
��� ��� �� w1 ��� w2 ����� ��'��� ����*� �
��
��� ������
� ��� 
 ���� �
� �
� ����� ��'��
� ��
� ���� ����� T "�����
� �
�#
5�������! ��� ��� ����	� � � w1 ��� w2 	�
 ��
��
����
 ����� 
�	��	����
������ '� ��	�� �
 �������� ���
 Cn ��� �
� C ��� ��� ��	��� ��� �*�	 	��

AZ = λZ.

+�� '� �
��� �� %�	� {v1, v2, . . . , vn} �
� V �� ����� 
�'
���
���� ��� �
� Cn

 � �
 �������� +��������
 ���
 �� �
 	���'�	���
 �	 ������ �������
# )��
���� �
 ���
 � ���
���� %�	� {e1, . . . , en} ����� 
�'
���
����# &� '� ��	
���
�� �������� ��������	� T ′ �
� Cn �
� ����	�
���� 	�
� ������ A  � ��
� ��"
� ���
���� %�	�! ���� � T ′ ����� ��� ���
���� �������� ��������	� @�$
� 
 A
����� 
 ������� �
� ����	�
���� 	��� T  � ��
� �� %�	� {v1, . . . , vn} �
� V .#
�������! 	��$ �� �� �
 2#<#,! '� ������ < v, v̄ >= 0! ��
� �� �����	���� v, v̄
�
� '� ��	��� 	��� ������*� �
� 2#<#8 ����� ���
�����	���� ��� T ′ �
� ����"
	�
��
�� 	��� ���
����� λ ��� λ̄ ����	�
���# /&�� ��
��� < w1, w2 >=< t, s >=
1
4i

< v + v̄, v − v̄ >= 0! ��'�� < v, v >=< v̄, v̄ ># ��
�
��� ���	�� ��

�����*
��� �
 v �� ���� ����

√

2! 
���� ‖w1‖ = ‖w2‖ = 1#
/+	� ���� M 
 ���� �
� �
� V �
� ����� ��'��
� ��
� �� �����	����

w1 ��� w2 ��� M ′ 
 ���� �
� �
� ����� ��'��
� 	�
 {v, v̄}# J�� �
� 2#<#,!
�� ��
��� ��� (T ′)∗(v) = λ̄v ��� (T ′)∗(v̄) = λv̄! ��� �� r ∈ M ′ ��
��� <
T ′(r), v >= r, (T ′)∗(v) >= λ < r, v >= 0 ��� < T ′(r), v̄ >=< r, (T ′)∗(v̄ >=
λ̄ < r, v̄ >= 0# &��� 	������� ��� 
 M ′ ����� T ′"�����
� �
�#

+��	�� ���
�� ��
������ ��� ��� ��������� �
� �	 �����
� ���
���
� ��� 

M ′ 	�������� �� �
� ���� �
 �
� V �
� ����� ��'��
� 	�
 {t, s}# /+�	� ��
y ∈M ! y = y1v1 + y2v2 + · · · + ynvn! ������

〈
t,

⎛
⎜⎝

y1
###
yn

⎞
⎟⎠
〉

=< w1, y >= 0 ���

〈
s,

⎛
⎜⎝

y1
###
yn

⎞
⎟⎠
〉

=< w2, y >= 0,



0 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

'� ��
��� ���

⎛
⎜⎝

y1
###
yn

⎞
⎟⎠ ∈M ′ ��� A

⎛
⎜⎝

y1
###
yn

⎞
⎟⎠ ∈M ′# /&��

���

< T (y), w1 >=

〈
A

⎛
⎜⎝

y1
###
yn

⎞
⎟⎠ , t

〉
= 0

< T (y), w2 >=

〈
A

⎛
⎜⎝

y1
###
yn

⎞
⎟⎠ , s

〉
= 0.

������ 
 ���� �
� M ����� T "�����
� �
�#
���� 
 ����
��	��� T1 ��� T 	�
� M ����	�
����  � ��
� �� %�	� {w1, w2}

	�
� ������

A1 =
(

α β
−β α

)
.

)��$
���� �
� �������� ���'�� λ = α + iβ 	� �
����� 	������������! α =
ρ	��ϕ! β = ρ��ϕ! ρ =

√
α2 + β2! ��
���

A1 = ρ

(
	��ϕ ��ϕ
−��ϕ 	��ϕ

)
.

)�� �
 ������ 	����
 ��� ������*�� ��
�
�'
��� �� �������	�� �
� �$����"
	��� 	��� ������*� �
� ;� �����
� 2#<#6# ( ���� ���$
�� ��� ����� ��� ���
��
�
��� �� �	����	'
��� ��� ��'� ���� �
� V ′

i �
� ����� T "�����
� �
� ��"
������ ��� ���
�����	�� vi+1 �
� T # &��� �� ��� ������� ������ ���
�����	��
��� T 	�
� Vi! ���� �� � ������ ����� ����! ������� ��� ���
� ��'�� � ����*�
�
�� �����	��� � wi+1, w

′
i+1 �
� Vi �
� ����
�
�
�� ��� 	��	���

���
T (wi+1) = αi+1wi+1 − βi+1w

′
i+1

T (w′
i+1) = βi+1wi+1 + βi+1w

′
i+1.

)�� �
� ���� �
 Vi+1 ��
�
��� �� '� ��	
��� �
� ���� �
 �
� ����� ��'�"
�
� 	�
 {wi+1, w

′
i+1}# ���� 
 V ′

i+1 ����� T "�����
� �
�# �� ���� �
� ����
!
�� 	�����	
��� ���� �� �������	��! ������ '� ���
��� ��� 
�'
���
���� %�	�
v1, v2, . . . , vk! wk+1, w

′
k+1, . . . , wk+m, w

′
k+m �
� ����
�
��� ��� 	��	���

T (vi) = λivi i = 1, . . . , k

T (wj) = αjwj − βjw
′
j

T (w′
j) = βjwj + αjw

′
j

}
j = k + 1, . . . , k +m



/�4� 	����&'� %�����&'� ����&�"(��� �

��
� λi ∈ R! i = 1, . . . , k! λj = αj + iβj ∈ C! βj �= 0! j = k + 1, . . . , k +m#
&��� ������� ��� 
 ������� ��� T  � ��
� ���� �� %�	� ���� �� �����
�����

�
�$�#
�
 ����	��
$
 �$������  � �	��	�#

.��(�%�� #-+

3# /+	� V = C3 �� �
 ���
���� �	 ������ �������
# ;� �
��� �� ��������
��������	� T �
� V 	��� 
�
�� ����	�
���� 
 �������⎛

⎝ 1 i 1 + i
1 + i 1 i
i 1 + i 1

⎞
⎠

 � ��
� ��� ���
���� %�	�# ���*�� ��� � T ����� ���
���� ��� �� %��'��
��� 
�'
���
���� %�	� �
� V �
� �� ��
�������� ��� ���
�����	���� ���
T #

,# /+	� T ��� �������� ��������	� ���� 6"���	���
� ���
� V �� �	 ������
�������
 	��� 
�
�� ����	�
���� 
 �������⎛

⎝ 1 2 −2
2 −1 0

−2 1 0

⎞
⎠

 � ��
� ��� �� 
�'
���
���� %�	� v1, v2, v3 �� ‖v1‖ = 1# E� %��'�� ���

�'
���
���� %�	� �
� V �� � T ����� ���
����# @;� ���	�� �
� ������
��� T  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� ��
������ ��� ��� {v1, v2, v3}
�� �� ��'
�
 � � Gram-Schmidt.#

6# /+	� V ���� ���
� �� �	 ������ �������
# �. ���*�� ��� �� T �����
��� ���
���� �������� ��������	� �
� V ��� W ����� ���� T "�����
� �
�
���� �
�! ���� 
 W⊥ ����� T "�����
� �
�# %. ���*�� ��� 
 ����
��	���
T |W 	�
W ����� ��� ���
���� �������� ��������	� �
�W ! �$
� ���*��� ���
(T |W )∗ = T ∗|W # �. &� 
 V ����� ��������� +��������
� ���
� ���� ���*��
��� � T ∈ L(V ) ����� ���
���� �� ��� ���
� �� ��� ��'� T "�����
� �

���� �
 W �
� V 
 W⊥ ����� T "�����
� �
�#

8# ���*�� ��� �� � T ∈ L(V ) ����� ���
���� ���� ImT = ImT ∗ ��� kerT k =
ker T ! ImT k = ImT ! ��� ��'� k ∈ N#

2# ���*�� ��� ��� �����
������ ���
���� ��������	� ����� � �������� ������"
��	�#



�2 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

<# /+	� V ���� ��������� +��������
� ���
�# ���*�� ��� �� T ����� ���
���
���� �������� ��������	� �
� V ���� ������� ��� ���
���� ��������
��������	� S �
� V ���
�� �	�� Sm = A! ��� ��'� m ∈ N# 5
�
 ����� �

����	�
 ������ ���'
� ����� � � SB

9# ���*�� ��� �� T ����� ��� ���
���� �������� ��������	� ���� ���
� ��
�	 ������ �������
 ���� T ∗ = f(T ) ��� ���
�
 �
������
 f(x) ∈ F [x]#
@��� ;������ 6#,#:.#

:# /+	� V ���� ���
� �� �	 ������ �������
# ���*�� ��� � T ∈ L(V )
����� ���
���� �� ��� ���
� �� ������'���� �� �
� TT ∗! ������ T (TT ∗) =
(TT ∗)T � T (TT ∗ − T ∗T ) = 0# ������� T (TT ∗ − T ∗T ) = 0 �� ��� ���
�
�� TT ∗ − T ∗ = 0#

A�����*�- ?��	��
�
���	�� �
 ���
��� ��� �� S ∈ L(V ) ��� tr(SS∗) = 0!
���� S = 0# 5���� ��� S ��� ��������	� TT ∗ − T ∗T #

=# ���*�� ��� �� dimV ≥ 2! ���� �
 	��
�
 � � ���
����� ��������� ����"
�
��	� � �
� V ��� ����� ���� ���� �
� �
� L(V )#

31# �����%��%�� ��
��%�< �� ��'� �����	�� v = (α1, . . . , αn) �
� Fn

����	�
��
��� �
� ������

Mv =

⎛
⎜⎜⎜⎝

α1 α2 · · · αn

αn α1 · · · αn−1
###
α2 α3 · · · α1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ Fn×n

�
� 
�
�
� � i"
	�� ������ ����� �
 �����	�� (αn−i+1, αn−i+3, . . . ,
αn, α1, α2, . . . , αn−i)! 1 < i ≤ n! ������ � i"
	�� ������ ����� � ��"
����� ����'�	� (1, n, n − 1, n − 2, . . . , 2) � � ������� ��� i − 1"
	���
�������# � Mv ������� ����
����� ������� �
� �����	���
� v# �������
���� �������M = (αij) ∈ Fn×n ����� ����
����� ������� �
� �����	���
�
(α11, α12, . . . , α1n) ��

αi−1,j = αi,j+1, ��� i �= 1 ��� j �= n

αi−1,n = αi,1, ��� i �= 1
αn,j = α1,j+1, ��� j �= n.

)�� ����������! 
 ������� 	��� �	��	� 3# ����	�
���� 	�
 �����	�� (1, i, 1+
i) ∈ C3#



/�4� 	����&'� %�����&'� ����&�"(��� ��

;� �
��� ���� �
�� n 	�
 ���'
� ������� Mei �
� ����	�
��
�� 	��
�����	���� ei ��� ���
����� %�	�� �
� Fn# G��K ������! ��� n = 3 ��
���
�
�� ����
������ �������

Me1 =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ , Me2 =

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
1 0 0

⎞
⎠ , ��� Me3 =

⎛
⎝ 0 0 1

1 0 0
0 1 0

⎞
⎠ .

&��
� 
� ������� ���
�	��
�� �����$��
� ����� ��'� ����
����� �������
Mv ���$���� �
������ 	�� �
�$� @�����B.

Mv =
n∑

i=1

αiMei , v = (α1, . . . , αn).

&�
���*�� ��� �	����

Mλv+v′ = λMv +Mv′ , ��� ��'� λ ∈ F ��� v, v′ ∈ Fn.

������� � ��������	� Φ : Fn → Fn×n! v → Mv! ����� �������� ��� �
������ Φ(Fn) ����� 
 ���� �
� �
� Fn×n �
� 
�
�
� �
 	��
�

{Me1 ,Me2 , . . . ,Men} ����� ��� %�	�# /&�� dimΦ(Fn) = n ��� 
 Φ �����
���� �	
�
�$�	��� �����	������� ��� �! �
� Fn ��� �
� Φ(Fn)#

���� ��
���*�� ��� ��� ��'� i = 1, 2, . . . , n! �	����

M i
en

= Men−i+1 = M∗
ei

(∗)

��� �
 
�
�
 ��
������ @��
���*�� �
. ��� � ��������� �����
��	��� �
�
����	�
��
�� 	� ���
�� �
�� ������� ����� ���
����� @��� ����	�� �	
�����"
��! %���� ������� �������$
.# E� %��'
�� ���	�� 
� ���
����� �
� Men

��� � � ���������# @5�
	��'��	�� ����� ��� n = 4.#

&�� �� 	��	� (∗) %���
��� ��� 
 ����
����� �������Mv! v = (α1, . . . , αn)!
���$���� 	�� �
�$�

Mv = ϕ(Men)

��
� ϕ(x) =
n∑

i=1
αix

n−i+1# /&�� @��
���*�� �
. ��'� ����
����� �������

����	�
���� 	� ���
���� �������� ��������	�# ���*�� ���	�� ��� 
� ���
�
������� �
� ������'����� �� ��
�� �
�� ������� 	�
 Φ(Fn) ����� 
� ���
�
������� �
� Φ(Fn)#
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0�6 �'�����!�


��� �����$��
�	� �����
��� ���
����� ��������� �����
��	� �! �� � '� �
�"
��! ��
���
�� 
� ���
�
�$�	�
� �
� V ! ������ 
� �	
�
�$�	�
� �
� ���
� ��
�	 ������ �������
 V 	�
 V 
� 
�
�
� 
�
��
���� ��	������� �
� V # ��"
���� ��� �	
������ T �
� V ����� ��� ����	���0��� ��������� ��������	� �
� V
�
� ��� ������ ��� ���� �
� �	 �����
� ���
���
�-

< T (v), T (w) >=< v,w >, ��� ��� �� v,w ∈ V.
+���� $����� ��� 
 ��
� �	
������ 
$������� 	�
 ���
��� ��� ��� ���
�� ��������	�
��� ������ �
 ����
 ���� �����	���
� �$
� ��� �
� 
��	�� �	����

‖T (v)‖ = ‖v‖, ��� ��� �� v ∈ V.

4	���� �� � ��� �
 ����	��
$
#

������� #-"-�- :�� �������	 �����
���� T �� V ����� �������� �� ���
�
��� ��

‖T (v)‖ = ‖v‖, ��� 
�� � v ∈ V.

*�
���+�� /+	� ��� ‖T (v)‖ = ‖v‖! ��� ��� �� v ∈ V # ���� � T ����� ����	���0�"
��! �$
� �� T (v) = 0! ��� ���
�
 v ∈ V ! ���� ‖v‖ = 0! �
� �	���� ���
� �� v =
0# )�� v,w ∈ V ! λ ∈ F ! ��
��� < T (v+λw), T (v+λw) >=< v+λw, v+λw >
� λ̄ < T (v), T (w) > +λ < T (w), T (v) >= λ̄ < v,w > +λ < w, v ># &�
F = C! ��� λ = 1 ��� λ = i �����
��� ����	�
���

���
< T (v), T (w) > + < T (w), T (v) >=< v,w > + < w, v >

− < T (v), T (w) > + < T (w), T (v) >= − < v,w > + < w, v > .

����� ��
	'��
���� ����� ��� ��
 �	������ ��
��� �
 ��
����
 ��
����	��#
&� F = R! ���� � ����� �	����� ����� �
 ��
����	��#

�� ������ ���	�� ���� 	��������� ��������� � � �	
������� ����� 
� �*��#

�0 	������ �
� � T ����� �������� ��� ��
��
��3��� ������ �� ��
���
��
���� �� 
��
	������ �
� � T ����� ���� 2�"�� ��� ��������
� ��� ���������� T : V → V ��� 
��
����� ���!�� < T (v), T (w) >=< v, w > ����� �������� ��� ��
��
��3���� ������
� ���	��
< T (v − w), T (v − w) >=< v − w, v − w >=< v, v > + < w, w > − < v, w > − <
w, v >=< T (v), T (v) > + < T (w), T (w) > − < T (v), T (w) > − < T (w), T (v) >=<
T (v) − T (w), T (v) − T (w) > �"�� ‖T (v) − T (w)‖ = ‖v − w‖� +)�� ��� v �= w ‖T (v) −
T (w)‖ = ‖v − w‖ �= 0 ��	 �������� T (v) �= T (w) �"�� � T ����� 1 − 1� ���� ���	��
< T (λv + w), T (w′) >=< λv + w, w′ >= λ < v, w′ > + < w, w′ >= λ < T (v), T (w′) > + <
T (w), T (w′) >=< λT (v) + T (w), T (w′) >� +)�� < T (λv + w)− (λT (v) + T (w)), T (w′) >= 0
��� ���� v, w, w′ ∈ V ��� λ ∈ F � +)�� T (λv + w) = λT (v) + T (w) '���
�4(�



/�5� �(����"�� ��

������� #-"-- �3 4� ���
���� ��� �������%� �� V ����� ��� �������� ��
V �

�3 � T ����� �������� �� ��� �
��� �� � T−1 ����� ���������
�3 � T ����� �������� �� ��� �
��� �� T ∗ = T−1�
�3 / �� �������� ����� ��� �������	 �������	 �����
�����

*�
���+�� �. &� T1, T2 ����� �	
�������! ����! ��� v ∈ V ! �	����

‖(T1T2)(v), (T1T2)(v)‖ = ‖T1(T2(v)), T1(T2(v))‖ = ‖T2(v), T2(v)‖ = ‖v‖.

%. /+	� v ∈ V ��� T ��� �	
������# ���� ��
���

‖v‖ = ‖(TT−1)(v), (TT−1)(v)‖ = ‖T−1(v), T−1(v)‖.

�. /+	� ��� � T ����� ��� �	
������# )� ��
��� ��� � 	����� T ∗ ��� T ����� �
�
������ �������� ��������	� ��� ��� 
�
�� �	���� < T (v), w >=< v, T ∗(w) >!
v,w ∈ V # )��$
���� w = T (T−1(w))! ������ � T ����� �	
������ ��
���

< v, T ∗(w) >=< T (v), T (T−1(w) >=< v, T−1(w) > .

/&�� T ∗ = T−1# &���	��
$�! �� T ∗ = T−1! ��
���

< T (v), T (w) >=< v, T ∗(T (w)) >=< v,w >,

������ � T ����� ��� �	
������#
�. &�� ��� �������� �. �� T ����� ��� �	
������ �	���� T ∗T = 1V = TT ∗ �$
�
T ∗ = T−1 @��� � T−1 ������'���� �� ��� T .#

����$��
���� �
 ��
��
����
 ���������	�� 2#9#, �.!�. � � �	
������� 	�
�������! 	��$ �� �� ��� 5����	� 2#2#8 ��
��� �
 �*��#

������� #-"-�- :�� �������	 �����
���� T �� V ����� �������� �� ���
�
��� �� � ������� �� T �� ���� ��� �����������	 � �� ���������� � �#$��

AĀt = In.

D��
��� ��� � 	��'��� AĀt = In 	������� ��� 
� ������� �
� A ��
���
��
��� 
�'
���
���� %�	� �
� �����	�����
� ���
� V = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ F}
�� �	 ������ �������
 �
 ���
���� �	 ������ �������
 @%�# 5������$
 8#,.#
+����� �	���� ��� AĀt = In! �
 ���
 ��
����	�� ��
������ ��� ��� ��� 	�����
�
� A# A���'���
��� ��� ���� n × n ������� A �
� ����
�
��� ��� 	��'���
AĀt = In � �	
������ �� 	��'��� Āt = A−1 ������� �	������	�# �������

� �
������
� ������� ����� 
� ������� �	
�������  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	�#



�� 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

A���'���
��� ��� �� ���� n× n ������� A ����
�
��� �� 	��'��� AAt = In �
�	
������ �� 	��'��� At = A−1 ������� 	��	�
��	�# /&�� ���� �
������
�
������� ����� 
�'
����
� �� ��� ���
� �� �� 	�
����� �
� ����� ���������
� ���'"
�
�# +��	�� �� 
 V ����� ���� ����������� +��������
� ���
�! ���� � T ∈ L(V )
����� �	
������ �� ��� ���
� �� 
 ������� A ��� T  � ��
� ��� 
�'
���
����
%�	� ����� 
�'
����
�#

/+��� %�	���� ���������	��� � � �	
������� ��$������ 	�
 �*��#

/%	���� #-"-�- ,-�� T ∈ L(V )� 4
� � T ����� ��� �������� �� ��� �
���
�� ��� � �� �����������	 � �� {v1, . . . , vn} �� V � ������ {T (v1), . . . , T (vn)}
����� ������ ��� �����������	 � �� �� V �

*�
���+�� &� � T ����� ��� �	
������ ����

< T (vi), T (vj) >=< vi, vj >= δij =
{

1 �� i = j
0 �� i �= j

������ �
 	��
�
 {T (v1), . . . , T (vn)} ����� ��� 
�'
���
���� %�	�# &���	��
$�!
��
'��
��� ��� ��� ��� 
�
�����
�� 
�'
���
���� %�	� {v1, . . . , vn} �
 	��
�

{T (v1), . . . , T (vn)} ��
����� 
�'
���
���� %�	�# &� v = α1v1 + · · ·+αnvn ���
w = β1v1 + · · · + βnvn ����� ��
 �����	���� �
� V ! ���� ��
���

< T (v), T (w) >=

〈
n∑

i=1

λiT (vi),
n∑

i=1

βiT (vi)

〉
=

n∑
i=1

αiβi =< v,w > .

������ � T ����� ��� �	
������#

������� #-"-#- ,-�� {v1, . . . , vn} ��� �����������	 � �� �� V � 4
� $���

������� A = (αij) ����� ���������� �� ��� �
��� �� � ������
{
wj =

n∑
i=1

αijvi |

j = 1, 2, . . . , n
}

������� ��� �����������	 � �� �� V �

*�
���+�� &� 
 A ����� ���� �
������
� �������! ���� � T ∈ L(V ) �� T (vj) =

wj =
n∑

i=1
αijvi ����� ��� �	
������ �$
� � 	��	� AĀt = In 	���������� ��

	��	� TT ∗ = 1V # /&�� ��� �
 ��
��
����
 '������ � %�	� {w1, . . . , wn} �����

�'
���
����# &���	��
$�! �� �
 {w1, . . . , wn} ����� ��� 
�'
���
���� %�	�
���� ���� ��� �
 ��
��
����
 '������ � T ������ �� ����� �	
������! 
���� 

A ����� �
������
�#

)� ��
��� ��� �� T ∈ L(V ) ��� A,B ����� 
� ������� �
� ����	�
��
�� 	���
T  � ��
� ��
 %�	��� B1 = {v1, . . . , vn} ��� B2 = {w1, . . . , wn} �
� V ! ����



/�5� �(����"�� �#

B = Γ−1AΓ ! ��
� Γ ����� 
 ������� �
� ����	�
���� 	�� �������� ��������	�

U(vj) = wj =
n∑

i=1

uijvi.

������ 
� A ��� B ����� ��
�
� �������# &���	��
$�! �� A ��� B ����� ��
�
�!
���� ���
� ��
�
�� �� '� ��'
��  � ������� ���� ��������	��  � ��
� ��

���$
������� %�	���# ��� 
�
������ ����� � ��
�
��� �� � �� �� '� ��	
���
���  � ��
� ��� ���� %�	� �
� V # ������ 	� ���� ��� ������ 	� 
� ������� A
��� B ����	�
��
�� 	� ��
 ���$
������� �����
��	��� T1 ��� T2 ����	�
���  �
��
� ��� ���� %�	�! 
 �� ������� Γ ����	�
���� 	� ��� ����	���0��� ��������	�
S �
� V @������ 	� ��� ���
�
�$�	�� �
� V .  � ��
� ���� �� %�	�# ����� �
	��	� A = Γ−1BΓ ����� �	
������ �� �� 	��	� T1 = S−1T2S# /+�	� 
��
���
��� 
�
������ ��������� �����
��	� �- ��
 �����
��	��� T1, T2 ����� ��	���
�� ������� ���� ���
�
�$�	��� S �
� V ���
�
� �	�� T1 = S−1T2S#

������� #-"-+- ,-�� T1, T2 ∈ L(V )� 4
� � T1 ����� 
���� �� �� T2 ��
��� �
��� �� �� �#��� ��� � ���� B1, B2 �� V �� ���� �� ������ �� ������#��
������� �� T1 ��� T2 ������#� ����� �����

*�
���+�� /+	� ��� T1 = S−1T2S ��� B1 = {v1, . . . , v2} ��� %�	� �
� V # ����
�
 	��
�
 B2 = {S(vi) | i = 1, 2, . . . , n} ����� ��� %�	� �
� V # /+	� 

����

T1(vj) =
n∑

i=1

αijvi

T2(S(vj)) = T2S(vj) = ST1(vj) = S

(
n∑

i=1

αijvi

)
=

n∑
i=1

αijS(vi).

����� 
 ������� A = (αij) �
� ����	�
���� 	��� T1  � ��
� �� %�	� B1 ����� 

���
� �
� ����	�
���� 	�
� T2  � ��
� �� %�	� B2# &���	��
$�! ��
'��
��� ���
�����
�� ��
 %�	��� B1 = {v1, . . . , vn} ��� B2 = {w1, . . . , wn} �
� V  � ��
�
��� 
�
��� 
� ������� A ��� B � � T1 ��� T2 ����	�
��� ����� �	
�! A = B#

/+	� S � �������� ��������	� �
� V ��� ��� 
�
�� S(vi) = wi! i =
1, 2, . . . , n# ���� ��
���

S−1T2S(vj) = S−1T2(wj) = S−1

(
n∑

i=1

βijwi

)

=
n∑

i=1

βijS
−1(wi) =

n∑
i=1

βijvi = T1(vj),

�$
� βij = αij # &��� 	������� ��� T1 = S−1T2S#



�+ 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

���� �� '� ��	
��� ��� 
 V ����� ���� ���
� �� �	 ������ �������
! 
�
���
�
�$�	�
� �
� ����� 
� �	
������� ��� 	������ ��� 
�
������ � � ������"
��� �����
��	� � �� � ���	�� ��� � � ����� � 	� 	��	� �� �
 ���
 V ������
�� �� '� ��	
��� ��� ��� ��� �	
�������# �� ���� �����! '� ���� ��� ��"

 �������
� �����
��	��� T1 ��� T2 ����� ��	������� ��	��� �� ������� ���
�	
������ S �
� V ���
�� �	�� T1 = S−1T2S# ����� �� '� ��	
��� ��� 
�"
'
���
���� %�	� �
� V ���� '� ��
��� A1 = U−1A2U ! ��
� A1, A2! U �����

� ������� �
� ����	�
��
�� 	��� ��������� �����
��	��� T1, T2, S ����	�
���  �
��
� ��� 
�'
���
���� %�	�# �� ������� �
� ����
�
�
�� ��� ���
�� 	��	� ��"
�
���� �	����������	�	�# ������� ��
 ��������� �����
��	��� ���� ���
�
V �� �	 ������ �������
 ����� �	
������� ��
��� �� ��� ���
� �� 
� ������� �
�
����	�
��
�� 	� �����  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� ����� �
������� ��
�
�#

+��	�� ��� ��� ��
��
������ �����	�� ��
�
��� �� �������	
��� �
 �*��#

������� #-"-"- 5�� �������$� ������������ T1 ��� T2 �� V ����� �������� 

����� �� ��� �
��� �� �� �#��� ��� �����������$� � ���� �� V $���� %��
� ������� ��� ������#�� ��� T1 �� ���� � ��� � �� �������� �� �� ������
�� �����
����� T2 ��� ������#�� �� ���� ��  ��� � ���

+���� �� 	�� ��� �� T1 ��� T2 ����� ��
 ��
��� ��������� �����
��	��� ����
����� ��
�� �
 ���
 ���������	���� �
������
# G�	��� �
 ����	��
$
 ������
��� �	����# &� �� � '� ��	
��� ���
����� ��������� �����
��	��� �
� �� ����"
�����	���� �
�� �
������� 	������
�� ����! 	��$ �� �� �� %�	��� ;� ������
2#<#6 ��� 2#<#2!  � ��
� ��������� ����������� 
�'
���
����� %�	��� 
� �������
�
�� 	������
�� ��� ��� ���
� ����� �	
������� ��
�
�# ������� ��
��� �
 �*��
'������#

/%	���� #-"-0- 5�� �������$� �������$� ������������ ��
� #%��� �� ����
����
 ���
���� ����� �������� 
����� �� ��� �
��� �� $#��� � ���� #������
�����
 ����%�����

�
 ����	�
��
 '������ ��� ������� ������������  � �*��#

/%	���� #-"-�- 5�� ������� A ��� B ��� �� ��������%� 	 ��� �� ���
�����%� �����%� ��� ��������� �� ��� ������0���7����� ��� Āt ��� B̄t

������#� ����� ����������
����� �� ��� �
��� �� $#��� � ���� #����������

����%�����

�������
��� ��� ���� �
 ;������ ��
������ ��� ��� �
 2#<#6 ��� ��� �	��	�
,#,#,3#

&� �
��	'�� ��� ��� ��� ������ A ��� �
� 
�
�
 �	���� AĀt = ĀtA �������
���� �
������
� ������� U ��	� �	�� 
 ������� U−1AU = Ū tAU ����� �������
�



/�5� �(����"�� �"

	��� ������ 	� � � ��������� ���'��� � ���� �� �
�$� ���� ������ �
� ���$�"
����� 	�
 ;������ 2#<#2 	��� ������ 	� � � ����������� ���'���# �������
�	
������� 
�
������ ��
 ���
����� ��������� �����
��	� � ����� �	
������ ��
�� 	���'� 
�
������#

/�� � ��
��� ���! 
� �	
������� ����� ������� �������	��� ���
����� ���������
�����
��	� �# ������� �� ��
��
����� ��
 '� ������ ���
�� ������ ��� ���"
������ 	��'���� ��� ��� �	
������� 
�
������ � � �	
�������# ( 	������������
���$
�� ����*� � � �	
������� ��� � � ��� � ���
����� ��������� �����
��	�"
 � ������� 	�� ��
 ������� '� ������ 	�� 
�
�� ������� 
 ���������	��� � �
�	
������� ��	 �
� 
�
�
� ��*��
�
����� 
� �	
�������#

/%	���� #-"-�2- ,-�� V $��� �������
� -���������� #%��� ��� T ∈ L(V )�
4
� � T ����� ��� �������� �� ��� �
��� �� �� �#�� ��� �����������	 � ��
�� V ��� ��������� ��
 ������������� �� T ��� ������#��� �� ������$� ���
$#��� �$�� ��

*�
���+�� /+	� {v1, . . . , vn} ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V ���
�� �	�� T (vi) =

λvi �� |λi| = 1! i = 1, 2, . . . , n# )�� v ∈ V ! ��
��� v =
n∑

i=1
< v, vi > vi# �������

‖T (v)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

< v, vi > T (vi)

∥∥∥∥∥ =
n∑

i=1

| < v, vi > |2 = ‖v‖,

�$
� |λ|2 = 1 ��� < vi, vi >= 1! < vi, vj >= 0! i �= j# /&�� � T ����� ���
�	
������# &���	��
$�! �	� ��� T ����� ��� �	
������# ���� ������ �� v �����
��� ���
�����	�� ��� T �
� ����	�
���� 	��� ���
���� λ! ������ T (v) = λv!
��
��� λλ̄ < v, v >=< λv, λv >=< T (v), T (v) >=< v, v ># �����! �$
�
v �= 0! λλ̄ =| λ |2= 1 ��� ��� | λ |= 1# ���� ��'�� � T ����� ��� ���
����
�������� ��������	� �
 ;������ 2#<#6 ����� �
 ��
����	��#

������� #-"-��- "�� � �� ��������� ������ A 2��� �� �������%� �����%�3
�� �#�� $��� ���������� 2�������
�3 ������� U $���� %��

U−1AU =

⎛
⎜⎝

λ1 0
� � �

0 λn

⎞
⎟⎠ �� | λi |= 1, i = 1, . . . , n.

/%	���� #-"-�- ,-�� V $��� ��������
� -���������� #%��� ��� T ∈
L(V )� 4
� � T ����� ��� �������� �� ��� �
��� �� �� �#�� ��� �����������	



�0 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

� �� �� V �� ���� �� ����� � ������� �� T $#�� � ���0	⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

� � �

λs

µ1

� � �

µt

���ϕ1 ��ϕ1

−��ϕ1 ���ϕ1

� � �

���ϕm ��ϕm

−��ϕm ���ϕm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠


��� λ1 = · · · = λs = 1� µ1 = · · · = µt = −1 ��� ��ϕi �= 0� ��� i = 1, . . . ,m�

��� s, t,m ≥ 0 ��� s+ t+m = dimV �

*�
���+�� ( ��� �����'��	� �
� '� �����
� ����� ��
$����! �$
� | λi |=
| µi |= 1 ��� 
� �������

(
	��ϕi ��ϕi

−��ϕi 	��ϕ1

)
����� 
�'
����
� �������# /+	� 

��� � T ����� ��� �	
������# +����� � T ����� ��� ���
���� ��������	�! 	��$ ��
�� �
 ;������ 2#<#2 ������� ��� 
�'
���
���� %�	� {v1, . . . , vn} �
� V  � ��
�
��� 
�
�� 
 ������� ��� T ���� �� �
�$� �
� ������� 	�
 ;������ 2#<#2# &� λ
����� ��� 	�
����
 ��� ���� ��
� ���� ���
�
� ������ ���� ������� ��� �����	��
vi ��� %�	�� ��� �
 
�
�
 �	���� T (vi) = λvi# +����� � T ����� �	
������ '�
������ | λ |= 1# /&�� λ = 1 � −1# &� '� ��	
��� ��� ������ ��� �
�$��

ρ

(
	��ϕi ��ϕi

−��ϕi 	��ϕ1

)

�
� %��	����� ���� ���
� ��� ���� ��
�! �� � ��
��� ��� ����� 
 ������� �"
���	�
��
�	� 	� ��� ������ �����	��� � v, v′ ��� %�	�� ���
�
 �	�� T (v) =
αv−βv′ ��� T (v′) = βv+αv′! ��
� ρ =

√
α2 + β2 ����� �
 ����
 �
� �������
�

���'�
� α+ iβ 
 
�
�
� ����� ��� �������� ��� �
� ���������	���
� �
�� ���
�
��� T # ������� ��
���

1 = ‖v‖2 = ‖T (v)‖2 = (α2 + β2)‖v‖
������ α2 + β2 = 1#

������� #-"-��- "�� � �� �����%��� ������ A �� �#�� $��� �����%���� ���
����� U $�� %�� � U−1AU $#�� � ���0	 ��� ������ �� &�(����



/�5� �(����"�� ��

������� #-"-��- 9� ��7�� �� #������������ ���������� ���� ����������
��
� #%��� �� �������
 ���
����� 
��� $#��� �$�� 1� *� � #%��� ����� $���
��������
� -���������� #%��� ����	� �� ����� 
� � T ��$��� �� $#�� � 1
	 � −1 �� ��� ������	�

���!�%����- /+	� ��� 
 V ����� +��������
� ���
� R3# ���� ��� ��'�
�	
������ �
� V ! ��� �
� 2#9#3,! ������� ��� 
�'
���
���� %�	� {v1, v2, v3}
 � ��
� ��� 
�
�� 
 ������� ��� T ���� ��� ��� ��� �*�� �
�$��-

�.

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠ �.

⎛
⎝ −1

−1
−1

⎞
⎠

%.

⎛
⎝ −1

1
1

⎞
⎠ �.

⎛
⎝ 1

	��ϕ ��ϕ
−��ϕ 	��ϕ

⎞
⎠ ��ϕ �= 0

�.

⎛
⎝ 1

−1
−1

⎞
⎠ .

⎛
⎝ −1

	��ϕ ��ϕ
−��ϕ 	��ϕ

⎞
⎠ ��ϕ �= 0

5�
$����! � �. ����� ��� ����
���� ��������	�! 
� %.! �. ��� �. ���
�� ������	���
	�
 ������
 � � v2, v3! 	��� ��'��� �
� v1 ��� 	�
 	����
 0 ����	�
���! ��� � �.
����� ��� 	��
$� ���� � ��� ϕ ��� ��� ��� ��'��� �
� v1# ���
� � ������ 	�
. ����� � 	��'�	� ���� 	��
$�� ���� � ��� ϕ ��� ��� ��� ��'��� �
� v1 �� ��
$
�� � � ������� �
�  �
�
��
� ��� ���� ������	�� 	�
 ������
 � � v2 ��� v3#
@����� �	��	� 2#9#2.#

.��(�%�� #-"

3# E� %��'
�� �� x, y, z ��	� �	�� 
� �������

⎛
⎜⎜⎜⎝

1√
3

1√
3

i√
3

x y z
i√
3

0
1√
2

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2
3

2
3

x

2
3

−1
3

y

−1
3

2
3

z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

�� ����� �
������
�#

,# >�'
���	�� ��
�� �
�� 
�'
�
������
�� 2 × 2 �������#

6# E� %��'�� ���� �
������
� ������� �
� �� ��� ����� 
�'
����
� ��� ����"
	��
$� �� %����� ���� 
�'
����
 �
� �� ��� ����� �
������
�#
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8# E� %��'
�� 
� ���
����� ��� �� ���
�����	���� �
� ������

A =
(
	��θ −��θ
��θ 	��θ

)
∈ C2×2.

2# &�
���*�� ��� �� n ����� ���� �������� ���'��� ��� T ����� ��� �	
������ ����
���������
� +��������
� ���
� V ���	��	�� n ���� � T ���� ��� ���
����
�	� �� 1 � −1# &� 
 n ����� ����
�! �
��� ��
��� �� ����� 
� ���
����� ��� T B
&� �
 n ����� �������� ���*�� ��� ������� ��� �� �������� �����	�� v ∈ V
��� �
 
�
�
 T 2(v) = v#

@A�����*�- � 
��
�	� det(T ) = ±1! 
���� det(T 2) = 1 ��� ��� �	
������
�
� ���� 
��
�	� 1! ��� n �������! ���� �
�����	�
� ��� ���
���� �	� �� 1.#

)�����! ��� �	
������ T �
� Rn������� ���	 � �� detT = 1#

&� '� ��	
��� ��� �������	��� � � ��� � R2 ��� R3#

5����� 	� R2- ��� �	
������ T 
������ ���� � ��� ��� ������� ��� T (e1)
��� T (e2) ��
� {e1, e2} ����� � ���
���� %�	�# &� T (e1) = (α, β) ����
α2 + β2 = 1 ��� T (e2) = (−β, α) � T (e2) = (β,−α) @�����B.# /+	� 
α = 	��θ ��� β = ��θ! ��� ���
�
 θ! 0 ≤ θ < 2π# &� T (e2) = (−α, β)!
���� � T ����	�
���� 	�
� ������

A =
(
α −β
β α

)
=
(
	��θ −��θ
��θ 	��θ

)

�
� ����� � 	��
$� ���� � ��� θ @��
� ��� ����'��� $
�� �
� �
�
��
�.
��� ��� �
 0# +�� ��
��� detT = 1# &� T (e2) = (β,−α)! ���� � T
����	�
���� 	�
� ������

B =
(
α β
β −α

)
=
(
	��θ ��θ
��θ −	��θ

)

��� 	������ detT = −1# +��	�� %���
��� ���

B2 =
(
α2 + β2 0

0 α2 + β2

)
=
(

1 0
0 1

)

��� ��� detT 2 = 1# ��
����� ���� �� ���*��� ��� �� �����	���� v1 =(
	��

θ

2
, ��

θ

2

)
! v2 =

(
−��θ

2
,	��

θ

2

)
����� ���
�����	���� ��� ��� ���
�����

1,−1 ����	�
���# +���� �� < v1, v2 >= 0! ‖v1‖ = ‖v2‖ = 1 ��� R2 =



/�5� �(����"�� ��

Rv1 ⊕ Rv2! ��
� V (1) = Rv1! V (−1) = Rv2# &� '� ��	
��� �
� ������
��� T  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� {v1, v2} ����� ����� 


Γ =
(

1 0
0 −1

)

��� ��� v = λ1v1 + λ2v2! T (v) = λ1v1 − λ2v2 = v − 2 < v, v2 > v2#
������� � T ����� � ������	�  � ��
� ��� ��'��� Rv1 @%���� �����.#

/&�� ��
��� ���*�� ��� >� �� �������� �� R2 ����� ��� ���0	 	 ��� �� �
�����?#

5����� 	� R3- /+	� T ��� �	
������ �
� R3! �
� ����� 	��
$�! ������
detT = 1# ���� 
� ���
����� λ1, λ2, λ3 ��� T  � ���� ���� �
�� ���
�
%�'�
� 3 �� ���������
�� 	������	��� '� ������ � ���� �� ����� ������"
���
� ���'�
� � ���
 ���! �	� � λ1 �� ����� ����������� ���'��� ��� 
�
����� ��
 �� ����� ���	�
� �������
� ���'�
�! 
 ���� 	����� �
� ���
�#

+����� detT = λ1λ2λ3 = 1! ��	� ��
��� ��� �*�� �����������-

�. λ1 = 1!λ2 = λ3 = ±1 @�� ��������� ��
�
��� �� ����*
���

�
�� �������.#

���

%. λ1 = 1! λ2 = λ̄3 /∈ R#

������� 	� 
�
�����
�� ������ 	� �
 1 ����� ���
���� @���� ��
������
���	� ��� ��� �
 ;������ 2#9#3,.# &� v ����� ��� ���
�����	�� �
� T ���
��� ���
���� 1 ��� W ����� 
 ��'��
� ���� �
� ��
� �
 v! ���� � 
��
�	�
�
� ����
��	�
� T |W �
� T 	�
W �
� ����� T "�����
� �
� ������ �� �����
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1 @�����B. ��� ��� ����� ��� 	��
$� ��� �
� ������
� W # �� ���� �����
� T ����� ��� 	��
$� ��� ��� ��� ��'��� �
� ��������� ��� �
 0# @&���
����� ��� '������ �
� Euler.#

/+	� ���� T ��� �	
������ �
� R3 �� detT = −1# �� ���� ��� ������ 	�
��
��� ��� �*�� ����������� ��� ��� ���
����� ��� T

�. λ1 = −1! λ2 = λ3 = ±1

���

%. λ1 = −1! λ2 = λ̄3 /∈ R#

'� �
��� ��� ���
�����	�� v ��� ��� ���
���� λ1 = −1 ��� �	� W 

��'��
� T "�����
� �
� ���� �
� @������
. ��
� �
 v# +����� detT |W =
λ2λ3 = 1! � T |W ����� ��� 	��
$� ��� �
�W # /&�� ��
�
��� �� �����*
���
��� 
�'
���
���� %�	� {v1, v2, v3} �
� R3 �� v2, v3 ∈W ! @�� � ���$����
��� �
 ;������ 2#9#3,. ��	� �	�� 
 ������� �
� T  � ��
� ���� �� %�	�
�� ����� 


A =

⎛
⎝ −1 0 0

0 	��θ −��θ
0 ��θ 	��θ

⎞
⎠ .

&� θ = 0! ���� T |W = 1W ! ������ ��
��� T (v) = v! ��� v ∈ W ���
T (v) = −v! ��� v ∈W⊥# �� ���� ����� � T ����� � ������	�  � ��
� �

������
 W � 
�
�� ��
��� �� ��$��	'�� �� �
� ���


T (v) = v − 2 < v, v1 > v1,

��
� v = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3! λ1, λ2, λ3 ∈ R#

� �� ������� A 	K ���� ��� ������ 	� ����� 


⎛
⎝ −1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ .

������ �������
��� ��� ��� �	
������ T �
� R3 �
� ���� 
��
�	� −1 �����
� 	��'�	� ���� ������	��  � ��
� ��� ������
 W ��� ��� 	��
$� ��� 
��� ��� ��'��� �
� ��������� ��� �
 0 ��� ����� ��'��� 	�
 W ! �$
�

A =

⎛
⎝ −1 0 0

0 	��θ −��θ
0 ��θ 	��θ

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1 0 0

0 	��θ −��θ
0 ��θ 	��θ

⎞
⎠
⎛
⎝ −1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ .
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<# /+	� V = Fn×n �� �	 ������ �������


< A,B >= tr(AB̄t).

���*�� ��� ��� X ∈ V ! � �������� ��������	� TX ∈ L(V )! TX(A) = XA
����� �	
������ �� ��� ���
� �� 
 X ����� ���� �
������� �������#



�� 	�
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0�7 ��������%&
 $�����%&
 ����%��!'��


��� ���� 	�������� �����
��� ���
����� ��������� �����
��	� � T ���� ���
�
V �� �	 ������ �������
 ����� ����� ��� ��� 
�
��� �	����

T = T ∗.

&���� 
� ��������� �����
��	��� 
�
��
���� ����������� ��������� ��
����	������ � ���	��������# ������� � T ����� 	��������� �� ��� ���
�
�� �	����

(T (v), w) = (v, T (w)) ��� ��� �� v,w ∈ V,
�$
� � T ∗ 
������ ��	 ����� ��� 	��	�� �� �
������ ����
#

+��	�� �� A ����� 
 ������� ��� T  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� ���� � T
����� 	��������� �� ��� ���
� ��

A = Āt.

���� 5������$
 8#6 ������ ��� 
� ������� �
� ����
�
�
�� ���� �� 	��	� 
�
��"

���� $�������	� � @���	��������.# �������  � ��
� ��� 
�'
���
����
%�	�! 
� +�������
� ������� ����	�
��
�� 	��� 	���������� ��������� �����
��"
	��� ��� ����	��
$� 
� 	���������� ��������� �����
��	��� ����	�
��
�� 	�
��
+�������
�� �������# )�� ����������! �� T ����� � �������� ��������	� �
� C3

�
� 
 ������� ���  � ��
� ��� ���
���� %�	� ����� 
⎛
⎝ 1 α 0

−i 2 2 − i
0 β −1

⎞
⎠

���� � T ����� 	��������� �� ��� ���
� �� α = i ��� β = 2+ i# +��	�� ��'� ����"
����	�! �
�  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V 
 ������� ��� ����� �������
�
�� �������� 	�
����� ���������
�� ���'�
��! ����� 	���������#

�
 �'�
�	�� 	���������� ��������� �����
��	� � ����� 	��������� ��������
��������	�! �$
� �	���� (T1 + T2)∗ = T ∗

1 + T ∗
2 # +��	�� �� α ∈ R ��� � T

����� ��� 	��������� �������� ��������	� ���� ��� � αT ����� 	���������! �$
�
(αT )∗ = ᾱT ∗ = αT ∗ = αT # +���� �� $����� ��� �� T ����� 	��������� ����
��� � T n! n ∈ N! ����� 	���������# ������� �� T ����� ��� 	��������� ��������
��������	� ��� α0, α1, . . . , αn ∈ R! ���� � ��������	�

αnT
n + αn−1T

n−1 + · · · + α0I

����� 	���������#



/�6� ��������&'� %�����&'� ����&�"(��� �#

������� #-0-�- ,9��� �� ������$� ���� ��������	� �������	� �����
�����
����� ���������� ��������

*�
���+�� /+	� ��� � T ����� 	��������� ��� λ ����� ��� ���
���� ���# &� v �����
��� ���
�����	�� �
� ����	�
���� 	��� λ! ����

λ‖v‖2 =< λv, v >=< T (v), v >=< v, T (v) >=< v, λv >= λ̄‖v‖2.

������� ������ λ = λ̄#

������� #-0-- ,9��� �� ������$� ��
� -�������� ������ A ����� ����������
��������

*�
���+�� � A ��
��� �� '� ��'��  � 
 ������� ���� 	���������� ���������
��������	��  � ��
� ��� ���
���� %�	�#

/%	���� #-0-�- ,-�� V $��� �������
� 	 ��������
� -���������� #%��� ���
T ∈ L(V )� 4
� � T ����� ��������	 �� ��� �
��� �� �� �#�� ��� �����������	
� �� �� V �� ���� �� ����� � ������� �� T ����� ����%���� �� ����%���
���#��� ����������� ���������

*�
���+�� /+	� ��� � T ����� 	���������# ���� � T ����� ���
���� ��� 
�
���
���� 
� ���
����� ����� ���������
� ���'�
� ��� 	��$ �� �� �� ;� ������ 2#<#6
��� 2#<#2 �����
��� �
 ��
����
 ��
����	��# &���	��
$�! �� 
 ������� A ���
T  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� ����� �������
� �� ���������� 	�
�����! ����
	������� ��� Āt = A ��� 	������ T ∗ = T #

�
 ����	�
��
 '������ ��� ������� ������������  � �*�� @	��$ �� �� �

2#9#=.#

/%	���� #-0-�- ,-��� �������
� ������� A ����� -������
� �� ��� �
���
�� �� �#�� $��� ���������� ������� U $�� %�� � U−1AU ����� ����%���� ��
�������� ���#���� -����� $��� ��������
� ������� A ����� ��������
� ��
��� �
��� �� �� �#�� $��� ��������
� �����%���� ������� U $�� %�� � U−1AU
����� ����%�����

������� #-0-#- ,-�� T ��� ��������	 �������	 �����
���� ��
� #%���
V �� �������
 ���
���� ��� λ1, λ2, . . . , λm �� ���������$��� ������$� ��� 4
�

V = V (λ1) ⊕ · · · ⊕ V (λm)


��� V (λi) �������7�� �� ���
#��� ��� ������#�� ��� ������	 λi� -����$��
� �� �� ����� �� V (λi)� i = 1, 2, . . . ,m� ����� � ��� ���� � �� �� ����� ��
V (λj)� ��� i �= j� j = 1, 2, . . . ,m�

*� � #%��� V ����� $��� �������
� -���������� #%��� 
� � ���� ���$�����
��#��� ��� ��� �� �������$� �������$� �������������
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���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

*�
���+�� &��� ����� ���	� 	������� �
� 2#:#6 ��� �
� ,#,#39# @)�� ��� ���
�����
��������� �����
��	��� ���� ��
������ ��� �
 2#<#6 ��� �
 ,#,#39.#

�����%������-

3# /+	� T � ��������	� �
� R2 �
� 
������ ��� �
� ������

(
2

√
2√

2 3

)
 � ��
� ��� ���
���� %�	�# 5�
$���� � T ����� 	��������� ��� ��� ���
���
����� ��� ��
���- (2−λ)(3−λ)−(

√
2)2 = λ2−5λ+4! 
���� λ = 1, 4#

)�� �� ���
�����	���� ��
���-

)�� λ = 1!
(

2
√

2√
2 3

)(
x1χ2

)
=
(

2x1 +
√

2y1√
2x1 + 3y1

)
=
(
x1χ2

)
! ���

x1 = −√
2y1#

)�� λ = 4!
(

2x1 +
√

2y1√
2x1 + 3y1

)
=
(

4x1

4x2

)
! 
���� x1 =

√
2

2
y1#

������� �� �����	����

���

v1 =

(
−√

2y1√
y2
1 + 2y2

1

,
y1√

y2
1 + 2y2

1

)
=

(
−
√

2
3
,

1√
3

)

v2 =

⎛
⎝

√
2

2 y1√
y2
1 + 1

2y
2
1

,
y1√

y2
1 + 1

2y
2
1

⎞
⎠ =

(
1√
3
,

√
2
3

)
,

��
� '�	��� y = 1! ����� ���
�����	���� ��� ��
���
�� ��� 
�'
���
����

%�	� �
� R2  � ��
� ��� 
�
�� 
 ������� ��� T ����� 


(
1 0
0 4

)
#

,# &� '� ��	
��� �� �� 	��������� �������� ��������	� T �
� R2 ��� 
�
���


 ����	�
��
� �������  � ��
� ��� ���
���� %�	� ����� 


(
1 2
0 1

)
# (

	����� T ∗ ��� T ����	�
���� 	�
� ������

(
1 0
2 1

)
��� ���

(
1 2
0 1

)(
1 0
2 1

)
=
(

5 2
2 1

)
�=
(

1 2
2 5

)
=
(

1 0
2 1

)(
1 2
0 1

)
.

���� ������ 	� ���� ��� ������� 
�'
���
���� %�	�  � ��
� ��� 
�
��

 ������� ��� T �� ���� �������� �
�$�# 5�������! �� ������ ���
��
%�	� {v1, v2}  � ��
� ��� 
�
�� 
 ������� ��� T �� ���� ��� �
�$��



/�6� ��������&'� %�����&'� ����&�"(��� �"

(
λ1 0
0 λ2

)
! ���� T (v1) = λ1v1 + 0 · v2 = λv1 ��� T (v2) = 0 · v1 +

λ2v2 = λ2v2# ������� �� λ1, λ2 '� ���� 
� ���
����� ��� T ��� �� v1, v2
'� ���� ����	�
��� ���
�����	����# +��
�� �� � $������� ��� 
� ���
�����
��� T ����� λ1 = λ2 = 1 ��� �� (x, y) ����� ��� ���
�����	��! ������
T (x, y) = (x + 2y, y) = 1 · (x, y)! ���� y = 0# +�
��� � �� v1, v2 '�
����� ��� �
�$�� v1 = (x1, 0)! v2 = (x2, 0) �� x1 �= 0! x2 �= 0! 
����
< v1, v2 >= x1x2 �= 0! ������ �� v1 ��� v2 ��� ����� ��'���# �
 ����������
���� ������� ��� ������������ ��� ���'�	�� ��� � T ����� 	��������� ���
�� ����� ���� ��	��� ��� � � ����������� ���'���#

.��(�%�� #-0

3# /+	� V = R2[x] �� �	 ������ �������


< f(x), g(x) >=

1∫
0

f(x)g(x)dx.

;� �
��� �� �������� ��������	� T ∈ L(V ) ��

T (α2x
2 + α1x+ α0) = α1x.

���*�� ��� � T ��� ����� 	��������� �� ��� 
 ������� �
� ����	�
���� 	���
T  � ��
� �� %�	� {1, x, x2} ����� 
⎛

⎝ 0 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞
⎠

�
� ����� 	����������# 5 � �
 �����
�
����� ����B

,# &�
���*�� ��� ��� ������� ��� 	��������� �������� ��������	� T ∈ L(R3)
���
�� �	��

T ((1, 2, 3)) = (0, 0, 0) ��� T ((2, 5, 7)) = (2, 5, 7).

6# ���*�� ��� ��� ���
���� �������� ��������	� ���� �������
� +��������
�
���
� ����� 	��������� �� ��� ���
� �� 
� ���
����� ��� ����� ���������
�
���'�
� @��� 5����	� 2#:#3.#

8# +���� ������ �
 �������
 	���������� ��������� �����
��	� � ��� 	��"
������� �������� ��������	�B &�
���*�� ��� �
 �������
 ��
 	����������
��������� �����
��	� � ����� 	��������� �������� ��������	� �� ��� ���
�
�� ����� ������'�����#



�0 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

2# i) /+	� V ���� ��������� +��������
� ���
� ���	��	�� n# ���*�� ���
�
 	��
�
 � � 	���������� ��������� �����
��	� � �
� V ��� �����
���� �
� �
� L(V )! ���� ����� ���� �����	������� ���
� ��� � �
����������� ���'��� ���	��	�� n2#

ii) /+	� V ���� ����������� +��������
� ���
� ���	��	�� n# ���*��
��� �
 	��
�
 � � 	���������� ��������� �����
��	� � ����� ����

���� �
� �
� L(V ) ���	��	��
n(n+ 1)

2
#

<# /+	� V ���� ����������� �����	������� ���
� ��� T ∈ L(V )# ���*��
��� 
 V ���� ��� %�	� �
� ��
�������� ��� ���
�����	���� �
� T �� ���
���
� �� ������� ��� �	 ������ �������
 �
� V  � ��
� �
 
�
�
 � T
����� 	���������#



/�7� ���������(��� +���8� �� L(V ) &�� �� C� ��

0�8 ��������'��
 -���9� ��� L(V ) %�� ��� C�

�� ���� ��� �������$
 '� �
��� ��� � ���
�� ��� 	���
�� ���� ��������� ����"
����	�� ���� ���
� �� �	 ������ �������
 V ����� ����
�� ����� �
� 	���
��
���� �������
� ���'�
� ��� ��� 
� 	���������� ��������� �����
��	��� ���
��!
���� ���
�� ���
��! ��� �
 ���
 L(V ) �
� ���
 ���
 �� ���� �
� ���
�� 
�
���������
� ���'�
� 	�
�� �������
�� ���'�
�� C#

/+	� T ��� 	��������� �������� ��������	� ��� V # ����! ��� �
� 2#:#6!
������� ��� 
�'
���
���� %�	� {v1, . . . , vn} �
� V ��
���
����� ��� ���
���"
��	���� �
� V ��� 
� ���
����� λi ��� T ����� ���������
� ���'�
�# �������

���$
���� ��� v ∈ V  � v =
n∑

i=1
αivi! �����
��� < T (v), v >=

n∑
i=1

λi‖αi‖2 ∈ R#

������! �� � T ����� ��� 	��������� �������� ��������	�! ���*������ �� 
 V
����� ����������� � ��������� +��������
� ���
�! � ���� < T (v), v >∈ R! ���
��'� v ∈ V # G�	���! ��� �
� 
��	�� �
� �	 �����
� ���
���
�! ��� ��� 
�
��"
���
�� �������� ��������	� T ���� ���������
� +��������
� ���
� V �	����
< T (v), v >∈ R! ��� ��'� v ∈ V # ;� ���*
��� ���� ��� ��� �
�� �������
�� +�"
�������
�� ���
�� ���� �	���� ���
� �� � T ����� 	���������# >������� ��
���
��� �*��

������� #-�-�- ,-�� V $��� �������
� -���������� #%��� ��� T ∈ L(V )
$��� %�� < T (v), v >= 0� ��� � �� v ∈ V � 4
� T = 0�

*�
���+�� 5������
��� ��� ��� v,w ∈ V ��
��� ������

< T (v), w >=
1
4
[< T (v + w), (v + w) >− < T (v − w), (v −w) >

+i(< T (v + iw), (v + iw) >− < T (v − iw), (v − iw) >)]

&� < T (v), v >= 0! ��� ��'� v ∈ V ! ���� � ��
��
����� �	����� ����� ��� �	����
��� < T (v), w >= 0! ��� ��'� v,w ∈ V # ����� �	���� ��� < T (v), T (v) >= 0!
��� ��'� v ∈ V ! �
� 	������� T (v) = 0! ��� ��� �� v ∈ V ! ������ T = 0#

�����(����- &� 
 V ����� ���� ����������� +��������
� ���
� ���� � 2#=#3
��� �	����# )�� ����������! �� V = R2 ��� T ∈ L(R2) ����� � 	��
$� ���� � ���

90◦ ��� ��� �
 0 ���� T
(
x1

x2

)
=
( −x2

x1

)
@ � ��
� ��� ���
���� %�	�.

��� < T (v), v >= 0! ��� ��'� v ∈ R2# &� �� � � T ����� 	��������� ��	� �	��
< T (v), v >= 0! ���� 
� ���
����� ��� T ����� ����� ��� ��� T = 0#

/%	���� #-�-- ,-�� V $��� �������
� -���������� #%��� ��� T ∈ L(V )�
4
� ��#��� < T (v), v >∈ R� ��� � �� v ∈ V �� ��� �
��� �� � T ����� ������
���	�



#2 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

*�
���+�� &� � T ����� 	��������� ���� ������ ��� < T (v), v >∈ R! v ∈ V #
/+	� ��� < T (v), v >∈ R! v ∈ V # ���� ������ < T (v), v >=< v, T (v) >=
< v, T (v) >=< T ∗(v), v > ��
��� < T (v)−T ∗(v), v >=< (T−T ∗)(v), v >= 0!
��� ��� �� v ∈ V # /&�� T = T ∗! 	��$ �� �� �
� 2#=#3#

&�� �� ��
��
����� �����
�
������ 
 �*�� 
��	���#

1������ #-�-�- :�� ��������	 �������	 �����
���� T ��
� #%��� V ��
�������
 ���
���� �$���� � ������� "������# �������� ���������
� �� ��#��� < T (v), v >≥ 0 ��� 
�� � v ∈ V 2������#� < T (v), v >> 0� ���

�� � v ∈ V � v �= 03�

&� α, β ∈ R ��� T1, T2 ����� ��"��������� �����
��	��� ���� ��'��
< (αT1 + βT2)(v), v >= α < T1(v), v > +β < T2(v), v >≥ 0! ��� ��'� v ∈ V !
��
������ ��� ��� � αT1 + βT2 ����� ��"��������#

+����$��
� ���
�	���� �
 �������
 TT ∗ ��� ��� 
�
�����
�� ��������	�!
�$
� (TT ∗)∗ = (T ∗)∗T ∗ = TT ∗! ������ � TT ∗ ����� ����� 	��������� ���
������
� ����� ��� ��"��������# 5�������! �	����

< (TT ∗)(v), v >=< T (v), T (v) >≥ 0, v ∈ V.

&��� 	������� ��� �� � T ����� ��"��������! ���� ��� � T 2 ����� ��"��������#

6(��� #-�-�- ,-�� T ��� ��������	 �������	 �����
����� 4
� � T �����
���������	 �� ��� �
��� �� �� ������$� �� ����� ���������$��

*�
���+�� /+	� ��� � T ����� ��"�������� �������� ��������	� ��� v ��� ���
"
�����	�� �� ����	�
��� ���
���� λ# ����! �$
� < v, v >> 0 ��� < T (v), v >=
λ < v, v >≥ 0! ������ λ ≥ 0#

&���	��
$�! �	� ��� {v1, . . . , vn} ����� ��� 
�'
���
���� %�	� ��
���
�����
��� ���
�����	���� �� ����	�
���� ���
����� λ1, λ2, . . . , λn# A�
'��
��� ��� λi ≥
0! i = 1, . . . , n# )�� v ∈ V ! ���$
��� v =

n∑
i=1

αivi# ����

< T (v), v >=
n∑

i=1

λi‖αi‖2 ≥ 0.

6(��� #-�-#- :�� ���������	 �����
���� T ����� ����	 �� ��� �
��� �� �
T ����� �����$1����



/�7� ���������(��� +���8� �� L(V ) &�� �� C� #�

*�
���+�� ;� �
��� ��� 
�'
���
���� %�	� {v1, . . . , vn} �
� V ��
���
�����
��� ���
�����	���� �
� ����	�
��
�� 	��� ���
����� λ1, . . . , λn �
� V # /+�	� ��

v ∈ V ! v =
n∑

i=1
αivi! ��
��� < T (v), v >=

n∑
i=1

λi‖αi‖2 ≥ 0# &��� � 
��
�	�

�
� ������ ��� T  � ��
� ��� @
�
�����
��. %�	� �
� V ����� λ1λ2 · · ·λn �
� �����
���$
�� �
� ������� �� ��� ���
� �� λi �= 0! ��� ��� �� i = 1, . . . , n# �������
�� ���� ����� ���$
�� �
� ������� ������ λi > 0! �$
� < T (vi), vi >= λi ≥ 0!

��� ��� < T (v), v >=
n∑

i=1
λi‖αi‖2 = 0 ���
� �� α1 = · · · = αn = 0! ������

v = 0# &� λ1 · · ·λn = 0 ���� �
�����	�
� ��� ���
���� λi ����� ����� ��� ���
< T (vi), vi >= 0# &��� ��� ��
��� �� 	��%����� �� � T ����� '�����! ������
������ λ1 · · ·λn �= 0#

���� ���� ��� ��� �������� ��������	� X ����� ��� ������ ���� ��� ����
��������� ��������	�� T ��

T = X2.

)����� ��� ���
�� �*�	 	� ��
��� �� ��� ���� ����� ��	�! � ��� ������	���

���'
� ��	� � � ��� �����
 ���'
� ��	� �# G��K ������ � �*�	 	� X2 = I2

���� ������� ��	��� �$
�! ��� ����������! 
� �������

(
α β

1−α2

β −α

)
! β �= 0!

��� ����
�
�
��#
�
 ������
 '������ ������� ��� 
� ��"��������� �����
��	��� ��
�� ��� ����

�������� �� ���� � � �� ��������� ����������� ���'��� ���	�
� � � 
�
� �
���� ��� �
������ �� �������� ������ ���� ���#

/%	���� #-�-+- . T ����� ��� ���������	 �������	 �����
���� �� V ��
��� �
��� �� �� �#�� ��� �������	 �� ������	 �������	 �����
���� �� V � ���
�� �� �������7���� ��

√
T � $��� %��

(
√
T )2 = T.

-����$�� � �� �������	 �����
���� ��� �������� �� �� T �������� ��� ��
��

√
T �

*�
���+�� /+	� T ��� ��"�������� �������� ��������	�# ���� ������� ��� 
�"
'
���
���� %�	� {v1, . . . , vn} �
� V �
� ��
�������� ��� ���
�����	���� ��� 
�
����	�
���� ���
����� λ1, . . . , λn ����� ���� ��"���������# ;� �
��� �� ��������
��������	� S �
� V �
� 
������ ��� ��� 	��	���

S(vi) =
√
λivi, i = 1, . . . , n.



# 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

���� S2 = T ��� � S ����� ��� ��"�������� �������� ��������	�! �$
� �����
	���������! ��� �
� 2#:#6! ��� ��"�������� �$
�

√
λi ≥ 0! i = 1, . . . , n#

���� ��
�
��� �� ��
'�	
��� ��� 
� λ1, λ2, . . . , λm ����� 
� �������������
���
����� @'� ������ ��� �����*� � � v1, . . . , vn �� ����� ���
�� 
�� � �	�� �	��
���
�����! @�� �����
��. �� ����	�
��
�� 	� ����
���� �����	���� ��� %�	��.#
���� ��� �
 2#:#31 ��
���

V = V (λ1) ⊕ · · · ⊕ V (λm).

/+	� T0 ∈ L(V ) ��� ��"�������� �������� ��������	� ��� ��� 
�
�� �	����
T 2

0 = T # &� λ ����� ��� ���
���� ��� T0 ��� v ����� ��� ���
�����	�� �
� ����	�
����
	��� λ! ���� T (v) = T 2

0 (v) = T0(λv) = λ2v# ������� λ2 = λj ! ��� ���
�

j = 1, . . . ,m# �� ���� �����! λ =

√
λj ! ��� ���
�
 j = 1, . . . ,m# +�����
� 


����� �
� V (
√
λj) ���������� 	�
� ����� �
 V (λj) ��� T �
� ����	�
���� 	���

���
���� λj! �� � $������� ��� ��� ��
��
����� 	��	�# +����� ��! �� � �����
������! 
� ����� ������� ���
����� ��� T0 ����� 
�

√
λ1, . . . ,

√
λm ��� � T0 �����

	���������! ��
���

V = V (λ1) ⊕ · · · ⊕ V (λm) = V (
√
λ1) ⊕ · · · ⊕ V (

√
λm)

��� ��� V (
√
λi) = V (λi)! ������ 
 ����� �
� �
� T0 ��� ��� ���
����

√
λi �����

�	
� �� �
� ����� �
 ��� T ��� ��� ���
���� λi# &��� 	������� ��� �� v ∈ V (λi)!
���� T0(v) =

√
λiv = S(v)! ��� ��'� i = 1, . . . ,m# /&�� S = T0#

�
 ����	��
$
 ���� ��� ��
����'�� @���� ��� �
 J���� 2#=#8.#
)�� �
 ������
 �	����	��! �	� X ∈ L(V ) �� XT = TX# �� ������� � � T

���
√
T  � ��
� ��� ��
��
����� %�	� ��
�� �� �
�$�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1I1
λ2I2

# # #

λmIm

⎞
⎟⎟⎟⎠ ���

√
A =

⎛
⎜⎝

√
λ1I1

# # # √
λmIm

⎞
⎟⎠ .

5���	���
���� �
� ������ �
� X 	��� ����	�
��� �
�$� ���� ��

X =

⎛
⎜⎝

X11 X12 · · · X1m
###

###
Xm1 Xm2 · · · Xmm

⎞
⎟⎠ ,

� 	��'��� XA = AX ��� ���� ���

(λj − λk)Xjk = 0, j, k = 1, 2, . . . ,m.



/�7� ���������(��� +���8� �� L(V ) &�� �� C� #�

+����� λj �= λk! ��� j �= k! ������ Xjk = 0! j �= k# /&��⎛
⎜⎝

X11 0
# # #

0 Xmn

⎞
⎟⎠

��� 	������

√
AX =

⎛
⎜⎝

√
λ1X11

# # # √
λmXmm

⎞
⎟⎠ = X

√
A.

������� #-�-"- . T ∈ L(V ) ����� ���������	 �� ��� �
��� �� T = S∗S�
��� � ����� S ∈ L(V )�

*�
���+�� &� � T ����� �� �������� ���� ������� �
√
T @�
� ����� �� ��������

��� ��� 	���������. ��� ��� 
�
�� �	����

T = (
√
T )2 =

√
T
√
T = (

√
T )∗

√
T .

&���	��
$�! �� T = S∗S! ��� ��
��� ���*�� ��� � T ����� ��"�������� @���� ���
�
 J���� 2#=#8.#

������� #-�-0- 4� ���
���� �� ������%� �������%� ������������ ��� ���
������� ����� ��� ���������	 �������	 �����
����� �����%� ����������$�
��0� ���� �� ���0	�

αnT
n + αn−1T

n−1 + · · · + α0I


��� αi ≥ 0� αi ∈ R� ��� T �� ������	� ����� �� ������$� �������$� �������
�������

A�
'��
��� ���� ��� 
 ���
� V ����� ���� ��������� +��������
� ���
� ���
T ∈ L(V )! ���� ���K ����
��� �� ��� ����	��	� ���� �������
� ���'�
� z 	�
>����	����� 	������������ z = x + iy! x, y ∈ R! ��
��� �����
�� ����	��	�
��� T  �

T = X + iY, ��
� X =
1
2
(T + T ∗) ��� Y =

1
2i

(T − T ∗)

����� @��
$����. 	���������� ��������� �����
��	���# /+�
��� ��

T ∗ = X∗ − iY ∗ = X − iY.



#� 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

��� ���
�� ����	��	� ��� T ����� �
������ �$
� �� ���� T = X1 + iY1! ��
�
X1 = X∗

1 ��� Y = Y ∗
1 ! ���� T

∗ = X1 − iY1! 
����

X1 =
1
2
(T + T ∗) = X ��� Y1 =

1
2i

(T − T ∗) = Y.

/+�	� ���K ���� ��� ���
�� � 	����� ��� T ���� ��� ����
�� ���
�� �� �
�
	���� ���� �������
� ���'�
� z# �� 	���������� ��������� �����
��	��� ����"
	�
��
�� 	�
�� �������
�� z ��� �
�� 
�
�
�� z̄ = z! ������ 	�
�� ���������
��
��� 
� �����
��	��� T ��� �
�� 
�
�
�� T ∗ = −T ����	�
��
�� 	�
�� ���	�� $�"
���	���
�� �������
�� ���'�
�� z! z̄ = −z#

�� ��������� �����
��	��� T ! ���� 
�
�
����
�� ���
� �� �	 ������ ����"
���
! �
� ����
�
�
�� ��� 	��	� T ∗ = −T ���
���� ���������������# &�
	���� '�� ��� �� 
 V ����� ���� 
�
�
	���
�� ���
� �� �	 ������ �������
 ���
T ∈ L(V )! ���� ���� � T ���$���� �
������  � �
 �'�
�	�� ���� 	���������"
� ��� ���� ����	���������� ��������� ��������	��! ��'�� T = X + Y ! ��
�

X =
1
2
(T + T ∗) ��� Y =

1
2
(T − T ∗)! X∗ = X! Y ∗ = −Y #

H� �� 	��� ��� 	�������� ��
	��
�
 � � ��������� ���'��� C ����� 
 �
"
������
� ����
� 
 
�
�
� ��
�������� ��� �
�� �������
�� ���'�
�� z �
� ��
��
����
 | z |= 1# ( 	��'��� | z |= 1 ����� �	
������ �� �� 	��'��� zz̄ = 1# &��"
$������
� 	��� ��
��
����� ���
�
� 	� ����*� � � ��������� ���'��� ��� � �
�����
��	� �! ���� � 	��'��� ��� �
�� �������
�� ���'�
�� '� ����	�
��
�	�
��� ��� �����
��	��� 	�� 	��'��� TT ∗ = I �
� 	������� ��� � T ������ �� �����
��� �	
������# ������ 
 �
������
� ����
� 	�
 C ����	�
���� 	�
 	��
�
 � �
�	
�������#

+����� ���� ��'� ��������� ���'��� z! ���$
�
� �
� �������! ���$���� 	��

�
�$� z =| z |
(

z

| z |
)

=
√
zz̄

(
z

| z |
)
! ��
�

z

| z | ����� ��� 	�
����
 �
� �
��"
����
� ����
�! ��
�
��� �� ����	
��� ��� ��'� ��������	� T ∈ L(V ) ���$����
 � ��� �������
 ���� ��"��������� ��������	�� @��� ����	�� ���

√
TT ∗. ��� ���

�	
������# �
 ������
 ��
����	�� ���%�%������ ���� ��� ����	��# &��� �
 ��
"
����	�� %�	����� 	�
 ���
��� ��� �� ��
 �����
��	��� �
� ����
�� �� �
� ���

����
 �� ���� �����	��� � �
� V ! ���� � ��� ����� �
 �������
 ���� �	
�������
��� ��� �����# �� ���� ����� �	���� �
 �*��#

6(��� #-�-�- ,-�� T1, T2 ∈ L(V )� 
��� V ����� $��� #%��� �� �������

���
����� *� ��#��� < T1(v), T1(v) >=< T2(v), T2(v) >� ��� � �� v ∈ V � 
�
�� �#�� ��� �������� U ∈ L(V ) $��� %��

T2 = UT1.



/�7� ���������(��� +���8� �� L(V ) &�� �� C� ##

*�
���+�� /+	� V1 = ImT1 ��� V2 = ImT2# ;� �
��� ��� ����	�
����

U1 : V1 → V2, T1(v) → T2(v), v ∈ V.

�����
��� ��� ���� � ����	�
���� ����� ��� �������� ��������	� �
� ��
��� �� ���"
���'�� 	� ��
� �
� V # 5�������! �������� � U1 ����� ��� ��������	�# )�� v1 ∈ V1!
�	� w1, w2 ∈ V �� T1(w1) = T1(w2) = v1! ���� U1(v1) = U1(T1(w1)) =
T2(w1)! U1(T1(w2)) = T2(w2)# &��� ��� ��� ���'�	� �	���� ‖T2(w1 − w2)‖ =
‖T1(w1 − w2‖ = 0! �$
� w1 − w2 ∈ ker T1# ������� T2(w1 − w2) = 0! ��"
���� T2(w1) = T2(w2)# �� ���� ����� �
 T2(v) 
������ �
�
	������ ��� ���
����	�
���� T1(v) → T2(v)! v ∈ V # +��	�� �� v2 ∈ V2! ���� ������� w ∈ V ��
T2(w) = v2# ;��
���� T1(w) = v1 ��
��� U1(v1) = v2! ������ � U1 ����� ���#
&��� ����� ��� 1 − 1! �$
� ‖U1(v1)‖ = ‖U1(T1(v))‖ = ‖T2(v)‖ = ‖v1‖! ��
�
T1(v) = v1! ��� ���
�
 v ∈ V # +�����
� �	����

U1(λv1 + v′1) = U1(λT1(v) + T1(v′)) = U1(T1(λv + v′)) = T2(λv + v′)
= λT2(v) + T2(v′) = λU1(T1(v)) + U1(T1(v′)) = λU1(v1) + U1(v′1)

��
� v1 = T1(v)! v′1 = T1(v′)! ��� ���
�� v, v′ ∈ V # ������� %���
��� ��� �
��������	� U1 ����� ���� �	
�
�$�	��� �
� ���
� V1 ��� �
� ���
� V2# &���
	������� ��� dimV1 = dimV2 ��� ������

V = V1 ⊕ V ⊥
1 = V2 ⊕ V ⊥

2 ,

��
� V ⊥
1 ��� V ⊥

2 ����� 
� ��'��
� ���� �
� ��
� �
� V1 ��� V2 ����	�
���! �"
	���� ��� dimV ⊥

1 = dimV ⊥
2 # >�'�� 
� V ⊥

1 , V
⊥
2 ����� ���
� �� �	 ������

�������
 ��� ����� ���	��	��! ���
� ����� �	��
�$
�! ������ ������� ��� 1 − 1
�������� ��������	� U2 : V ⊥

1 → V ⊥
2 ���
�� �	�� ��� ��'� w1, w

′
1 ∈ V ⊥

1 ! �	����
< U2(w1), U2(w′

1) >=< w1, w
′
1 ># +��
�� ���� ��
������ ��� � ����	�
����

U : V → V ! v = v1 + w1 → U1(u1) + U2(w1)! ��
� v1 ∈ V1! w1 ∈ V ⊥
1 ! �����

��� �	
������ �
� V ��� UT1 = T2! �$
� ��� ��'� v ∈ V ! T1(v) ∈ V1! 
����
(UT1)(v) = U(T1(v)) = U1(T1(v)) = T2(v)#

/%	���� #-�-�2- *� T ∈ L(V ) 
� �� �#�� ��� �������� U �� V ��� ���
�������	 ���������	 �������	 �����
���� S �� V $��� %��

T = SU, S =
√
TT ∗.

*� � T ����� �����$1���� 
� � �������� U ����� �������	�

*�
���+�� 5������
��� ��� ��� ��'� v ∈ V ��
���

< T ∗(v), T ∗(v) > =< v, TT ∗(v) >=< v, (
√
TT ∗)2(v) >

=<
√
TT ∗(v),

√
TT ∗(v) >



#+ 	�
���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

@�$
� ��� �
 ;������ 8#31#< �
√
TT ∗ ����� ��"�������� �������� ��������	� ���

��� (
√
TT ∗)∗ =

√
TT ∗.# ������� ��
�
��� �� �$����	
��� �
 ��
��
����


����� ��� ��� �����
��	��� T1 = T ∗ ��� T2 =
√
TT ∗# /&�� ������� ��� �	
������

U ���
�� �	�� UT ∗ =
√
TT ∗ � (UT ∗)∗ = TU∗ =

√
TT ∗ ��� ������ U∗ = U−1

��
��� ������ T =
√
TT ∗U #

/+	� ��� �	���� ���	�� T = SU ��
� S ����� ��� ��"�������� ��������
��������	�# ���� T ∗ = U−1S ��� ��� TT ∗ = SUU−1S = S2 ��� 	��$ �� ��
�
 ;������ 2#=#<! � S ����� �
������ ��������	�! ������ � S =

√
TT ∗# &� �

T ����� ����	���0��� ���� ��� �
√
TT ∗ = S ����� ����	���0��� ��� ��� � U �����

�
������ �$
� U = S−1T #

�������(�%��-

3# &� 	�
 ��
��
����
 '������ '� ��	
��� �� 	���� T ∗ ��� T ���� %��"
�
��� ��� ������� ��� �	
������ U ′ ��� ��� 
�
�� T ∗ =

√
T ∗TU ′! 
����

T = (T ∗)∗ = U ′−1
√
T ∗T # ������ ��� ��'� T ∈ L(V ) ������� ��� �	
��"

���� U ��� ��� @�
������. �� �������� �������� ��������	� S @�
√
T ∗T .

��	� �	�� T = US# ��%��� ������ �	���� US �= SU @��� ��� �
�� ������"

�
�� ���'�
�� �	���� � ����'���������
√
zz̄

(
z

| z |
)

=
(

z

| z |
)√

z̄z.#

( ����	��	� ���� T ∈ L(V ) 	��� �
�$� SU 
�
������ �	���� ����
��� ��� T ���K ����
��� ��� ����	��	�� ���� �������
� ���'�
� z 	�
�
����� 	������������

√
zz̄(	��θ + i��θ)#

,# &� �����*
��� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V ! ���� 
� �
������
� ��� 
�
+�������
� ������� ����	�
��
�� 	� �	
������� ��� 	� 	���������� �����
"
��	���! 
���� �
 ��
��
����
 '������ ��� �
�� ������� ���$���� ���- >�'�
n × n ������� ��
��� �� ���$��  � �
 �������
 ���� +�������
� ��� ����
�
������
�# 4��������! �� �
 F ����� 
� ���������
� ���'�
�! ���� ��'� n×n
����������� ������� ��
��� �� ���$��  � �
 �������
 ���� ���������
�
	��������
� ������ ��� ���� ���������
� 
�'
����
� ������ �
� ��� 
�
��
 ��
�� �� ��������� ���
�����#

6# &� T = SU ����� � �
���� �����	� ���� T ∈ L(V ) ��
� S =
√
TT ∗!

���� ������� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V  � ��
� ��� 
�
�� 
 �������
��� U ���� ��� �
�$� �
� 
������ 	�
 2#9#33 � 2#9#3,# +��	�� �������
��� 
�'
���
���� %�	� �
� V  � ��
� ��� 
�
�� 
 ������� ��� S ���� ���
�
�$� �
� 
������ 	�
 2#:#6# 5�
	
�� �� �- ��
��� �� ��� ������� ���

�'
���
���� %�	�  � ��
� ��� 
�
�� �������
�� 
� ����	�
��
� �������
� � U ��� S ��
�� ��� �
�$�� �
� 
��
���� 	�� 2#9#33! 2#9#3, ��� 2#:#6#
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8# �
 ��
��
����
 '������! 	��� ������ 	� �
� � T ����� ����	���0���!
%�%������ ��� ��� � �	
������ U ����� �
������# 4	���� ��� �
 ����	��
$
!
��'�� �� � T ��� ���� ����	���0��� ���� 
 ��'��
� ���� �
� V ⊥

1 ��
�
�
� V1! �� � ��� 
 ���� �
� V

⊥
2 �
� '� ��	��� 	��� ������*� '� ����

���$
�
� �
� �������# &��� 	� ���� ��� ������ 	� �����
�� ����		������
��� ��� ����
��� ��� ���� �	
�
�$�	�� U2 : V ⊥

1 → V ⊥
2 ! 
���� '� �������

����		������ ��� ��� �	
������� U ���
��� �	�� T = SU # /&�� � T ������
�� ����� ����	���0���#

�������
��� ���	�� ��� 	��� ������ 	� ���� ����	���0���� ��������	��
��
��� ImT ∗ = V1 = V ! 
���� V ⊥

1 = 0 ��� V ⊥
2 = 0! �
� 	������� � U1

����� ��� � U #

�����%������-

3# /+	� T ∈ L(F 3) �
� 
������  � T (z1, z2, z3) = (z3, 2z1, 3z2)#

����� T ∗(z1, z2, z3) = (2z2, 3z3, z1) ���

T ∗T (z1, z2, z3) = (4z1, 9z2, z3)!
√
T ∗T (z1, z2, z3) = (2z1, 3z2, z3)!

TT ∗(z1, z2, z3) = (z1, 4z2, 9z3)!
√
TT ∗(z1, z2, z3) = (z1, 2z2, 3z3)#

5�
$���� � T ����� ����	���0��� ��� 	������ ������� �
������ �	
������
U ����	�
��� (U ′) ���
�� �	��

T = U
√
T ∗T (= (

√
TT ∗)U ′).

+�� ��
��� (Im
√
T ∗T ) = ImT = ImT ∗ = (Im

√
TT ∗) = V ��� � �	
��"

���� U 
������  � U : (Im
√
T ∗T ) → ImT ! (2z1, 3z2, z3) → (z3, 2z1, 3z2)!

������ U(z1, z2, z3) = (z3, z1, z2)! (z1, z2, z3) ∈ F 3! ��� � U ′ 
������  �
U ′ : V → V ! (z1, z2, z3) → (z3, z1, z2)! ������ U = U ′#

,# /+	� T ∈ L(F 4) �� T (z1, z2, z3, z4) = (0, 3z1, 2z2,−3z4)# &�� �� 	��'�"
��

< (0, 3z1, 2z2,−3z4), (z′1, z
′
2, z

′
3, z

′
4) >=< (z1, z2, z3, z4), (z′′1 , z

′′
2 , z

′′
3 , z

′′
4 ) >!

��
� T ∗(z′1, z′2, z′3, z′4) = (z′′1 , z′′2 , z′′3 , z′′4 )! ������ 3z1z′2 + 2z2z′3 − 3z4z′4 =
z1z

′′
1 +z2z′′2 +z3z′′3 +z4z′′4 ! ��� ��'� (z1, z2, z3, z4), (z′1, z

′
2, z

′
3, z

′
4) ∈ F 4 ��
"

������ z′′1 = 3z′2! z
′′
2 = 2z′3! z

′′
3 = 0! z′′4 = −3z′4 ������ T

∗(z1, z2, z3, z4) =
(3z2, 2z3, 0,−3z4)#

����� TT ∗(z1, z2, z3, z4) = (0, 9z2, 4z3, 9z4)
��� T ∗T (z1, z2, z3, z4) = (9z1, 4z2, 0, 9z4).
�������

√
T ∗T (z1, z2, z3, z4) = (0, 3z2, 2z3, 3z4) ���√
TT ∗(z1, z2, z3, z4) = (3z1, 2z2, 0, 3z4).
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���� ��
��� ImT ∗ = {(z1, z2, 0, z4) | z1, z2z4 ∈ F}
��� ��� U1 : ImT ∗ → Im

√
TT ∗! (z1, z2, 0, z4) → (0, z1, z2,−3z4)#

+���� �� (ImT ∗)⊥ = {(0, 0, z3, 0) | z3 ∈ F}
��� (Im

√
TT ∗)⊥ = {(z1, 0, 0, 0) | z1 ∈ F}#

/+	� U2 : (ImT ∗)⊥ → (Im
√
TT ∗)⊥! (0, 0, z3, 0) → (z3, 0, 0, 0)#

� U2 ����� ��
$���� ���� �	
�
�$�	��� ��� 


U : (z1, z2, z3, z4) = (z1, z2, 0, z4) + (0, 0, z3, 0) →
U1(z1, z2, 0, z4) + U2(0, 0, z3, 0) = (z3, z1, z2,−z4)
����� ��� �	
������ ���
�� �	�� T = (

√
TT ∗)U ! �� � ���
�� ��
��� ��

�����	� '��# 5������
��� �� ��� �� ���� �
� �	
�
�$�	�
� U2 ���
���
@
�
�����
�� ���
� �	
�
�$�	��. ��� ���������� �
� U ′

2 : (0, 0, z3, 0) →
(λz3, 0, 0, 0)! λ ∈ F ! ���� ��� � �	
������ U ′ : (z1, z2, z3, z4) → (λz3, z1, z2,
−z4) ����� ���
�� �	�� T = (

√
TT ∗)U ′# G�	��� ��� � T ��� ����� ����"

	���0��� ��� 	������ �� � ������ ��
��
���� � �����
�� ����		������
��� ���� �	
������� �� ���� ��� ��������#

&� T ∈ L(V )! ��� ���� ���	��� �$���
�� ��� �� ��������� ��������	��√
T ∗T ��
������ �� '� ��	
��� ��� ���
����� ���# /���� '� �
��� ���������

�����
��	��� ��� ��� �����	������ ���
 	� ���� ���
 ���� 	� ���
�� ����	�
�"
�
��� �������  � ��
� ��� %�	� �
� ����
� ���
� ��� ��� %�	� �
� ������
�
���
�# /���� �� � '� �
��� �����
��	��� ���� �����	�����
� ���
� ���� 	�"
��' �!  � �� 	���! � ����	�
���� ���� �������  � ��
� ��� %�	�# �� ���� ���
������ 	� ��
��� ��� ��� ��� ������� %�	�  � ��
� ��� 
�
�� 
 ����	�
��
� ��"
����� �� ����� �������
�! ����� �� � T ����
�
��� 
��	����� ��������� @$��K ������
�� ����� 	���������.# ;� ���*
��� ���� ��� �� µ1, µ2, . . . , µn ����� 
� ���
�����
���

√
T ∗T ���� ����� ��
�
��� �� %�
��� ��
 %�	��� �
� V  � ��
� ��� 
�
���


 ������� ��� T ���� �� �������� �
�$�

⎛
⎜⎜⎜⎝

µ1 0
µ2

# # #

0 µn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

/%	���� #-�-��- ,-�� T ∈ L(V )� 4
� �� �#��� ��� �����������$� � ����
{v1, . . . , vn} ��� {w1, . . . , wn} �� V $�� %��

T (v) = µ1 < v, v1 > w1 + · · · + µn < v, vn > wn
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��� � �� v ∈ V � ,9��� µ1, µ2, . . . , µn ����� �� ������$� ��
√
TT ∗ �� � �� ������	

µ �� ��������� ���� dimV (µ) 0��$�� 
��� V (µ) ����� � ���
#���� ��
√
T ∗T

��� ������#�� �� µ�

*�
���+�� ���$ �� �� �
 ;������ 2#:#6! ������� ��� 
�'
���
���� %�	�
{v1, . . . , vn}  � ��
� ��� 
�
�� 
 ������� ���

√
T ∗T ����� �������
�! ������

(
√
T ∗T )(vi) = µivi! i = 1, . . . , n# )�� v ∈ V ! ��
���

v =
n∑

i=1

< v, vi > vi

��� ��� (
√
T ∗T )(v) =

n∑
i=1

µi < v, vi > vi! v ∈ V #

/+	� ���� U ��� �	
������ ��� ��� 
�
�� �	���� T = U
√
T ∗T # /&�� ��
�"

�� T (v) =
n∑

i=1
µi < v, vi > U(vi)# +����� � U ����� �	
������ �
 	��
�


{U(v1), . . . , U(vn)} ����� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V #

���!�%����- )�� ��� �������� ��������	� T 	�
 ��
��
����
 ����������
,! ���
�� $������� ��� 
� ���
����� ���

√
T ∗T ����� 3, 2 ��� 0 �� dimV (3) =

2,dim V (2) = dimV (0) = 1! ��� µ1 = µ2 = 3! µ3 = 2! µ4 = 0# )�� ��� 
�'
��"
�
���� %�	� {v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (0, 0, 0, 1), v3 = (0, 1, 0, 0), v4 = (0, 0, 1, 0)}
��
���

(
√
T ∗T )v = 3 < v, v1 > v1 + 3 < v, v2 > v2 + 2 < v.v3 > v3.

+��
�� ��
������ ��� T = U
√
T ∗T ! ��
� U(z1, z2, z3, z4) = (z3, z1, z2,−z4)#

/&��

T (v) = 3 < v, v1 > U(v1) + 3 < v, v2 > U(v2) + 2 < v, v3 > U(v3)

��
� U(v1) = (0, 1, 0, 0) = w1, U(v2) = (0, 0, 0,−1) = w2

U(v3) = (0, 0, 1, 0) = w3, U(v4) = (1, 0, 0, 0) = w4

������� 
 ������� ��� T  � ��
� ��� %�	��� {v1, v2, v3, v4} ��� {w1, w2, w3, w4}
����� 
 ⎛

⎜⎜⎝
3 0

3
2

0 0

⎞
⎟⎟⎠ .
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���� /� �����(����&" 1��� �� ,(�����&� %������

���)���� ��� � -�������$ ������� ��� �������"� '���.
���"� � ����������

/�� � ���� ����� $�����! 	���' � ��� �� ������	
��� ��� ��������� � � ������"
��� �����
��	� � ��� ����	���
��� �� �������# 5
���� $
��� �� � ��� ���
��
����	��	� ��� ����� ������ ��
����	������# �� ���� ��� ������ 	� ��
	��"
'
��� �� ��$��	
��� �� �
	���� ��������	� 	������	�� ��� � ���
�	��� �
�����
��	� �# +����� ��� ��� ���
���� �������� ��������	� ��
��� �� ����	��"
'�� ��� ���� ������ ��� �
�$�� �
� ������� 	�
 2#<#6# ���� '� ��$��	
���
����� ��� �����
��	��� 	������	�� ���
�	��� � �����
��	� � "� � ������� �
��
%
���" 
� 
�
��� ����� ��"���������#

&� W ����� ���� ���� �
� �
� V ! ���� ���$
���� ��� �����	�� v ∈ V
	��� �
������ �
� ��$��	� v = v1 + v2! v1 ∈ W ! v2 ∈ W⊥! �
 �����	�� v1

�
������ � ��	�	�� �
� v ��� �
� W # ( �� ����	�
���� PW : V → W !
v → v1! 
�
������ ��	�	�� �
� V ��� �
� W # +���� $����� ��� �
� 
��	��
��� � ��
%
�� PW "��� 
�
�� '� 	��%
��
��� ���� �� P " ����� ��� ��������	�#
+�����
� ��
��� �
 �*��#

6(��� #-�-�- :�� �����
���� P �� V ��� ���
 �� ����� ��� ������	
2�����	 P = PW � ��� � ����� ��
#��� W �� V 3 �� ��� �
��� �� � P ����� ���
���������	 �������	 �����
���� ��� ���������� � ����	�� P = P 2�

*�
���+�� /+	� P = PW ! ��� ���
�
 ���� �
 W �
� V # )�� ��
 �����	����
v, v ∈ V ! �� v = v1 + v2! v′ = v′1 + v′2! v1, v′1 ∈W ! v2, v′2 ∈W⊥! ��
���
�� ������������

P (λv + v′) = λv1 + v′1 = λP (v) + P (v′), λ ∈ F,

�� 	�������������

< P (v), v′ >=< v1, v
′
1 + v′2 >=< v1, v

′
1 >=< v1, P (v′) >, ������ P = P ∗,

�� '���������

< P (v), v >=< v1, v1 + v2 >=< v1, v1 >≥ 0,

��� �	����

P 2(v) = P (P (v)) = P (v1) = P (v), ������ P 2 = P.

&���	��
$� �	� P ��� 	��������� �������� ��������	� �
� ����
�
��� �� 	��"
	� P 2 = P # ���� � P ����� � ��
%
�� �
� V 	��� ������ ImP # 5�������!
���$
���� ��'� �����	�� v ∈ V  �

v = P (v) + (1V − P )(v),
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���� �$���� P (v) = P (P (v)) ��� �$����
� (ImP )⊥ = Im(1V − P )! �$
� ���
��'� P (v) ∈ ImP ��� ��'� (1V − P )(w) ∈ Im(1V − P )! v,w ∈ V ! ��
���

< P (v), (1V − P )(w) > =< v,P ∗(1V − P )(w) >=< v,P (1V − P )(w) >

=< v,P (w) − P 2(w) >=< v, 0 >= 0.

&� P ����� ��� ��
%
�� �
� V ��� �
� ���� �
� W ���� ����� $����� ���
� 1V − P ����� � ��
%
�� �
� V ��� �
� ��'��
� ���� �
� W⊥ ��
� �
� W #
+�����
� �	���� P (1V − P ) = 0# &� P1 ��� P2 ����� ��
 ��
%
��� �
� V ���
� � ���� � � W1 ��� W2 ����	�
���! ���� � 
�
�����
�� 	��	� �
� �������
����*� � � P1 ��� P2 ��
��� �� ���������	'�� ��� ��� 	��	��� �
� �����
��
����*� � � ����� � �
��! ������ � � W1 ��� W2# )�� ���������� �	���� �
 �*��
��
����	��#

������� #-�-��- 4� �+	� ����� ���������
�3 P1P2 = 0
�3 9� ��
#���� W1 ��� W2 ����� � ���� ���+� ���
�3 4�  ������� P1 + P2 ����� ������	 2��� � ���� P1 + P2 = PW1+W23�

*�
���+�� &� P1P2 = 0! ���� ��� w1 ∈W1! w2 ∈W2 ��
���

< w1, w2 >=< P1(w1), P2(w2) >=< w1, P1P2(w2 >= 0.

/+	� ��� 
� W1 ��� W2 ����� ��'��
� ����*� � �# &� w1 ∈W1! w2 ∈W2 ����

P (w1 + w2) = P (w1) + P (w2) = (P1 + P2)(w1) + (P1 + P2)(w2)
= P1(w1) + P2(w2) + P1(w2) + P2(w2) = w1 + w2.

+��	�� �������
��� ��� (W1 + W2)⊥ = W⊥
1 ∩W⊥

2 ��� �� w ∈ (W1 + W2)⊥

��
��� P (w) = 0# ������ P = PW1+W2 # ���
� ��
'��
��� ��� � P1 +P2 = P
����� ��
%
��! 
���� �	���� (P1 + P2)2 = P1 + P2# /&��

(P1+P2)(P1+P2) = P 2
1 +P1P2+P2P1+P 2

2 = P1+P2+P1P2+P2P1 = P1+P2,

������ P1P2 + P2P1 = 0# ������� ��
���

P1(P1P2+P2P1) = P1P2+P1P2P1 = 0 ��� (P1P2+P2P1)P1 = P1P2P1+P2P1 = 0.

5�
	'��
���� ����� ��� ��
 ���������� �*�	�	��� �����
��� P1P2P1 = 0! ��� 
��� P1P2 + P2P1 = 0# /&�� P1P2 = 0! �$
� P1P2 + P1P2P1 = 0#
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+��	�� �	���� �
 �*��#

������� #-�-��- ;�#��� P1P2 = P2P1 �� ��� �
��� �� � P1P2 = P �����
������	 ��� � ���� P = PW1∩W2 � �����%� ��#��� P1P2 = PW2 �� ��� �
���
�� W2 ⊂W1 ��� ��#��� ��
 �� ��� �
��� �� � ���0�� P1 − P2 ����� ������	�

*�
���+�� /+	� ��� P1P2 = P2P1# ���� ��� ��'� v ∈ W1 ∩ W2 ��
���
P2P1(v) = P2(v) = v# &��� (W1∩W2)⊥ = W⊥

1 +W⊥
2 ��� ��� v ∈ (W1∩W2)⊥!

v = v1 + v2! v1 ∈W⊥
1 ! v2 ∈W⊥

2 ! ��
���

P2P1(v) = P2P1(v1 + v2) = P2P1(v1) + P2P1(v2) = P2P1(v1) + P1P2(v2) = 0.

������� %���
��� ��� W1∩W2 ⊂ ImP2P1 ��� (W1∩W2)⊥ ⊂ (ImP2P1)⊥# /&��
(W1 ∩W2)⊥ = (ImP2P1)⊥! ������ � P2P1 = P1P2 ����� � ��
%
�� �
� V ���
�
� W1 ∩W2#

&���	��
$�! �	� ��� � P1P2 ����� ��
%
��! ���� ��� ��� 	��������������
��
���

P1P2 = (P1P2)∗ = P ∗
2P

∗
1 = P2P1.

���� �	� T = 1V − (P1 − P2) = (1V − P1) + P2# J�� ��� ��
��
������
5����	�� 2#=#36! � T ����� ��
%
�� �� ��� ���
� �� 
� ���� �
� Im(1V −P1) =
(ImP1)⊥ ��� ImP2 = W2 ����� ��'��
� ����*� �
��# &��� �	���� �� ��� ���
� ��
(ImP1)⊥ ⊂ (ImP2)⊥ �
� ����� �	
�����
 �� �� 	��'��� ImP2 ⊂ ImP1! ������
W2 ⊂ W1# ������� W2 ⊂ W1 �� ��� ���
� �� � 1V − T = P1 − P2 �����
��
%
�� ��� ����	�� ����� � ��
%
�� �
� V ��� �
� (W⊥

1 +W2)⊥! �$
� � T �����
� ��
%
�� �
� V ��� �
� W⊥

1 +W2#

���� ��
������
��� ��� ��� ��� 	������������� �$���
��� ��� ���
��� ���
��
%
��� �
� ����� � $�	������ �����	� ���� ���
����� ��������� ��������	��
���� �������
� +��������
� ���
�#

/%	���� #-�-�# @=�������(� .
!�����.- ,-�� V $��� �������
� -��
��������� #%���� :�� �������	 �����
���� T �� V ����� �������	 �� ��� �
���
�� �� �#��� ���������$��� ��������� ������� λ1, λ2, . . . , λs ��� s �� �������$�
������$� P1, P2, . . . , Ps �� V $���� %��

�3 PiPj = 0� ��� i �= j� 1 ≤ i, j ≤ s
�3 P1 + P2 + · · · + Ps = I
�3 T = λ1P1 + λ2P2 + · · · + λsPs�
-����$�� �� T ����� ��� �������	 �������	 �����
���� 
� � T $#�� ���

��� �
�� $�0���� �� ���0	� �3 � ����� ����� � T = λ1P1 + · · · + λsPs� 
���
λ1, λ2, . . . , λs ����� �� ������$� �� T ��� Pi� i = 1, . . . , s� ����� � ������	 �� V
��� �� ���
#���� Vi ��� ������#�� ��� ������	 λi� *�	 � $�0���� �� T
���� 7��� *�������� ������ �� '�
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*�
���+�� /+	� ��� ����
�
�
����� 
� �.! @%. ��� �.# ����

TT ∗ =

(
s∑

i=1

λiPi

)⎛
⎝ s∑

j=1

λ̄jP
∗
j

⎞
⎠ =

(
s∑

i=1

λiPi

)⎛
⎝ s∑

j=1

λ̄jPj

⎞
⎠

=
s∑

i=1

| λi |2 Pi = T ∗T,

������ � T ����� ���
����#
&���	��
$�! �	� ��� � T ����� ���
���� ��������	� �
� V # ����! �� λ1, λ2, . . . , λs

����� 
� ���
����� ��� T ! ��� �
 5���	�� 2#:#2 ��
���

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs,

��
� Vi ����� 
 ����� �
� �
� ����	�
���� 	��� ���
���� λi! i = 1, . . . , s# �

��
����
 ��
����	�� ����� ���	� 	������� �
� ;� �����
� 6#,#:! ������'�"
	������ ��������� �
�� ������� Ei 	�
 6#,#: �� ��� ��
%
��� Pi = PVi ���
�$������  � �	��	�#

H� ���	
 ��
����	�� ��� ������*�� �
� 2#=#32 �����
��� ��� ��� ���
�����
��������� �����
��	��� �
 ;������ � � Cayley-Hamilton �
� *��
��� ��� �	����
��� ��'� T ∈ L(V )#

������� #-�-�+- *� T ����� ��� �������	 �������	 �����
���� 
� χT (T ) =
0�

*�
���+�� 4	���� χT (λi) = 0! ��� ��'� ���
���� λi! 
����

χT (T ) = χT (λ1)P1 + · · · + χT (λs)Ps = 0,

��
� T = λ1P1 + · · · + λsP ����� � $�	������ �����	� ��� T #

+��	�� ���	� 	������� �
� 2#=#32 ����� �� �*�� ��� �� 	�� ��
����	����#

������� #-�-�"- :�� �������	 �����
���� �� V ����� ��������	 	 ���
�������� 	 �����������	 �� ��� �
��� �� �� ������$� �� ����� ������#�
���������� ������� 	 ��������� ������� �$��� 1 	 0�������� ��������� ��������

*�
���+�� &� T = λ1P1 + · · · + λsPs ����� � $�	������ �����	� ��� T ���� �
$�	������ �����	� ��� 	���
�� ��� ����� T ∗ = λ̄1P1 + · · · + λ̄sPs# �������
� 	��'��� T = T ∗ ����� �	
������ �� ��� λi = λ̄i# +�� �� 	��'��� TT ∗ = I!
������ | λi |2 P1 + · · ·+ | λs |2 Ps = P1 + · · · + Ps ����� �	
������ �� ���
| λi |2= 1# ���
� � 	��'��� T = −T ∗ ����� �	
������ �� ��� λi = −λ̄i ������

� ���
����� ��� T ����� ���� $����	�����#
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.��(�%�� #-�

3# i) ���*�� ��� ��� �������� ��������	� T ���� ���
� V �� �	 ������
�������
 ����� ����	��������� �� ��� ���
� �� �	����

< v, T (w) = − < T (v), w >

��� ��'� v,w ∈ V #

ii) &� 
 V ����� ��������� ���
� ���� ���*�� ��� � T ����� ����	���������
�� ��� ���
� �� � iT ����� 	���������#

iii) ���*�� ��� 
� ���
����� ���� ����	���������� ��������� ��������	��
T �
� V ���� ����� ����� ���� ����� $����	���
� �������
� ���'�
�#
������ ��'� ���
���� λ ������ �� ����
�
��� �� 	��	� λ = −λ̄#

iv) ���*�� ���  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� 
 ������� A ���� ����	��"
�������� ��������� ��������	�� ����
�
��� �� 	��	�

Āt = −A. (∗)
�� ������� �
� ����
�
�
�� �� 	��	� (∗) ���
���� �������������
�	� �������# ���*�� ��� ��� ��'� ���������� ����	��������� ������
������� ���� ����������� 
�'
����
� ������� U ��	� �	��

UAU−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Os×s

0 α1

−α1 0
0 α2

−α2 0
# # #

0 αk

−αk 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, αi ∈ R.

��
� Os×s ����� 
 ��������� s× s ������� ��� s+ k = n#

,# /+	� ��� 
� �������⎛
⎝ 5 2 4

2 2 2
4 2 5

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 4 2 4

2 1 2
4 2 4

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 1 3 1

−1 2 2
1 0 2

⎞
⎠

����	�
��
��  � ��
� ��� 
�'
���
���� %�	� 	��� ��������� �����
��	���
T1, T2, T3 ����	�
���! ���� ���������
� +��������
� ���
� V # ���*�� ���
� T1 ����� '�����! � T2 ����� ��"�������� ��� � T3 ��� ����� 	��������� ����
�	���� < T3(v), v >≥ 0 ��� ��'� v ∈ V #
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6# +�$��	�� �
�� ����
�'
�� �������  � ��'
�	�� ���� 	��������
� ��� ���"
� ����	��������
� ������ �� � ���	�� �� %��'�� � �
���� �����	� �����-⎛

⎝ 2 7 0
6 2 2
2 0 5

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ 0 1 0

4 0 0
0 0 9

⎞
⎠ .

8# 5�	
� 	��������
� �������X �����
�� �
� ����
�
�
�� ��� �*�	 	�X2 =
InB

2# ���*�� ��� ���� ���� �
� W �
� V ����� T "�����
� �
� �� ��� ���
� ��
PWTPW = PT (W )! ��
� T ∈ L(V )#

<# /+	� T1 =
n1∑
i=1

λiPi! T2 =
n2∑
i=1

µiQi 
� $�	��������� �����	��� ��
 ����"

����� �����
��	� �# ���*�� ��� �� T1T2 = T2T1 ���� PiQj = QjPi ���
i = 1, . . . , n1! j = 1, 2, . . . , n2#

9# /+	� T ��� ���
���� �������� ��������	� ���� ���
� V # &� S ∈ L(V )
���*�� ��� TS = ST �� ��� ���
� �� TS∗ = S∗T #

:# ���*�� ��� ��'� �� �������� �������� ��������	� ���� ���
� V ����� �

�'�
�	�� �� ��������� ��������� �����
��	� � �
� V ��'� ��� � � 
�
� �
���� ��*� 1! ������ � ������ ��� ���� ���	��	� 1# @A�����*�- ���*�� ��� ��
B ����� ��� 
�'
���
���� %�	� �
� V ��� T ����� ��� �� �������� ��������
��������	� �
� V ��*�� 3! ���� 
 ������� A ��� T  � ��
� ��� B ��
���
�� ����	��'�� 	�� �
�$�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

ᾱ1

ᾱ2
###
ᾱn

⎞
⎟⎟⎟⎠ (α1, α2 · · ·αn).





%���&��� %����	����!

F - �
 	��
�
 R � � ����������� ���'��� � �
 	��
�
 C � �
��������� ���'���

F ν×µ - �
 	��
�
 � � ν × µ ����� � �� 	�
����� ��� �
 F

F ν - �
 	��
�
 � � ����������� � ν"�� � �� 	�
����� ��� �
 F

ê - � ���
���� %�	� �
� F ν �� �� $�	��� �����*�

Ê - � ���
���� %�	� �
� F ν×1 �� �� $�	��� �����*�

Ai - � i ������ ���� ������ A

A(i) - � i 	���� ���� ������ A

V - ���� �����	������� ���
� ��� �
� F

L(V ) - �
 	��
�
 � � ��������� �����
��	� � f : V → V

V (λ) - ����� �
� ���� ��������� ��������	�� f : V → V � ���� ������

(f : α̂) � (f : α̂, α̂) - 
 ������� ���� ��������� ��������	�� f : V → V  � ��
� ��
������������ %�	� α̂ �
� V

χA(x) - �
 ���������	���� �
������
 ���� ������ A

χf (x) - �
 ���������	���� �
������
 ���� ��������� ��������	��
f : V → V

mA(x) - �
 ���������	���� �
������
 ���� ������ A

mf (x) - �
 �����	�
 �
������
 ���� ��������� ��������	�� f : V → V

< , > � [ , ] - ��� �	 ������ �������


d(u1, u2) - ���	��	� � � u1, u2

W⊥ - 
�'
����
 	������ �� �
� W

T ∗ - � 	����� ���� ��������� ��������	�� T : V → V

Jλ,µ � Ji - 	�
�������� ������� Jordan

,<9
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