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ΘΕΜΑ Α

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη σ΄ ένα διάστηµα (α, β), µε εξαίρεση ίσως
ένα σηµείο του x0, στο οποίο όµως η f είναι συνεχής.
Αν f ′(x) > 0 στο (α, x0) και f ′(x) < 0 στο (x0, β), τότε να αποδείξετε ότι το f(x0)
είναι τοπικό µέγιστο της f.

Μονάδες 8

Α2. Να διατυπώσετε το ϑεώρηµα του Fermat.
Μονάδες 4

Α3. ΄Εστω µία συνάρτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆. Να διατυπώσετε τον ορισµό
της αρχικής συνάρτησης ή παράγουσας της f στο ∆.

Μονάδες 3

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ).

α) Για οποιονδήποτε µιγαδικό αριθµό z ισχύει ότι

|z| = | − z|.

ϐ) Αν lim
x→x0

f(x) = −∞ ή +∞, τότε

lim
x→x0

1

f(x)
= 0.

γ) Αν 0 < α < 1, τότε
lim

x→−∞
αx = 0.

δ) Κάθε συνάρτηση f που είναι συνεχής σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού
της είναι και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό.

ε) Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις ϐαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν
ασύµπτωτες.

Μονάδες 5·2=10
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ΘΕΜΑ Β

Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς z και w για τους οποίους ισχύει ότι :

• οι εικόνες των µιγαδικών z είναι σηµεία του κύκλου µε κέντρο το O (0, 0) και
ακτίνα ρ = 2

• w =
2z + 5

z + 1
.

Β1. Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών w είναι ο
κύκλος µε κέντρο το K (1, 0) και ακτίνα ρ = 2.

Μονάδες 9

Β2. Να αποδείξετε ότι ∣∣∣∣w +
4− z

z

∣∣∣∣ ≤ 4.

Μονάδες 8

Β3. Αν w1,w2, µε w1 6= w2, δύο µιγαδικοί που οι εικόνες τους ανήκουν στο γεωµε-
τρικό τόπο του ερωτήµατος Β1, να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός αριθµός

u =
w1 + w2 − 2

w1 − w2

είναι ϕανταστικός.
Μονάδες 8

ΘΕΜΑ Γ

Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει :

f ′(x)− f(x) = x− 1, για κάθε x ∈ R και f(0) = 1.

Γ1. Να αποδείξετε ότι f(x) = ex − x, x ∈ R.
Μονάδες 6

Γ2. Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία, τα ακρότατα και την
κυρτότητα. Στη συνέχεια να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f.

Μονάδες 5

Γ3. Να λύσετε στο R την εξίσωση f(x) + f(x2) + f(x3) = 3.
Μονάδες 3

Γ4. Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες, αν υπάρχουν, της γραφικής παράστασης της συνάρ-
τησης f.

Μονάδες 6

Γ5. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη της γραφικής
παράστασης της f στο σηµείο της M (ξ, f(ξ)) να διέρχεται από το σηµείο B (1, 0).

Μονάδες 5
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ΘΕΜΑ ∆

Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις f, g : R → R, οι οποίες για κάθε x ∈ R ικανο-
ποιούν τις σχέσεις :

• f(x) 6= 0 και g(x) 6= 0

• f(x) =

∫ x

0

t

g(t)
dt + 1

• g(x) =

∫ x

0

t

f(t)
dt + 1

∆1. Να αποδείξετε ότι

f(x) > 0, για κάθε x ∈ R
και
g(x) > 0, για κάθε x ∈ R

Μονάδες 4

∆2. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο R και ότι

f(x) = g(x), για κάθε x ∈ R.

Μονάδες 8

∆3. Να αποδείξετε ότι
f(x) =

√
x2 + 1, x ∈ R.

Μονάδες 6

∆4. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική πα-
ϱάσταση της συνάρτησης

h(x) =

∫ x

1

1

f(t)
dt, x ∈ R

τους άξονες x′x, y′y και την ευθεία x = 1.
Μονάδες 7

Σας ευχόµαστε επιτυχία στις εξετάσεις !
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