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ΣΡΑΠΕΖΑ  ΘΕΜΑΣΩΝ ΣΗ΢  Γ΄ ΚΑΣΕΤΘΤΝ΢Η΢ 

ΘΕΩΡΙΑ 

ΘΔΜΑ  1 

A. Πότε μια ςυνάρτθςθ  f x  λζγεται παραγωγίςιμθ ςε ζνα ςθμείο 0x  του πεδίου οριςμοφ τθσ.  

             (Μονάδες 07) 

B. Να αποδείξετε οτι για κάκε 1 2z ,z    ιςχφει: 1 2 1 2z z z z   .        (Μονάδες 08) 

Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ τθ λζξθ  ΢ωστό ή λάθος δίπλα 

ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ: 

α. Αν 2 2z w 0   με  z, w  τότε πάντοτε ιςχφει z w 0  . 

      β. Β.Αν θ εξίςωςθ αx2 + βx + γ = 0, α  0, α,β, γ ζχει ρίηα τον 2 i  κα ζχει και  τον 
5

2 i
. 

      γ.Αν ορίηεται θ αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ τθσ ff : D  , τότε ιςχφει πάντοτε οτι     
1f f x x

  για κάκε 

       fx D . 

      δ. Αν μια ςυνάρτθςθ  f x  δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο ςθμείο 0x  του πεδίου οριςμοφ τθσ, τότε δεν είναι 

ςυνεχισ ςτο 0x . 

      ε. Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο ςθμείο 0x  του πεδίου οριςμοφ τθσ, τότε  ορίηεται πάντα θ 

εφαπτομζνθ τθσ 
fC  ςτο ςθμείο τθσ   0 0Μ x ,f x .                     (5x2= μονάδες 10) 

ΘΔΜΑ  2 

 

Α1.  Αν  z1, z2  είναι μιγαδικοί αρικμοί να αποδειχκεί ότι:  |z1·z2| = |z1|·|z2|                                                        

Μονάδες  10 

 

Α2.  Πότε μια ςυνάρτθςθ  𝑓  λζγεται ςυνεχισ ςτο  x0  του πεδίου οριςμοφ τθσ 

Μονάδες  5 

 

Α3.  Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν, γράφοντασ ςτθν κόλλα ςασ τθν λζξθ ΢ωστό ι Λάθος. 

        (i).    Για κάκε μιγαδικό αρικμό  z,  ιςχφει: | z |
2 =  z2                                                          

        (ii).   Το μζτρο τθσ διαφοράσ δφο μιγαδικϊν αρικμϊν είναι ίςο με τθν απόςταςθ των εικόνων τουσ 

        (iii).  Κάκε ςυνάρτθςθ που είναι  «1 – 1»  ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ είναι γνθςίωσ μονότονθ 

        (iv).  Αν μια ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ τότε είναι και παραγωγίςιμθ 

        (v).   (ςυνx)΄ = ημx                                 Μονάδες  10 
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ΘΔΜΑ  3 
 

Α. Να αποδείξετε ότι, αν μια ςυνάρτθςθ είναι παραγωγίςιμθ ςε ζνα ςθμείο x0 που ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ, 

τότε είναι και ςυνεχισ ςτο ςθμείο αυτό.                              (μονάδες  13) 

Β. Να χαρακτθρίςετε τισ παρακάτω προτάςεισ ωσ Σωςτζσ ι Λανκαςμζνεσ, γράφοντασ ςτο γραπτό ςασ τθ λζξθ  

Σωστό ή Λάθος δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ:       

α. Το  μζτρο  τθσ  διαφοράσ  δφο μιγαδικϊν  αρικμϊν  είναι  ίςο  με  τθν  απόςταςθ  των  εικόνων  τουσ 

β. Για κάκε z C    ιςχφει 2z zz  

 γ. (ςυνχ)ϋ = θμχ 

ε. Για κάκε ςυνάρτθςθ f που είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε διάςτθμα Δ του πεδίου οριςμοφ τθσ ιςχφει fϋ(x) > 0 για 

κάκε x ϵ Δ.                 (μονάδες  12) 

 

ΘΔΜΑ  4 

Α1  Να αποδείξετε ότι  θ ςυνάρτθςθ   f (x) x , v 0,1
     είναι     παραγωγίςιμθ ςτο  και για 

κάκε x   ιςχφει  
1(x ) x 


  .                                   Μονάδες 7                                                                                                         

   Α2.    Να διατυπϊςετε το κεϊρθμα τθσ Μζςθσ Τιμισ του  Διαφορικοφ Λογιςμοφ .                     Μονάδες 4                                                   

   
A3.   Πότε δυο ςυναρτιςεισ  f και g  λζγονται ίςεσ ;                                         Μονάδες 4 
         
     A4. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ δίπλα ςτο 

γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ τθ λζξθ Σωςτό, αν θ πρόταςθ είναι ςωςτι, ι Λάκοσ, αν θ 

πρόταςθ είναι λανκαςμζνθ.  

 α)    Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςε ζνα ςθμείο 0x  του πεδίου οριςμοφ    τθσ τότε είναι και 

παραγωγίςιμθ ςτο 0x  . 

 β)     



x 0

x
lim 1

x


 

 γ)   Kάκε ςυνάρτθςθ που είναι 1-1 ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ είναι γνθςίωσ μονότονθ. 

 δ)     Για κάκε μιγαδικό z ιςχφει    z z z   . 

ε)  Οι γραφικζσ παραςτάςεισ C και Cϋ των ςυναρτιςεων f και f–1 είναι ςυμμετρικζσ ωσ προσ τθν ευκεία 

y=x που διχοτομεί τισ γωνίεσ xOy και xϋOyϋ.                                                                Μονάδες 10 

 
ΘΔΜΑ  5 

Α1.   Να αποδείξετε ότι: |z1· z2|=|z1|·|z2| όπου z1,  z2 C       (μονάδες10 )                                                                                                                                         

Α2.Να χαρακτθρίςετε τισ παρακάτω προτάςεισ, γράφοντασ ςτθν κόλλα ςασ τθν ζνδειξθ     ΣΩΣΤΟ ι ΛΑΘΟΣ  δίπλα 

ςτον αρικμό που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ   (μονάδες10 )                                                                                                                                         

    1.  Ιςχφει:  |z1+ z2|=|z1|+|z2| όπου z1,  z2  C                            
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    2.   '

2

1
( )x

x



  

    3.  
0

lim 1
x

x

x





  

    4 . Ιςχφει 
1

x
x

   

    5 . Αν f,g ςυναρτιςεισ  παραγωγίςιμεσ   ςτο xo τότε :  

         ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o o of g x f x g x f x g x      

Α3.  Πότε λζμε ότι  μία ςυνάρτθςθ  f με πεδίο οριςμοφ  Α είναι ςυνεχισ ςτο ox A        (μονάδες 5 )         

 

ΘΔΜΑ  6 

Α. Αν 21, zz  είναι μιγαδικοί αρικμοί τότε να αποδείξετε ότι :   1 2 1 2z z z z                                      Μονάδες  10 

Β. Πότε μία ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςε ζνα ςθμείο 0x  του πεδίου οριςμοφ τθσ ;                 Μονάδες 5  

Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ ςτθν κόλλα ςασ τθ   λζξθ Σωςτό ι Λάκοσ δίπλα 

ςτον αρικμό που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ. 

    1. Το μζτρο τθσ διαφοράσ δφο μιγαδικϊν είναι ίςο με τθν απόςταςθ των εικόνων    τουσ. 

    2. Αν ιςχφει  
0

lim 0
x x

f x


  τότε και θ   0f x   κοντά ςτο 0x . 

    3. Κάκε ςυνεχισ ςυνάρτθςθ είναι και παραγωγίςιμθ. 

    4. Αν μία ςυνάρτθςθ f  είναι κυρτι ςε ζνα διάςτθμα Δ, τότε θ εφαπτομζνθ τθσ    γραφικισ παράςταςθσ τθσ f

ςε κάκε ςθμείο του Δ  βρίςκεται ϋϋπάνω ϋϋ από τθ   γραφικι τθσ παράςταςθ, με εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ τουσ. 

    5. Ιςχφει :  
0

lim 1
x

x

x







                                           
Μονάδες  10 

 

ΘΔΜΑ  7 

 Α.  Ζςτω δφο ςυναρτιςεισ ,f g  οριςμζνεσ ςε ζνα διάςτθμα Δ. Αν: 

 Οι ,f g  ςυνεχείσ ςτο Δ και 

 ( ) ( )f x g x  για κάκε εςωτερικό ςθμείο του Δ, 

τότε υπάρχει ςτακερά c τζτοια, ϊςτε για κάκε x   να ιςχφει: ( ) ( )f x g x c         (Μονάδες 10) 

Β.  Πότε μία ευκεία x = x0 λζγεται κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ  μιασ ςυνάρτθςθσ 𝑓 ; 

                                                                                                     (Μονάδες 5) 

Γ.  Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν , γράφοντασ ςτθν κόλλα ςασ  τθ   λζξθ ΢ωστό ι Λάθος 

δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ. 
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α) Η διανυςματικι ακτίνα του ακροίςματοσ δφο μιγαδικϊν αρικμϊν είναι το άκροιςμα  των διανυςματικϊν 

ακτινϊν τουσ. 

β) Το μζτρο τθσ διαφοράσ δφο μιγαδικϊν εκφράηει, ςτο μιγαδικό επίπεδο  τθν απόςταςθ    των εικόνων τουσ. 

γ) Αν θ ςυνάρτθςθ 𝑓 είναι 1-1 τότε είναι και γνθςίωσ μονότονθ. 

δ) Ζνα τοπικό μζγιςτο είναι πάντα μεγαλφτερο από ζνα τοπικό ελάχιςτο. 

ε) Αν θ ςυνάρτθςθ 𝑓 είναι ςυνεχισ  ςτο διάςτθμα Δ τότε το ςφνολο τιμϊν τθσ  𝑓 ςτο Δ  κα είναι διάςτθμα. 

                                                                                                    (Μονάδες 10) 

 

ΘΔΜΑ  8 

Α1. Να αποδείξετε ότι για κάκε μιγαδικοφσ αρικμοφσ 
1 2 ,   z z ιςχφει 

1 2 1 2z z z z      Μονάδες 10 

Α2. Πότε μια ςυνάρτθςθ ονομάηεται 1 – 1 ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ Α ;                  Μονάδες 5  

Α3. Να χαρακτηρίςετε τισ  προτάςεισ που ακολουθοφν γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ τη λζξη 

Σωστό  ή Λάθος  δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη.  

α. Για κάκε μιγαδικό αρικμό z ιςχφε
2

z z z   

β. Αν μια ςυνάρτθςθ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο διάςτθμα Δ , τότε είναι και 1 – 1. 

γ. Αν θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο *α, β+ και υπάρχει 0x ( , )    ϊςτε f(x0) = 0 τότε ιςχφει πάντοτε 

f(α)·f(β) < 0. 

δ. Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι παραγωγίςιμθ ςε ζνα ςθμείο x0 του πεδίου οριςμοφ τθσ, τότε είναι ςυνεχισ ςτο 

ςθμείο αυτό. 

ε. Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςε ζνα διάςτθμα Δ και δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο εςωτερικό του Δ 

με fϋϋ(x) > 0 για κάκε εςωτερικό ςθμείο x του Δ τότε θ f είναι κοίλθ ςτο Δ. 

Μονάδες 5x2=10 

ΘΔΜΑ  9 

 
α) Να αποδείξετε ότι θ παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ  f(x)=c,  είναι  f ′(x)=0.      ( μονάδεσ 5)  

β) Να χαρακτθρίςετε ωσ ςωςτι(Σ) θ λάκοσ(Λ) κακεμιά από τισ παρακάτω προτάςεισ: 

   i)Αν μια ςυνάρτθςθ είναι γνθςίωσ μονότονθ,τότε είναι και <<1-1>>. 

   ii)Αν μια ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ, τότε είναι και παραγωγίςιμθ. 

   iii) lim(k ·f(x))=k· limf(x)                                                                                              
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         χ→χ0                      χ→χ0 

  iv) Δυο ςυναρτιςεισ f και g λζγοναι ίςεσ όταν ζχουν το ίδιο πεδίο οριςμοφ.      ( μονάδεσ 10) 

γ) Να διατυπϊςετε το Θεϊρθμα Rolle.         ( μονάδεσ  10) 

 

ΘΔΜΑ  10 

      A. Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f , θ οποία είναι οριςμζνθ  ςε  ζνα  κλειςτό  διάςτθμα  ,a   .Να 

         αποδείξετε ότι : αν θ  f  είναι ςυνεχισ  ςτο  ,a   και ( ) ( )f a f    ,τότε  για κάκε  αρικμό  θ     μεταξφ   

        των   ( )    ( )f a f   υπάρχει  ζνασ  τουλάχιςτον   0 ,x a  τζτοιοσ ϊςτε 0( )f x   .    (10 μονάδες) 

             Β. Τι  ονομάηεται  μζτρο  του  μιγαδικοφ z x yi   .                                                (5 μονάδες) 

 Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν με τθν  ζκφραςθ  «ςωςτό»  ι λάκοσ». 

       α. Αν  μια  ςυνάρτθςθ  f  δεν είναι  ςυνεχισ   ςε  ζνα ςθμείο 0x  , τότε  δεν  μπορεί  να είναι  παραγωγίςιμθ  

ςτο ςθμείο 0x . 

       β. Μία  ςυνάρτθςθ  f  με  πεδίο  οριςμοφ  Α  , λζμε  ότι  παρουςιάηει  (ολικό) ελάχιςτο ςτο 0x A    ,όταν  

ιςχφει  0( ) ( )f x f x  για  κάκε  x A . 

    γ. Ιςχφει  '   ,x x x    

    δ. Αν  θ  ςυνάρτθςθ  f  είναι  ςυνεχισ  ςτο 0x
  

και  θ  ςυνάρτθςθ  g   είναι  ςυνεχισ  ςτο  0x
  

,τότε  θ  ςφνκεςι 

τουσ  g f   είναι  ςυνεχισ  ςτο  0x . 

    ε. Αν  
0

( ) 0
x x
lim f x


  , τότε  ( ) 0f x   κοντά  ςτο  0x .                                  (10 μονάδες) 

                                                                                                                                                       

 

ΘΔΜΑ  11 

 
Α1. Να αποδείξετε ότι, αν μία ςυνάρτθςθ f είναι παραγωγίςιμθ  ς’ ζνα ςθμείο x0, τότε είναι και ςυνεχισ ςτο 

ςθμείο αυτό.         Μονάδες 10 

Α2.  Ζςτω Μ(x,y) θ εικόνα του μιγαδικοφ αρικμοφ z = x+yi ςτο μιγαδικό επίπεδο. Τι ορίηουμε ωσ μζτρο του z ;                            
Μονάδες 5    

 
 A3. Να χαρακτηρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουθοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ δίπλα ςτο γράμμα που 

αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη τη λζξη Σωστό, αν η πρόταςη είναι ςωςτή, ή Λάθος, αν η πρόταςη είναι 
λανθαςμζνη.  

 
 α)    Μια ςυνάρτθςθ f: A→ ℝ  λζγεται ςυνάρτθςθ 1-1, όταν για   οποιαδιποτε x1, x2 ∈ A     ιςχφει θ ςυνεπαγωγι:  
αν  x

1
≠ x

2 
,   τότε   f(x

1
) ≠  f(x

2
) 
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 β)     
x 0

x
lim 0

x




  

 γ)      Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςε ζνα διάςτθμα Δ και δεν μθδενίηεται ς’ αυτό, τότε αυτι ι είναι κετικι για 
κάκε x∈Δ ι είναι αρνθτικι για κάκε x∈Δ, δθλαδι διατθρεί πρόςθμο ςτο διάςτθμα  Δ. 

 

 δ)     Για κάκε μιγαδικό z ιςχφει z z z    

 ε)       Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f(x)=εφx. Η ςυνάρτθςθ f είναι    παραγωγίςιμθ ςτο R1=R-,x| ςυνx=0- και ιςχφει  

2

1
f (x)

x
   

                                                                                   Μονάδες 10                                                                             

 

ΘΔΜΑ  12 

1. Να αποδείξετε ότι για κάκε μιγαδικοφσ αρικμοφσ z1, z2 ιςχφει 
1 2 1 2z z z z   .      Μονάδες 10 

2. Πότε μια ςυνάρτθςθ λζγεται κυρτι ςε ζνα διάςτθμα Δ;                    Μονάδες 5  

3. Να χαρακτηρίςετε τισ  προτάςεισ  που ακολουθοφν γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ τη λζξη 

Σωστό  ή Λάθος  δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη.  

α. Για κάκε μιγαδικό αρικμό z, ιςχφει 
2 2z z . 

β. Αν θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα *α, β+ και υπάρχει x0 ϵ(α, β) ϊςτε f(x0)= 0 τότε ςίγουρα 

f(α)·f(β)< 0. 

γ. Η ςυνάρτθςθ f κα είναι 1-1 ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ Α αν για κάκε x1, x2 ϵ Α με f(x1) = f(x2) να ςυνεπάγεται 

x1 = x2. 

δ. Για κάκε ςυνάρτθςθ f που είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε διάςτθμα Δ του πεδίου οριςμοφ τθσ ιςχφει fϋ(x) > 0 

για κάκε x ϵ Δ. 

ε. Αν θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα *α, β+, παραγωγίςιμθ ςτο (α, β) και f(α) = f(β), τότε υπάρχει 

τουλάχιςτον ζνα ξ ϵ(α, β), τζτοιο ϊςτε fϋ(ξ) = 0.           Μονάδες 5x2=10 

 

 

 

 
ΘΔΜΑ  13 

Α1.Αν 
1 2,z z  είναι μιγαδικοί  αρικμοί να αποδειχκεί ότι 1 2 1 2z z z z    

Μονάδες 10  
 
Α2. Να χαρακτηρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουθοφν, γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ την λζξη Σωστό ή Λάθος 

δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάθε πρόταςη. 

i. Κάκε ςυνάρτθςθ που είναι ''1 1''   ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ είναι γνθςίωσ μονότονθ. 
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ii. Η ευκεία y l  λζγεται οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f   ςτο   όταν 

 lim
x

f x l


 . 

iii. Ιςχφει ότι 
0

lim 0
x

x

x




 . 

iv. Για κάκε μιγαδικό αρικμό 0z   ορίηουμε 
0 1z  . 

v. Για x   ιςχφει  
1

ln 'x
x

 .Μονάδες 10 

Α3.Πότε μια ςυνάρτθςθ f  λζγεται ςυνεχισ ςτο 
0x  του πεδίου οριςμοφ τθσ.          Μονάδες 5 

 

 

ΘΔΜΑ  14 

Α) Πόηε κηα ζπλάξηεζε f:A  IR ιέγεηαη “1-1;                            (κνλάδεο 4) 

Β) Να δηαηππώζεηε ην Θεώξεκα ηνπ Bolzano                                      (κνλάδεο 11) 

Γ) Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάηω πξνηάζεηο γξάθνληαο ηε ιέμε Σωστό ή Λάθος δίπια ζην γξάκκα πνπ 

αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

α)Σην ζύλνιν ηωλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ ππάξρεη έλα ζηνηρείν i ηέηνην ώζηε  i
2 = 

1.  

 β)Γηα ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z1,z2 ηζρύεη νηη   𝒛𝟏𝒛𝟐  = 𝒛𝟏   𝒛𝟐   

γ) (ζπλρ)΄ = εκρ 

 δ (f(x)g(x))΄=f΄(x)g΄(x) 

ε) Γηα θάζε zЄC ηζρύεη  𝒛𝟐 =𝒛𝒛                                                       (κνλάδεο 10) 

 
 

ΘΔΜΑ  15 
 

Α. Να αποδείξετε ότι, αν μια ςυνάρτθςθ είναι παραγωγίςιμθ ςε ζνα ςθμείο x0 που ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ, 

τότε είναι και ςυνεχισ ςτο ςθμείο αυτό.       (μονάδες  13) 

Β. Να χαρακτθρίςετε τισ παρακάτω προτάςεισ ωσ Σωςτζσ ι Λανκαςμζνεσ, γράφοντασ ςτο γραπτό ςασ  

    τθ λζξθ  Σωστό ή Λάθος δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ:   (μονάδες  12) 

    α) Μια ςυνάρτθςθ f: Α → IR είναι ςυνάρτθςθ 1 – 1, αν και μόνο αν για οποιαδιποτε  x1 , x2 є A ιςχφει: 

          Αν x1 ≠ x2,  τότε f(x1) ≠ f(x2) . 

    β) Για τισ παραγωγίςιμεσ  ςυναρτιςεισ f  και  g  ιςχφει: (f(x)+g(x))ϋ= fϋ(x)+gϋ(x) . 

    γ)  Οι γραφικζσ παραςτάςεισ C  και  Cϋ των ςυναρτιςεων  f και  f-1 αντίςτοιχα, είναι ςυμμετρικζσ ωσ προσ τθν  

          ευκεία  ψ=x που διχοτομεί τισ γωνίεσ xÔψ και xϋÔψϋ. 

    δ)  Αν z1 , z2 είναι μιγαδικοί αρικμοί τότε ιςχφει πάντα: ||z1| –  |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤  |z1| +||z2|  . 
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ΘΔΜΑ  16 

 

Α1. Να διατυπϊςετε το Θεϊρθμα του  Bolzano. 

Α2. Αν οι ςυναρτιςεισ f, g είναι παραγωγίςιμεσ ςτο x0, τότε θ ςυνάρτθςθ f + g είναι παραγωγίςιμθ ςτο x0 και 

ιςχφει (f +g)ϋ(x0) = fϋ(x0) + gϋ(x0).   

Α3. Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην θύιιν ηωλ απαληήζεώλ ζαο  ηε 

ιέμε Σωστό ή Λάθος  δίπια ζηνλ αξηζκό πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε: 

1. Αν μία ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο 
0
x  και g  ςυνεχισ ςτο  

0
x , τότε θ ςυνάρτθςθ gof  είναι 

ςυνεχισ ςτο 
0
x . 

2. Μία ςυνάρτθςθ f : A  IR ονομάηεται 1 – 1 , όταν για οποιαδιποτε 
1 2
,x x A  ιςχφει θ ςυνεπαγωγι: 

Αν 
1 2
x x    τότε  

1 2
( )f x f x . 

3. Ιζρύεη όηη z w z w z w      γηα θάζε z, w C. 

4. Ζςτω μία ςυνάρτθςθ f  ςυνεχισ ςε διάςτθμα Δ και παραγωγίςιμθ ςτο εςωτερικό του Δ. Θα λζμε ότι θ 

f  ςτρζφει τα κοίλα προσ τα άνω ι είναι κυρτι ςτο Δ, αν θ 'f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο εςωτερικό 

του Δ. 

5. Ιςχφει ότι  
 x x .                     Μονάδες:  6 + 9 + 10 = 25 
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Α ΢ Κ Η ΢ Ε Ι ΢ 

ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ 

ΘΕΜΑ  1Ο  

Ζςτω οι μιγαδικοί αρικμοί      z = λ
2

- 2 + (3-2λ)i,  λ∈  ℝ      και w = k+4i, k > 0.  

 Για τουσ z και w ιςχφουν : Re(z) + Im(z) = 0 και w= 5.  

B1. Να αποδείξετε ότι z=-1+I .                                           Μονάδες 8  

B2. Να αποδείξετε ότι    k=3                                             Μονάδες 8  

B3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μ ∈  ℝ, για το οποίο ιςχφει   z z 3i w            Μονάδες 9 

 

ΘΕΜΑ  2Ο 

Ζςτω οι μιγαδικοί αρικμοί 
3 4 i

w    θαη   z x y i   κε  x,y R
2 i

 
    


. 

1.  Να αποδειχκεί ότι Re(w) = 2 και Im(w) = 1.                          Μονάδες 8  

2.  Ποιοσ ο μιγαδικόσ αρικμόσ z, αν ιςχφει 2z – iw = 5 – i7 ;                    Μονάδες 8  

3. Ποιοσ ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων των μιγαδικϊν u, αν δίνεται ότι ιςχφει u w 1 

;Μονάδες 9  

 

ΘΕΜΑ  3Ο 

i )Να λφςετε τθν εξίςωςθ 
2 4 5 0z z   .     Μονάδες 10 

 

i i )Αν 
1 2,z z  οι λφςεισ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ  με 

1 2z i   θ μια από αυτζσ,  να βρείτε 

το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικϊν αρικμϊν w  για τουσ οποίουσ ιςχφει: 

1 2w z w z           Μονάδες 15  

 

ΘΕΜΑ  4Ο 

    ∆ίνονται  οι  μιγαδικοί  αρικμοί  z=α+βi, όπου α, βIR   και w = 3z - iz + 4   

    α) Να αποδείξετε ότι : Re(w)=3α–β+4  και Ιm(w)=3β–α.     (μονάδες 13) 

    β) Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνεσ του w ςτο μιγαδικό επίπεδο κινοφνται ςτθν ευκεία με εξίςωςθ  
y=x–12,    τότε οι εικόνεσ του z κινοφνται ςτθν ευκεία με εξίςωςθ y=x–2.     (μονάδες 12) 
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ΘΕΜΑ  5Ο    

  Ζςτω  z  C , ϊςτε  να  ιςχφει : 4
22
 iziz . 

  α. Να  δείξετε  ότι οι  εικόνεσ  των  μιγαδικϊν  z  βρίςκονται  πάνω  ςτον  μοναδιαίο  κφκλο.             (9 μόρια) 

  β. Ζςτω  w = 2z + 3 + 4i.Aν ιςχφει 1z   ,τότε : 

        i)  Να  βρείτε που κινοφνται  οι  εικόνεσ  των  μιγαδικϊν w.                          (8 μόρια) 

        ii) Να  βρεκεί  το  μζγιςτο  και  το  ελάχιςτο  μζτρο  του  w.                          (8 μόρια) 

 

 

ΘΕΜΑ  6Ο 

Δίνονται οι μιγαδικοί z, w για τουσ οποίουσ ιςχφει z 1 z i    και w 2 1  . 

Α. Να βρείτε το γ.τ. των εικόνων των z, w.   (Μονάδες 10) 

Β. Να βρείτε τθν ελάχιςτθ τιμι του z w .   (Μονάδες 12) 

Γ. Υπάρχει μζγιςτθ τιμι για το z w ; Να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ.           (Μονάδες 03) 

 

ΘΕΜΑ  7Ο 

 

Β1.  Αλ  z1 , z2   κηγαδηθνί αξηζκνί κε    z1  =   – 3 + 4i ,  z2  =   1 – 2i   λα βξείηε ηα   | z1| , |z2 |                              

Μονάδες  8 

 

Β2.  Να βξείηε ηνπο ζπδπγείο ηωλ   z1 , z2                                                   Μονάδες  8 

 

Β3.  Να βξείηε πνπ αλήθνπλ νη κηγαδηθνί  z  γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη:  |z1 – z| = 3   θαη   |z – z2| = |z – i|        

Μονάδες  9 
 
 

ΘΕΜΑ  8Ο 

Α. Να λφςετε ςτο ςφνολο των μιγαδικϊν αρικμϊν τθν εξίςωςθ 2 2 2 0z z     (μονάδες  8) 

Β. Αν 
1 2,z z  οι λφςεισ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ να  αποδείξετε ότι: 2 2

1 2 0z z 
 
 (μονάδες  8) 

Γ. Αν 1z  μια λφςθ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ του ερωτιματοσ α  με 1 1z i   να  βρείτε το γεωμετρικό τόπο των 

εικόνων των μιγαδικϊν αρικμϊν w  για τουσ οποίουσ ιςχφει: 1 2w z 
  

(μονάδες  9) 
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ΘΕΜΑ  9Ο 

 Γίλνληαη νη κηγαδηθνί  
1 2z 2 i , z 2 i .                

B1. Να βξείηε ηνπο κηγαδηθνύο  
1 2 1 2z z z z    .   Μονάδες 6                         

 

B2. Να βξείηε ην κέηξν ηνπ κηγαδηθνύ  
1 2w 2z z           Μονάδες 5                                   

 

B3. Αλ ε εμίζωζε 
2z z 0      όπνπ ,     έρεη ξίδα ηνλ κηγαδηθό 

1z   

        λα  βξείηε ηηο ηηκέο ηωλ  ,                                      Μονάδες 7               

 

Β4. Να βξείηε πνπ αλήθνπλ νη εηθόλεο ηωλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z  γηαηνπο  νπνίνπο ηζρύεη  

1 2z z z z                                  Μονάδες 7                                                 

 

ΘΕΜΑ  10Ο 

Δίνεται  θ εξίςωςθ             2 2 10 0 ,z z z C      

B1. Να λφςετε ςτο ςφνολο C των μιγαδικϊν τθν παραπάνω εξίςωςθ           (μονάδες 8 )                                                               

B2. Αν  1 2,z z  είναι οι ρίηεσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ  να υπολογίςετε τθν τιμι τθσ παράςταςθσ 

   Α=
2 2 2013

1 2 1 2 1 22z z z z z z i                  (μονάδες 9 )                                                               

Β3. Αν 1 1 3z i     να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των μιγαδικϊν αρικμϊν για τουσ οποίουσ ιςχφει :    

1 7z z                                                                   (μονάδες 8 )      

 

ΘΕΜΑ   11Ο 

Α. Αν 1z  ,  

    i) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του z .         Μονάδες 5 

    ii) Να αποδείξετε ότ
1

z
z

 ι.                            Μονάδες 5 

B. Αν για τουσ μιγαδικοφσ 1 2 3, ,z z z  ιςχφει  1 2 3 1z z z   να αποδείξετε ότι : 

    1 2 3

1 2 3

1 1 1
z z z

z z z
    

                       

Μονάδες 15 

 

ΘΕΜΑ  12Ο 

Δίνονται οι μιγαδικοί w και z με 
2z

z
z iz




 και  z ≠ iz. 
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α) Αν  z = 1 + i  να δείξετε ότι ο w είναι φανταςτικόσ.                                (Μονάδες 8) 

β) Αν  z = i2013   να υπολογίςετε το μζτρο του μιγαδικοφ w.                                 (Μονάδες 8) 

γ) Αν w=i  να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικοφ z.            (Μονάδες 9) 

 

ΘΕΜΑ  13Ο 

Δίνονται οι μιγαδικοί αρικμοί 3 4z i    και 1w i  .  

Β1 .  Να υπολογιςτεί το μζτρο του z και ο ςυηυγισ του w4 .  

Β2. Να βρείτε το πραγματικό μζροσ του μιγαδικοφ z·w, δθλαδι το Re( )z w .  

Β3. Ποια θ απόςταςθ των εικόνων των μιγαδικϊν z, w.               Μονάδες 10 + 8 +  7 = 25 

     

ΘΕΜΑ  14Ο 

Δίνεται ο μιγαδικόσ αρικμόσ  
1

1 3

2

i
z


  είναι ρίηα τθσ εξίςωςθσ     

2 0,z z   όπου β και γ πραγματικοί 

αρικμοί. 

Β1. Να αποδείξετε ότι  β = -1 και γ = 1. 

Β2. Να αποδείξετε ότι  3

1 1z    

Β3. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικοφ αρικμοφ w,  για τον οποίο ιςχφει: 

 1 1w z z 
                     

Μονάδες:  9 + 8 + 8 =25 

 

     

ΘΕΜΑ  15Ο 

      Α. Ζςτω  ο  μιγαδικόσ  z , για τον οποίο ιςχφει 1z . Να  αποδείξετε  ότι  αν  ο  μιγαδικόσ  

   
1

1

z
w

z





   είναι  φανταςτικόσ  ,τότε  ιςχφει 1z  .                                        (10 μονάδες) 

     Β. Να  δείξετε ότι 
1

z
z

                                                                                              (5 μονάδες) 

     Γ. Αν  
1 2
 ,z z  είναι  μιγαδικοί  που  οι  εικόνεσ  τουσ  ανικουν  ςτον  κφκλο  με  κζντρο  Ο(0,0)  και  ακτίνα  ρ=1 , 

τότε  ο  μιγαδικόσ 1 2

1 21

z z
u

z z




 
   είναι  πραγματικόσ.                                                              (10 μονάδες) 
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ΑΝΑΛΤ΢Η 

ΘΕΜΑ  1Ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f: R R  για τθν οποία ιςχφει 

                         
4 42 x f(x) 2 x        για κάκε x ∈  ℝ . 

Να αποδείξετε ότι: 

Γ1.   f(0) = 2                                                                             Μονάδες 6 

Γ2.   H ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο ςθμείο x0 = 0 .           Μονάδες 3                                         

Γ3.  Η ςυνάρτθςθ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο ςθμείο  x0 = 0 .         Μονάδες 10 
 

 

ΘΕΜΑ  2Ο  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ              3 2f x x x 3x 1, x       

Δ1.    Αν θ ςυνάρτθςθ f παρουςιάηει τοπικό ακρότατο ςτο  x0 = 1 , να βρείτε τθν τιμι του λ.                                                

Μονάδες 4    

Για λ=0 

Δ2.   Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν μονοτονία και τα  ακρότατα.                      Μονάδες 8                                                  

Δ3.   Να βρείτε τισ εξιςϊςεισ των εφαπτομζνων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f που είναι παράλλθλεσ 

προσ τθν ευκεία  y=9x.                                                                                           Μονάδες 8                                                                       

Δ4.    Nα αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ f(x) x 0   ζχει μία τουλάχιςτον λφςθ ςτο ανοικτό διάςτθμα (0,1).                               
Μονάδες 5 

 
 

 

ΘΕΜΑ  3Ο 

      Ζςτω θ ςυνάρτθςθ 
3 21 1

f (x) x 2x 3x
3 3

    . 

1.  Να μελετθκεί ωσ προσ τθν μονοτονία και τα ακρότατα.             Μονάδες 8  

2.  Να βρεκεί θ εξ ίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ ςτο ςθμείο  

 Μ(0, f(0)).                                                                 Μονάδες 8  

3.  Να μελετθκεί ωσ προσ τθν κυρτότθτα και τα ςθμεία καμπισ.      Μονάδες 9  
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ΘΕΜΑ  4Ο 

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f (x) x ln x 2x 3   κε   x 1     . 

1.  Να αποδειχκεί ότι θ εξίςωςθ f (x) 0 , ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο διάςτθμα (1, e).      Μονάδες 6  

2.  Να βρεκεί το ςφνολο τιμϊν τθσ f για x ≥ 1.                                                                                     Μονάδες 6  

3.  Να αποδειχκεί ότι υπάρχει ζνα τουλάχιςτον ξ ϵ(1, e) τζτοιο ϊςτε (e 1) f '( ) 2 3e     .Μονάδες 6  

4. Να αποδειχκεί ότι θ εξίςωςθ f (x) 2012 , ζχει μοναδικι ρίηα ςτο διάςτθμα *1, + ∞).       Μονάδες           

 

ΘΕΜΑ  5Ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   3 22 2f x x x x    .  

i )Να δείξετε ότι για κάκε 1   θ εξίςωςθ 
3 22 2x x x    ζχει μια τουλάχιςτον ρίηα 

ςτο διάςτθμα  1,1                                             Μονάδες 13 

i i )Αν 1   να υπολογίςετε το όριο
 

2
lim

2x

f x

x 
      Μονάδες 12 

 

ΘΕΜΑ  6Ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   22f x x x   .  

i )Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ.                      Μονάδες 8  

i i)Να δείξετε ότι  
 2

2

2 1
'

2

x
f x

x





.            Μονάδες 9  

i i i)Να βρείτε τθ μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα τθσ f .      Μονάδες 8  

 
 
ΘΕΜΑ  7Ο  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f(x)=2x3-2x2-2x+3. 

α)Να μελετιςετε τθν f(x) ωσ προσ τθν κυρτότθτα και να βρείτε τα ςθμεία καμπισ αν υπάρχουν.                                                                                                        

(μονάδεσ 10) 

β)Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται απο τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ f(x) τισ ευκείεσ x=0,x=1 και του άξονα των x .                   (μονάδεσ 15) 
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ΘΕΜΑ  8Ο 

           Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f(x) = x5+x3+x +2 . x                                                                                                                      

α) Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι θ f ζχει  αντίςτροφθ  

ςυνάρτθςθ.                  (μονάδες 12)  

β) Να αποδείξετε ότι  f(ex)≥f(1+x)  για κάκε xIR   .                                             (μονάδες 13) 

 

ΘΕΜΑ  9Ο 

    Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  2f(x) = x +1 - x.  

   α) Να αποδείξετε ότι:   
   x +

lim f(x) = 0 .          (μονάδες  13) 

   β) Να αποδείξετε ότι:  2fϋ(x) x +1 + f(x) = 0 .          (μονάδες  12) 

 

 

 

ΘΕΜΑ  10Ο 

Δίνεται  θ  ςυνάρτθςθ ( ) xf x e x  . 

Α. Να  μελετθκεί  ωσ  προσ  τθν  μονοτονία και  τα  ακρότατα.                          (13 μόρια) 

Β. Να  αποδείξετε  ότι  είναι  κυρτι.                                                      (5 μόρια) 

Γ. Να  βρεκεί  θ  εξίςωςθ  τθσ  εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f , ςτο ςθμείο Α(0,1). 

                                                                                           (7 μόρια) 

 

ΘΕΜΑ  11Ο 

Δίνεται  ςυνάρτθςθ  f  , θ οποία  είναι  παραγωγίςιμθ  ςτο    , για  τθν  οποία  ιςχφει : 
3

( ) 2
lim 1

3x

f x x

x





. 

Α. Να  βρείτε το   3f .                                                                                                 (7 μόρια) 

Β. Αν  ιςχφει  5 6f   , να  αποδείξετε  ότι  θ  ευκεία  2y x   τζμνει  τθν γραφικι παράςταςθ 

     τθσ  f  ςε  ζνα  τουλάχιςτον ςθμείο  0 3,5x  .                                                            (9 μόρια) 

Γ. Αν  θ  f   είναι  κυρτι  ςτο  ,  να  δείξετε  ότι :     
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             1 ' 1f x f x f x f x f x      .                                                                       (9 μόρια) 

 

ΘΕΜΑ  12Ο  

Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ f :    για τθν οποία ιςχφει θ ςχζςθ  
 f x

f x e 5 4x   , για κάκε x  

και  f 1 0 . Να αποδείξετε ότι: 

Α. Η ςυνάρτθςθ f αντιςτρζφεται,            (Μονάδες 13) 

Β.Η εξίςωςθ     
3f f x f 5 10x 0    ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο 0,1 .               (Μονάδες 12) 

 

ΘΕΜΑ  13Ο  

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ   α
f x ln x α

x
    με x 0 . Αν  f x 0  για κάκε x 0 , τότε: 

Α. Να αποδείξετε οτι α 1 .              (Μονάδες 08) 

Β. Να μελετιςετε τθν  f x  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα.       (Μονάδες 08) 

Γ. Να λφςετε τθν ανίςωςθ:  

   2 2

2 2

1 1
ln 2x 2 ln x 3

x 3 2x 2
    

 
.                                       (Μονάδες 09) 

 

ΘΕΜΑ  14Ο  

 

Γ1.  Να κειεηήζεηε  ηελ   𝑓(x)  = 2x
3
 – 3x

2
 – 12x + 2013   ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα.                

 Μονάδες  9 

 

Γ2.  Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  𝑓  ζην ζεκείν (1, 𝑓 (1))            

 Μονάδες  9 

 

Γ3.  Να κειεηήζεηε  ηελ  𝑓  ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο                                                         

Μονάδες  7 

 

 

 

ΘΕΜΑ  15Ο  

Αλ  :f     δύν  θνξέο  παξαγωγίζηκε  κε  ( ) 0f x    γηα  θάζε  x ,  ηόηε: 

 

Γ1.  Να  δείμεηε  όηη  ε  εμίζωζε  ( ) 0f x    έρεη  ην  πνιύ  δύν  ξίδεο            Μονάδες  8 



17 
 
 

Γ2.  Να  δείμεηε  όηη  ε f     είλαη  «1 – 1»                                                          Μονάδες  8 

 

Γ3.  Αλ 2 (1) (2)f f    λα δείμεηε όηη  ε  ( ) ( )f x xf x   έρεη  αθξηβώο  κηα  ξίδα  ζην  (1, 2)                         

Μονάδες  9 
 
 

ΘΕΜΑ  16Ο  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
3 2( ) 5 1f x x kx x      

Α. Αλ ε ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην  x0 = 1 , λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ k    (μονάδες  

13) 

Β. Για  1k   να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν μονοτονία και τα  ακρότατα.                      (μονάδες  12) 

 

ΘΕΜΑ  17Ο  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ    ln 1f x x x    ,  0x   

 Α. Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθν μονοτονία και τα  ακρότατα      (μονάδες  7) 

 Β.  Να λυκεί θ εξίςωςθ    0f x              (μονάδες  9) 

 Γ.   Να λυκεί θ ανίςωςθ    0f x             (μονάδες  9) 

 

ΘΕΜΑ  18Ο  

Δίνεται  θ ςυνάρτθςθ 
3 2

1
, 1

( ) 3 2

5 1 , 1

x
x

f x x

x x x



 

 


  


  

 

Γ1. Να βρείτε τθν τιμι του λ R ϊςτε θ ςυνάρτθςθ να είναι ςυνεχισ          (μοvάδες 9)                                 

Γ2  Για λ=-2 να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ
fC  ςτο ςθμείο 

1

2
ox          (μοvάδες 9)                                 

Γ3. Για λ=-2 να βρείτε το   lim ( )
x

f x


           ( μοvάδες 7)                                 

 

ΘΕΜΑ  19Ο  

Δίνεται θ  ςυνάρτθςθ   ( ) 1 lnf x x x    

Δ1. Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα      (μοvάδες 9) 

Δ2. Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ f          (μοvάδες 8) 
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Δ3. Να βρείτε το πλικοσ των ριηϊν τθσ εξίςωςθσ        (μοvάδες 8) 

 

 

ΘΕΜΑ  20Ο  

Θεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ  𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥 − 
𝜋

2
  και  𝑔 𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝑥,  𝑥 ∈  0,𝜋 . 

 

Α. Να μελετιςετε τισ 𝑓 και 𝑔 ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα.     (20 μονάδεσ) 

 

Β. Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν των ςυναρτιςεων  𝑓 και 𝑔                        (5 μονάδεσ)  

 

 

ΘΕΜΑ  21Ο  

Ζςτω  𝑓 𝑥 = −𝑥3 + 3𝑥2 − 2008 + 𝜆. 

 

Α. Να βρείτε τισ τιμζσ του 𝜆 ∈ ℝ, ϊςτε να εφαρμόηεται το κεϊρθμα του Bolzano για τθν 𝑓 ςτο [−1,1].                                                                                                   

  (7 μονάδεσ)                                                                                

Β. Να βρείτε τισ τιμζσ του 𝜆 ∈ ℝ, αν υπάρχουν, ϊςτε να εφαρμόηεται το κεϊρθμα του Rolle για τθν 𝑓 ςτο 

[−1,1].                 5 μονάδεσ)                                                              

Γ. Για τισ τιμζσ του 𝜆, που βρικατε ςτο Α., να βρείτε το πλικοσ των ριηϊν τθσ εξίςωςθσ 𝑓 𝑥 = 0.                                                                                         

 (13 μονάδεσ) 

                                                

 

ΘΕΜΑ  22Ο  

Ζςτω  𝑓 𝑥 =  

   
𝜂𝜇𝑥

𝑥
,    𝑥 ≠ 0

𝛼,   𝑥 = 0

  . 

 

Α. Να βρείτε τθν τιμι του α, ϊςτε θ 𝑓 να είναι ςυνεχισ.                              

  (5 μονάδεσ) 

Β. Γι’ αυτιν τθν τιμι του α, να εξετάςετε αν είναι παραγωγίςιμθ και αν ζχει ςυνεχι πρϊτθ παράγωγο.                                                                                                

 (10 μονάδεσ) 

Γ. Να εξετάςετε αν υπάρχει θ δεφτερθ παράγωγοσ τθσ 𝑓 και αν είναι ςυνεχισ. 

(10 μονάδεσ) 

 

ΘΕΜΑ  23Ο  

Α. Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ  
3 3 1f x x x    είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο   διάςτθμα 1,1 . 

Μονάδες 8 

Β. Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ f  ςτο διάςτθμα 1,1 .Μονάδες 9 



19 
 
Γ. Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ 3 3 1 0x x    ζχει ακριβϊσ μία λφςθ ςτο διάςτθμα     1,1   .Μονάδες 8 

 

ΘΕΜΑ  24Ο  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  
ln x

f x
x

 . 

Α. Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ f .                                                                                                      Μονάδες 5 

Β. Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα.                   Μονάδες 10 

Γ. Να αποδείξετε ότι   
1 1


 


    για κάκε e  .                         Μονάδες 10 

 

ΘΕΜΑ  25Ο  

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ 𝑓 ,𝑔 με 𝑓 𝑥 =  𝑥 + 3 − 2 και 𝑔 𝑥 = 2 ln 𝑥 − 𝑥2 + 1. 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ 𝑓 είναι 1-1 και να βρείτε τθν αντίςτροφι τθσ 𝑓−1 . (Μονάδες 8) 

β) Να μελετιςετε τθν ςυνάρτθςθ 𝑔 ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα και να   αποδείξετε ότι:  𝑔 𝑥 ≤ 0 

για κάκε 𝑥 > 0.                                                                                                  (Μονάδες 9)                         

γ) Να υπολογίςετε τα όρια:  𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

 
𝑓 𝑥 

𝑥2−1
  και 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 
𝑔 𝑥 +𝑥2

𝑥2+𝑥
 .                  (Μονάδες 8) 

 

 

ΘΕΜΑ  26Ο  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f , δυο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο 𝑅, για τθν οποία ιςχφουν: 

           𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

 
𝑓 𝑥 −𝑥3

𝑥−1
= −4     και  ( ) 0f x    για κάκε 𝑥 ∈ 𝑅.           Αν (3) 1f  , τότε: 

α) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ fC  ςτο ςθμείο τθσ  1, (1)A f .     (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικόσ αρικμόσ 
0x  ςτο διάςτθμα 1,3 ,ςτον οποίο θ f     παρουςιάηει 

ελάχιςτο.                                                                                                  (Μονάδες 9) 

γ) Να δείξετε ότι θ εξίςωςθ    
5 4 2 2 (1)f x x x f x f       ζχει μοναδικι ρίηα ςτο  διάςτθμα  0,1  .                                                                                    

(Μονάδες 8) 
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ΘΕΜΑ 27Ο  

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ
3 2( ) 2 7 4f x x x x    .  

Γ1. Να υπολογιςτεί το όριο
1

( )
lim

1x

f x

x 
. 

Γ2. Να βρείτε τθν '( )f x  και να μελετιςετε τθν ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθν μονοτονία. 

Γ3. Να βρείτε τθν ''( )f x  και να μελετιςετε τθν ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθν κυρτότθτα. 

Γ4.  Να βρείτε τθν εξίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ f  ςτο ςθμείο (0, (0))M f . 

Μονάδες 6 + 6 + 8 + 5  = 25  

ΘΕΜΑ  28Ο  

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  με πεδίο οριςμοφ το Α = *1,  3+ θ οποία είναι  παραγωγίςιμθ και γνθςίωσ 

αφξουςα ςτο Α με (1) 7 , (3) 11f f  .  

Δ1. Να αποδειχκεί ότι υπάρχει (1,3)a  ζτςι ϊςτε ( ) 8f a  . 

Δ2. Να αποδειχκεί ότι υπάρχει (1,3)    ζτςι ϊςτε '( ) 2f   . 

Δ3. Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ f .              Μονάδες 8 + 8 + 9 = 25  

 

ΘΕΜΑ  29Ο  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
1

 

( ) xf x x e


    ,  (0, )x  . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι   f  είναι γνθςίωσ αφξουςα. 

Γ2. Να εξετάςετε αν θ  f  είναι κυρτι ι κοίλθ. 

Γ3. Να εξετάςετε αν θ γραφικι παράςταςθ τθσ f ζχει αςφμπτωτεσ. 

Γ4. Να βρείτε τθν εφαπτόμενθ ευκεία τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ  f ςτο ςθμείο Α(1 , f(1)) 

Μνλάδεο:  6 + 6 + 8 + 5 =25 

 

ΘΕΜΑ  30Ο  

Ζςτω θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ f : (0, +)IR για τθν οποία ιςχφει:     1

1 ( )
( ) 2 1 ,  0

x f t
f x x dt x

x t
. 
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Δ1. Να δείξετε ότι  θ f  είναι παραγωγίςιμθ  ςτο (0, )  και ότι θ


 
ln 1

( )
x

f x x
x

. 

Δ2. Να βρείτε τισ ρίηεσ και το πρόςθμο τθσ f. 

 

Δ3. Να αποδείξετε ότι το εμβαδό Ε του χωρίου που περικλείεται από τθν  γραφικι παράςταςθ τθσ f και τισ 

ευκείεσ 1x  και x  με  0 1  είναι
  




  

2 21 ln 2ln
( )

2 2 2
E . 

Δ4. Να υπολογίςετε το



0

lim ( )E . 

 

ΘΕΜΑ  31Ο  

      Αν  θ  ςυνάρτθςθ f  είναι  παραγωγίςιμθ  ςτο    και  ιςχφουν lim ( )
x

f x


    ,       

        lim ( )
x

f x


  , '(0) 1f  και  ( )( ) 2 1f xf x e x   . 

      Α. Να  δείξετε  ότι 
( )

2
'( )

1 f x
f x

e



  .                                                               (6 μονάδες) 

           Β. Να  δείξετε  ότι  θ  ςυνάρτθςθ f  είναι  γνθςίωσ  αφξουςα  ςτο   και  να  βρείτε  το  

          ςφνολο  τιμϊν  τθσ  ςυνάρτθςθσ  f                                                              (6 μονάδες) 

     Γ. Να  δείξετε  ότι  θ  εξίςωςθ  ( ) 0f x   ζχει  μοναδικι  ρίηα  το 0 0x   .    (6 μονάδες) 

      Δ. Να  βρείτε  τθν  πλάγια  αςφμπτωτθ  τθσ  γραφικισ  παράςταςθσ  τθσ   ςυνάρτθςθσ  f  

         ςτο   .                                                                                                                (7 μονάδες) 

ΘΕΜΑ  32Ο  

     Αν  θ  ςυνάρτθςθ f  είναι  2  φορζσ παραγωγίςιμθ  ςτο   0,2    και  για  κάκε x   

      ιςχφουν : 
2 (0) (1)

( )
3

f f
f x


   και ''( ) 1f x    , να  αποδείξετε  ότι : 

      Α. (0) (1)f f                                                                                                             (7 μονάδες) 

     Β. '(1) 0f                                                                                                                   (6 μονάδες) 

      Γ. Η  ςυνάρτθςθ f   ζχει  ςτο Δ  τουλάχιςτον μία  πικανι  κζςθ  ςθμείου καμπισ            (6 μονάδες) 

      Δ. '(2) 1f                                                                                                                 (6 μονάδες) 

 

 


