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ΘΔΜΑΣΗΚΖ ΔΝΟΣΖΣΑ 2 

Γηδαθηηθέο πξνηάζεηο δηδαζθαιίαο Μαζεκαηηθώλ ηεο Β/ζκηαο Δθπαίδεπζεο 

 

ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

ηελ εξγαζία απηή πξνζπαζήζακε λα επηιέμνπκε δξαζηεξηόηεηεο 

κέζα από θείκελα Αξραίσλ Διιήλσλ Γεσκεηξώλ πνπ αθνξνύλ θπξίσο ηελ 

έλλνηα ηνπ εκβαδνύ θαη λα απνηππώζνπκε ηα ζρεηηθά αμηώκαηα θαη 

ζεσξήκαηα, λα δηαθξίλνπκε νκνηόηεηεο θαη δηαθνξέο ζηελ θηινζνθία ησλ 

ζπγγξαθέσλ ηνπο θαη λα αλαδείμνπκε ηελ ρξεζηκόηεηα ηεο Ηζηνξίαο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ εηδηθόηεξα ζηελ δηδαζθαιία ηνπ θεθαιαίνπ ησλ εκβαδώλ 

ζην κάζεκα ηεο Γεσκεηξίαο ηεο Β΄ Λπθείνπ. 

 

ABSTRACT 

In this project we tried to select activities from texts of Ancient Greek 

Geometers which especially concern the concept of area and to depict the 

relative axioms and theorems, to distinguish the similarities and differences 

in the philosophy of the writers and to show the usefulness of the History of 

Maths, especially in teaching the chapter of Area in the lesson of Geometry 

in the 2
nd

 Grade of Lyceum. 

 

ΔΗΑΓΧΓΖ 

Ζ έλλνηα ηνπ εκβαδνύ ήηαλ πνιύ ζεκαληηθή από ηα αξραία ρξόληα. 

Πνιινί Έιιελεο Μαζεκαηηθνί όπσο ν Δπθιείδεο, ν Αξρηκήδεο, ν Ήξσλαο 

θαη άιινη πνπ θαηάθεξαλ κε δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο αιιά θαη θνηλά 

ζεκεία λα αλαπηύμνπλ ζεκαληηθέο ζεσξίεο, ηερληθέο θαη κεζόδνπο κε βάζε 

ηα εκβαδά. ηόρνο ηεο εξγαζίαο καο είλαη λα γίλεη ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία 

πην ειθπζηηθή θαη επράξηζηε ζηνπο καζεηέο όισλ ησλ ηάμεσλ θαη 

εηδηθόηεξα ζηνπο καζεηέο ηεο Β΄ Λπθείνπ πνπ πηζηεύνπκε όηη είλαη ε ηάμε 

ζηελ νπνία έρεη ππνβαζκηζηεί πεξηζζόηεξν από νπνηαδήπνηε άιιε ηάμε γηα 

πξνθαλείο ιόγνπο ην κάζεκα ηεο Γεσκεηξίαο. Οη βαζηθνί άμνλεο πνπ 



πξνηείλνπκε λα θηλεζεί ν «Γάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθώλ» γηα λα πεηύρεη 

απηό ηνλ ζηόρν πεξλνύλ κέζα από ηζηνξηθά γεσκεηξηθά πξνβιήκαηα πνπ 

ζα δείμνπλ ηνλ ηξόπν ζθέςεο θαη ηελ θηινζνθία ησλ Αξραίσλ.  

 

ΘΔΧΡΖΣΗΚΟ ΠΛΑΗΗΟ 

Οη ζεκειηώδεηο έλλνηεο ηεο Γεσκεηξίαο είλαη ε ηζόηεηα, ε νκνηόηεηα, 

ην εκβαδόλ θαη ν όγθνο. Ζ Γεσκεηξία είλαη ε κειέηε ησλ ζρεκάησλ κέζσ 

ησλ ηεξαξρεκέλσλ ηδηνηήησλ ηνπο. … Τα ζρήκαηα κπνξεί λα είλαη ίζα. Όηαλ 

δελ είλαη ίζα κπνξεί λα κνηάδνπλ νπόηε είλαη όκνηα θαη όηαλ δελ κνηάδνπλ, 

κπνξεί λα κεηξεζνύλ θαη λα βγνπλ ίζα, δειαδή λα είλαη ηζεκβαδηθά. … Γηα 

λα γίλεη απηή ε κειέηε πξέπεη λα κπνπλ ηα αμηώκαηα, πξέπεη απηέο νη έλλνηεο 

λα ζεσξεηηθνπνηεζνύλ θαη κεηά λα βξνύκε θαη εξγαιεία ώζηε λα ππόθεηληαη 

ζε ινγηζκό. Δειαδή ζθνπεύνπκε ζην εκβαδόλ; Πξέπεη λα βξεζνύλ εξγαιεία 

ηα νπνία λα ππνινγίδνπλ ην εκβαδόλ. … Ο ππνινγηζκόο δελ είλαη θαη’ 

αλάγθε αξηζκεηηθόο. Μπνξεί λα είλαη αιγνξηζκηθόο. Δειαδή ην εκβαδόλ είλαη 

ζεσξεηηθή έλλνηα. Είλαη ην δηακεξηζηηθό εκβαδόλ. Τν εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

δελ είλαη θαη’ αλάγθε ν ηύπνο έλα δεύηεξν, βάζε επί ύςνο. Είλαη κηα 

νιόθιεξε δηαδηθαζία, πνπ κπνξεί λα ζπγθξίλεη ηα ζρήκαηα ηεκαρίδνληαο ηα 

θαη ζπγθξίλνληαο ηα ζπζηαηηθά ηνπο (Λάππαο Δ., 2009). 

Η επαθή κε πξσηόηππεο πεγέο, ε ελαζρόιεζε κε εξγαζίεο πνπ έρνπλ 

πξνζαλαηνιηζκό πξνο ηελ ηζηνξία θαη ε πξνζπάζεηα αλαθαηαζθεπήο κηαο 

κεζόδνπ ή ιύζεο ελόο πξνβιήκαηνο βάζεη πξσηόηππσλ ή θαη δεπηεξνγελώλ 

πεγώλ, πξνζνκνηώλεη ηελ δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ζηνλ ρώξν ησλ 

Μαζεκαηηθώλ κε επεξγεηηθά απνηειέζκαηα ηόζν γηα ηνλ δηδάζθνληα, όζν θαη 

γηα ηνλ δηδαζθόκελν. … Μέζσ ηεο Ιζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθώλ ν δάζθαινο 

ησλ Μαζεκαηηθώλ κπνξεί λα έρεη κηα επξεία δεμακελή πξνβιεκάησλ, 

εξσηεκάησλ, θαηαζηάζεσλ θιπ γηα ηνλ εκπινπηηζκό ηεο δηδαζθαιίαο ηνπ θαη 

ηελ θηλεηνπνίεζε ησλ καζεηώλ ηνπ (Τδαλάθεο Κ., 2009) 

Ο δηδάζθσλ έρεη ηελ δπλαηόηεηα αλάινγα κε ηελ ηάμε θαη ην επίπεδν 

ησλ καζεηώλ λα επηιέγεη ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ ζα θέξνπλ ην βέιηηζην 

απνηέιεζκα. 

 

ΣΟ ΔΜΒΑΓΟ ΜΔΑ Δ ΑΡΥΑΗΑ ΚΔΗΜΔΝΑ 

ηα «ηνηρεία» ηνπ ν Δπθιείδεο ρξεζηκνπνηνύζε ηελ ιέμε 

«πεξηερόκελν» αληί γηα «εκβαδό» ζρήκαηνο θαη κάιηζηα ηελ ζεσξνύζε 

πνιύ γλσζηή θαη πξνθαλή έλλνηα νπόηε δελ ρξεηάζηεθε λα ηελ νξίζεη, όπσο 

επίζεο δελ όξηζε ηελ ηζόηεηα εκβαδώλ θαη ηηο ηδηόηεηεο ηεο αλ θαη ηηο 

ρξεζηκνπνηεί (ΚΔ.ΔΚ.ΔΚ., 2001). Δπίζεο δελ ελδηαθεξόηαλ γηα ηνλ 

αξηζκεηηθό ππνινγηζκό ησλ εκβαδώλ αιιά γηα ηελ αλαγσγή ησλ εκβαδώλ 



ζε εκβαδά γλσζηώλ ζρεκάησλ όπσο γηα παξάδεηγκα ζε εκβαδά 

ηεηξαγώλσλ (ηεηξαγσληζκόο). Ζ αλαγσγή απηή γηλόηαλ κε ζύγθξηζε ησλ 

εκβαδώλ ελώ γηα θακππιόγξακκα ζρήκαηα γηλόηαλ κε κηα ζύλζεζε 

ζύγθξηζεο θαη ππνινγηζκνύ πνπ ρξεζηκνπνηνύζε θαη ν Αξρηκήδεο. Σα 

εκβαδά δύν επζπγξάκκσλ ζρεκάησλ ζεσξνύληαλ ίζα αλ ην θαζέλα από 

απηά κπνξνύζε λα δηαηξεζεί ζε ππν-ζρήκαηα ηα νπνία ήηαλ δπλαηό λα 

αληηζηνηρεζνύλ έηζη ώζηε ηα αληίζηνηρα κεηαμύ ηνπο ππν-ζρήκαηα λα είλαη 

ίζα (ηζεκβαδηθά) (ηξάληδαινο Υ., 1987). 

Οη ζρεηηθέο κε ηα εκβαδά «θνηλέο έλλνηεο - αμηώκαηα» πνπ 

ρξεζηκνπνηνύζε ν Δπθιείδεο ζηα «ηνηρεία» θαη ρξεζηκνπνηνύληαη 

αλαιόγσο ζήκεξα ζηελ εθπαίδεπζε είλαη: 

1. Γύν ίζα ζρήκαηα είλαη ηζεκβαδηθά. 

2. Σν άζξνηζκα θαη ε δηαθνξά ηζεκβαδηθώλ ζρεκάησλ νξίδεη ηζεκβαδηθά 

ζρήκαηα. 

3. Σα κηζά ηζεκβαδηθώλ ζρεκάησλ είλαη ηζεκβαδηθά ζρήκαηα. 

4. Σν εκβαδόλ ζρήκαηνο είλαη κεγαιύηεξν από ην εκβαδόλ κέξνπο ηνπ 

ζρήκαηνο. 

5. Γύν ηζεκβαδηθά ηεηξάγσλα έρνπλ ίζεο πιεπξέο. 

6. Σν εκβαδόλ ηεηξαγώλνπ πιεπξάο 1 είλαη 1 ηεηξαγσληθή κνλάδα. 

Δδώ κπνξνύκε θαη πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη δύν ηζεκβαδηθά ζρήκαηα δελ 

είλαη απαξαίηεηα ίζα θαη κάιηζηα ζα αθνινπζήζνπκε θπξίσο ηελ ηερληθή 

κεηαηξνπήο ελόο ζρήκαηνο ζε άιιν ηζνδύλακν γλσζηνύ ηύπνπ γηα ηελ 

απόδεημε ησλ ηύπσλ ησλ εκβαδώλ βαζηθώλ πνιπγώλσλ αμηνπνηώληαο θαη 

ηηο παξαπάλσ έλλνηεο. 

Πηζηεύνπκε όηη ε παξνπζίαζε κεξηθώλ πξνηάζεσλ ησλ «ηνηρείσλ» 

ζα θηλήζεη ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηώλ θαη ζα δηεπθνιύλεη ηελ θαηαλόεζε 

ηερληθώλ γηα απνδείμεηο ζεσξεκάησλ ή ηελ επίιπζε αλάινγσλ αζθήζεσλ. 

Δηδηθά ε ινγηθή ηεο αιιεινπρίαο ησλ πξνηάζεσλ 34 έσο 41 είλαη 

εληππσζηαθή θαη ρξήζηκε ζε κηα απόδεημε ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο 

πνπ ππάξρεη θαη ζε ηζηνξηθό ζεκείσκα ζην ζρνιηθό βηβιίν ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο. Δηδηθόηεξα νη πξνηάζεηο απηέο ησλ «ηνηρείσλ» αλαθέξνπλ. 

Π.34: Σα εκβαδά ηξηγώλσλ ζηα νπνία δηαηξείηαη έλα παξαιιειόγξακκν από 

κηα δηαγώλην ηνπ είλαη ίζα. 

Π.35-36: Γύν παξαιιειόγξακκα πνπ έρνπλ ίδηα βάζε (ίζεο βάζεηο ζηελ 

ίδηα επζεία) θαη ηηο παξάιιειεο ζε απηή πιεπξέο ζηελ ίδηα επζεία , 

έρνπλ ίζα εκβαδά. 

Π.37-38: Γύν ηξίγσλα πνπ έρνπλ ίδηα βάζε (ίζεο βάζεηο ζηελ ίδηα επζεία) 

θαη θνξπθέο ζε επζεία παξάιιειε ζηελ επζεία ηεο βάζεο, έρνπλ ίζα 

εκβαδά. 



Π. 39-40: Αληίζηξνθεο ησλ 37-38. 

Π41: Αλ έλα παξαιιειόγξακκν θαη έλα ηξίγσλν έρνπλ ίδηα βάζε θαη 

βξίζθνληαη κεηαμύ παξαιιήισλ ηόηε ην εκβαδόλ ηνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ είλαη δηπιάζην από ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απηέο νη πξνηάζεηο ραξαθηεξίδνληαη από ηνλ Πξόθιν, ζρνιηαζηή ησλ 

ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε, σο ζεσξήκαηα «ηόπνπ» θαη ζαλ «παξάδνμα» 

ζεσξήκαηα αθνύ γηα παξάδεηγκα κπνξεί έλα ηξίγσλν λα έρεη πεξίκεηξν πνπ 

λα «ηείλεη ζην άπεηξν» θαη ην εκβαδόλ ηνπ λα παξακέλεη «αλαιινίσην». 

Να ηνλίζνπκε εδώ θαη ηελ πξνζηηζέκελε αμία ησλ ελλνηώλ «όξην», 

«άπεηξν», «αλαιινίσηε». Δπίζεο ε απόδεημε ηεο πξνηάζεσο 35 πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ ν Δπθιείδεο θαη ν Αξρηκήδεο πεξηέρεη βαζηθέο έλλνηεο ηεο 

ζεσξίαο ησλ ηζνδηαρσξίζηκσλ ζρεκάησλ (Θεώξεκα Bolyai – Gerwin: Αλ 

δύν επίπεδα ζρήκαηα είλαη ηζνδηαρσξίζηκα ηόηε είλαη ηζεκβαδηθά θαη 

αληηζηξόθσο (ΚΔ.ΔΚ.ΔΚ.,2001). 

Οη πξνηάζεηο από ηελ 43 κέρξη θαη ηελ 45 είλαη εμαηξεηηθά ρξήζηκεο 

ζηε ζεσξία ησλ εκβαδώλ. Απηέο νη πξνηάζεηο έδσζαλ ηελ δπλαηόηεηα 

ζηνπο αξραίνπο Έιιελεο Μαζεκαηηθνύο θαη θπξίσο ζηνπο Ππζαγνξείνπο λα 

δεκηνπξγήζνπλ απηό πνπ νλνκάζζεθε «Γεσκεηξηθή Άιγεβξα».  

Δηδηθόηεξα ε πξόηαζε 44 πνπ αλαθέξεηαη ζηελ θαηαζθεπή ελόο 

παξαιιεινγξάκκνπ κε δνζείζα πιεπξά, κηα γσλία δνζείζα θαη εκβαδόλ ίζν 

κε ην εκβαδόλ δνζέληνο ηξηγώλνπ, ραξαθηεξίζηεθε από πνιινύο κειεηεηέο 

(πρ. Heath) σο ε εληππσζηαθόηεξε ηεο Γεσκεηξίαο. Ο Πξόθινο αλαθέξεη 

όηη ν Δύδεκνο θαη νη καζεηέο ηνπ (νη πεξί ηνλ Δύδεκνλ) απέδηδαλ ηελ 

πξόηαζε απηή ζηελ «Ππζαγόξεηα Μνύζα» θαη αλαθέξεη όηη ε ηζόηεηα 

εκβαδώλ (παξαβνιή) θαη ε αληζόηεηα εκβαδώλ (ππεξβνιή ή έιιεηςε), 

ζηάζεθαλ ε αθνξκή γηα ηελ νλνκαζία ησλ αληίζηνηρσλ θσληθώλ ηνκώλ. 

(ΚΔ.ΔΚ.ΔΚ.,2001). 

ηα έξγα ηνπ Ήξσλα από ηελ Αιεμάλδξεηα «Ολόκαηα γεσκεηξηθώλ 

όξσλ – Γεσκεηξηθά – Μεηξηθά – Γηόπηξα» (Κεπνπξόο Υ., 1995) ν Ήξσλαο 

αλαθέξεη όηη ηα αληηθείκελα ηεο κεηξήζεσο επηθαλεηώλ είλαη ηα ηεηξάγσλα, 

ηξίγσλα, ξόκβνη, ηξαπέδηα θαη θύθινη. Ηζρύνπλ γηα απηά 18 ζεσξήκαηα από 

Α Β
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ηα νπνία 2 αλαθέξνληαη ζε ηεηξάπιεπξα (ην ηζόπιεπξν νξζνγώλην θαη ην 

νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν), 6 ζε ηξίγσλα (ηζόπιεπξν, ηζνζθειέο, 

ζθαιελό, νξζνγώλην, νμπγώλην, ακβιπγώλην), 2 ζε ξόκβνπο (ξόκβνο θαη 

ξνκβνεηδέο), 4 ζε ηξαπέδηα (νξζνγώλην ηξαπέδην, ηζνζθειέο, νμπγώλην, 

ακβιπγώλην) θαη 4 ζε θύθινπο (θύθινο, αςίο, εκηθύθιην θαη ηκήκαηα 

κηθξόηεξα ή κεγαιύηεξα ηνπ εκηθπθιίνπ). ηα έξγα απηά παξνπζηάδεη 

ιύζεηο δηαθόξσλ ππνινγηζηηθώλ πξνβιεκάησλ κέηξεζεο εκβαδώλ ησλ 

παξαπάλσ ζρεκάησλ επηιεγκέλσλ όκσο κε θαηάιιειεο δηαζηάζεηο γηα 

πξαθηηθνύο αιιά θαη παηδαγσγηθνύο ιόγνπο πνπ κπνξνύκε θαη εκείο λα 

αμηνπνηήζνπκε ζηελ δηδαζθαιία καο. ην ζεκείν απηό λα παξαηεξήζνπκε 

ηελ δηαθνξά αλάκεζα ζηνλ Δπθιείδε πνπ δελ ελδηαθεξόηαλ ηόζν γηα 

αξηζκεηηθνύο ππνινγηζκνύο θαη ζηνλ Ήξσλα πνπ θπξίσο ππνιόγηδε 

εκβαδά. Αλ κειεηήζνπκε πξνζεθηηθά ηελ ινγηθή ηεο επηινγήο ησλ 

δηαζηάζεσλ ησλ ζρεκάησλ απηώλ κπνξνύκε λα πξνζδώζνπκε ζηελ 

δηδαζθαιία καο αλαθαιππηηθό αιιά θαη δηαζεκαηηθό ραξαθηήξα.  

Ο Ήξσλαο επηιέγεη ηα ζρήκαηα ζπλήζσο κε ηέηνην ηξόπν ώζηε νη 

δηαζηάζεηο αιιά θαη άιια 

ζηνηρεία ηνπο θαη ην εκβαδό 

ηνπο λα είλαη αθέξαηνη, 

εθκεηαιιεπόκελνο πνιύ ηηο 

ππζαγόξεηεο ηξηάδεο θαη 

ζπλδπαζκνύο ηξηγώλσλ πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ην Ππζαγόξεην 

Θεώξεκα όπσο ηα παξαθάησ 

ζρήκαηα. 

Ο Ήξσλαο αξρηθά 

ππνινγίδεη ην ύςνο ηνπ 

ηξηγώλνπ ρξεζηκνπνηώληαο 

απηό πνπ νλνκάδνπκε 

εκείο ζήκεξα γελίθεπζε 

ηνπ ππζαγνξείνπ 

ζεσξήκαηνο γηα λα 

ππνινγίζεη ηελ πξνβνιή κηαο πιεπξάο θαη θαηόπηλ ην ππζαγόξεην ζεώξεκα 

γηα λα ππνινγίζεη ην ύςνο θαη κεηά ην εκβαδόλ. 

ε επόκελα όκσο 

πξνβιήκαηα ηνπ, δείρλεη ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ 

ρσξίο λα ππνινγίδεη ην ύςνο, 

δειαδή ην γλσζηό ηύπν ηνπ 
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Ήξσλα πνπ ππνινγίδεη ην εκβαδό κόλν από ηηο πιεπξέο. Δδώ ππάξρεη ε 

δπλαηόηεηα λα εθκεηαιιεπηνύκε θαη ηελ νκνηόηεηα θαη λα παξαθηλήζνπκε 

ηνπο καζεηέο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηα απνηειέζκαηα εκβαδώλ ελόο 

ζρήκαηνο ώζηε λα ππνινγίζνπλ θάπνηνπ όκνηνπ κε απηό κε ιόγν εκβαδώλ 

νκνίσλ ηξηγώλσλ. 

Παξαηεξνύκε όηη ηξίγσλα κε ίδηεο δηαζηάζεηο ρξεζηκνπνηεί θαη ζηα 

παξαιιειόγξακκα θαη ζηα ηξαπέδηα πνπ επηιέγεη. Δπίζεο ρξεζηκνπνηείηαη 

θαη ε κέζνδνο ηεκαρηζκνύ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ από ηα ππν-

ζρήκαηα ζηα νπνία δηαηξείηαη απηό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζ επηινγή απηώλ ησλ ζρεκάησλ αλ ηνπνζεηεζνύλ ζε πιέγκα επλνεί επίζεο 

ηελ πιεξνθόξεζε ησλ καζεηώλ γηα ην ζεώξεκα ηνπ Pick πνπ ιέεη όηη ην 

εκβαδόλ ελόο πνιπγώλνπ πνπ νη θνξπθέο ηνπ είλαη ζεκεία ελόο πιέγκαηνο 

εμαξηάηαη από ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ηνπ πιέγκαηνο πνπ ππάξρνπλ αθελόο 

ζην εζσηεξηθό ηνπ πνιπγώλνπ θαη αθεηέξνπ πάλσ ζηελ πεξίκεηξν ηνπ 

πνιπγώλνπ. πγθεθξηκέλα αλ Μ ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ζην εζσηεξηθό ηνπ 

πνιπγώλνπ θαη Ν ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ζηελ πεξίκεηξν ηνπ, ηόηε ην 

εκβαδόλ ηνπ πνιπγώλνπ δίλεηαη από ηελ ζρέζε Δ = Μ + Ν/2 -1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     εμβαδό με ηεματιζμό
 
(ΑΒΓΓ) = (ΑΒΓΔ) + (ΓΔΓ)
    

      = 
(9+15)6

2
 + 

153

2
 = 

         
          72 + 22,5 = 94,5

εμβαδό (με Θ. Pick) = 82 + 27/2 - 1 = 94,5

πλήθος εζωηερικών ζημείων πλέγμαηος  = 82

πλήθος ζημείων πλέγμαηος ζε πλεσρές = 27
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Δπηζεκαίλνπκε εδώ θαη ηελ πηζαλή δηαζύλδεζε ηηο δηδαζθαιίαο κε έλλνηεο 

ηεο ζεσξίαο αξηζκώλ, κε βάζε ηελ γεσκεηξηθή απόδεημε ησλ ζρέζεσλ 

1+2+3+…+λ = λ(λ+1)/2 θαη 1+3+5+…+(2λ–1)
2
 = λ

2
 πνπ θαίλνληαη ζηα 

παξαθάησ ζρήκαηα (Κνιέδα Δ., νύξιαο Κ., 1990) ή ηελ γεσκεηξηθή 

απόδεημε ηεο αληζόηεηαο Cauchy γηα λ = 2 (Αλαγλώζηνπ Κ., 1990). 

 

 

 

Μεηά ηελ δηδαζθαιία ησλ ηύπσλ ππνινγηζκνύ εκβαδώλ βαζηθώλ 

ζρεκάησλ ζηελ Β΄ Λπθείνπ αθνινπζνύλ νη δηάθνξνη ηύπνη ππνινγηζκνύ 

εκβαδνύ ηξηγώλνπ πνπ πξνθαλώο είλαη από ηα ζεκαληηθόηεξα γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα κε ηα νπνία αζρνινύκαζηε. Σν κάζεκα εδώ γίλεηαη αξθεηά 

αιγεβξηθό αθνύ ρσξίο λα ππάξρεη ζρήκα κπνξνύκε λα βξνύκε δηάθνξνπο 

ζπκκεηξηθνύ θαη θνκςνύο ηύπνπο πνπ ζπλδένπλ ζηνηρεία ελόο ηξηγώλνπ θαη 

πξνθύπηνπλ κε θαηάιιειν ζπλδπαζκό ησλ ηύπσλ απηώλ. Τπάξρνπλ θαη 

ζηα ζρνιηθά βηβιία αλάινγεο αζθήζεηο αιιά πηζηεύνπκε όηη ράλεηαη ιίγν ε 

γνεηεία ηεο γεσκεηξίαο ζε απηέο θαη πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνύληαη κε κέηξν. 

Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηνπο παξαθάησ ηύπνπο – αζθήζεηο. 

2 2 2 2 2 2

α β γ

α

α β γ

3
1)  κ  κ  κ (α β γ )    2)  αβγ=4ηξR   

4

2βγ η(η α) 1 1 1 1
3)  δ      4)  

β γ βγ π π π ξ

    


   



 

Σν επόκελν κέξνο είλαη ηα ζεσξήκαηα ζρεηηθά κε ιόγνπο εκβαδώλ 

γηα ηξίγσλα θπξίσο, πνπ έρνπλ είηε κηα πιεπξά ίζε ή έλα ίζν ύςνο ή είλαη 

όκνηα ή έρνπλ κηα γσλία ηνπο ίζε ή παξαπιεξσκαηηθή. Δίλαη κηα πνιύ 

ελδηαθέξνπζα ελόηεηα αλ ζθεθηνύκε θηόιαο όηη ν Δπθιείδεο ζηα 

«ηνηρεία» θπξίσο ελδηαθέξεηαη γηα ζύγθξηζε εκβαδώλ πνπ γίλεηαη κε 

ιόγνπο θαη όρη γηα ππνινγηζκό εκβαδώλ. Δπίζεο κηα ζεηξά γεσκεηξηθώλ 

πξνβιεκάησλ θαη ζηνλ Δπθιείδε θαη ζηνλ Ήξσλα θαη ζε άιινπο 

αλαθέξεηαη ζηνλ ρσξηζκό ζρήκαηνο ζε κέξε πνπ ηθαλνπνηνύλ κηα αλαινγία 

1 + 3 + 5 = 32
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5

Δγραμ. = 
Δορθογ

2
 = 

5(5 + 1)
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(ΕΓΓ) + (ΑΔΓ) > (ΑΒΓΓ)     οπόηε  
α2

2
 + 

β2

2
 > αβ 

και αν θέζοσμε  α2 = x  και  β2 = y  ηόηε  
x + y
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πξνθαλώο γηαηί θαη γηα πξαθηηθνύο ιόγνπο πνιινί ιανί ρξεηάδνληαλ λα 

δηακεξίζνπλ εθηάζεηο κε δίθαην θαη όρη ηπραίν ηξόπν. 

Δδώ επηβάιιεηαη λα ηνλίζνπκε ηελ ρξεζηκόηεηα ηεο πξόηαζεο όηη ε 

δηάκεζνο ηξηγώλνπ ην ρσξίδεη ζε δύν ηζνδύλακα ηξίγσλα πνπ είλαη 

αλαγθαία γηα ηελ επίιπζε αξθεηώλ αζθήζεσλ. Μηα ελδηαθέξνπζα ζρεηηθή 

δξαζηεξηόηεηα είλαη θαη ε δηεξεύλεζε δηακέξηζεο ελόο ηξηγώλνπ ζε 2 ή 3 ή 

4 ή 6 ηζνδύλακα ρσξία κε δηάθνξνπο ηξόπνπο. Πξνβιήκαηα ρσξηζκνύ ελόο 

ηξηγώλνπ ζε κέξε κε ζπγθεθξηκέλν ιόγν θαη κε δηάθνξνπο ηξόπνπο 

ζπλαληάκε πάιη ζηνλ Ήξσλα (Κεπνπξόο Υ., 2000). 

Πρόβλημα: Να δηαηξεζεί ηξηγσληθό ρσξίν ζε δύν ηξηγσληθά ρσξία ηα νπνία 

έρνπλ θνηλή θνξπθή θαη ηα εκβαδά ηνπο έρνπλ δνζέληα ιόγν. 

Ο Ήξσλαο ιύλεη επίζεο 

ην πξόβιεκα δηαίξεζεο 

ηνπ ίδηνπ ηξηγώλνπ ζε 

δύν ρσξία κε δνζέληα 

ιόγν κε επζεία 

παξάιιειε ηεο βάζεο ή 

κε επζεία πνπ ηέκλεη δύν 

πιεπξέο. 

ην πξώην πξόβιεκα ν Ήξσλαο επηιέγεη πάιη ηξίγσλν κε πιεπξέο 13, 14, 

15 (ην νπνίν έρεη θαη αθέξαην εκβαδό 84) θαη ιόγν 5/3. Ζ ηερληθή ηνπ, 

βαζίδεηαη θαη ζε κηα ηδηόηεηα αλαινγηώλ (πνπ θαιεί ζύλζεζε) ε νπνία 

κεηαηξέπεη ην ιόγν ζε ζρέζε κε ην αξρηθό ηξίγσλν δειαδή θάλεη ηελ 

κεηαηξνπή: 

( ) 5 ( ) 5 ( ) 5 5
( ) ( )

( ) 3 ( ) ( ) 3 5 ( ) 8 8

  
         

     

 

Δπίζεο ρξεζηκνπνηεί γηα ηελ εύξεζε ησλ ζεκείσλ Γ, Δ ηελ ηερληθή 

δηαίξεζεο ηκήκαηνο ζε δνζέληα ιόγν. Δδώ πξέπεη λα ηνλίζνπκε ηελ αμία 

θαη ηελ ινγηθή ηεο παξαπάλσ ηδηόηεηαο αλαινγηώλ ζε απηά ηα πξνβιήκαηα 

πνπ ρξεζηκνπνηεί ζπρλά ν Ήξσλαο θαη ν Δπθιείδεο ε νπνία δηθαηνινγεί θαη 

ηελ ύπαξμε ηνπο ζαλ θεθάιαην ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο αλ θαη θαίλεηαη 

ζαλ Άιγεβξα. 

Γξαζηεξηόηεηεο πνπ βνεζνύλ 

ζηελ θαηαλόεζε ηεο ζεσξίαο ησλ 

ιόγσλ εκβαδώλ είλαη θαη άιιε 

απόδεημε ηνπ Ππζαγνξείνπ 

Θεσξήκαηνο ή ηνπ ζεσξήκαηνο  
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εζσηεξηθήο δηρνηόκνπ, ην 2
ν
 Θεώξεκα Πηνιεκαίνπ, ηα Θεσξήκαηα 

Μελειάνπ θαη Ceva, ν Γλώκνλαο ηνπ Αλαμίκαλδξνπ, ε εγγξαθή ηξηγώλνπ ή 

ηεηξαγώλνπ ζε ηξίγσλν κε ζεκεία πνπ δηαηξνύλ ηηο πιεπξέο εζσηεξηθά 

εμσηεξηθά ζε δνζκέλν ιόγν θαη ν ππνινγηζκόο ηνπ εκβαδνύ ηνπ θαη άιιεο 

αλάινγεο κε απηέο. 

Δλδηαθέξνπζεο δξαζηεξηόηεηεο πνπ κπνξνύλ λα 

πξαγκαηνπνηεζνύλ θαη κε παηγληώδε κνξθή είλαη επίζεο 

ην «ηάλγθξακ» θαη ην «ζηνκάρηνλ». Σν «Σάλγθξακ» είλαη 

έλα Κηλέδηθν παηγλίδη πνπ παίδεηαη σο εμήο: Παίξλνπκε 

έλα ηεηξάγσλν θαη ην ρσξίδνπκε όπσο ζην ζρήκα ηε 

ζπλέρεηα ζπλδπάδνληαο ηηο 7 επηθάλεηεο πξνζπαζνύκε λα 

ζρεκαηίζνπκε δηάθνξεο κνξθέο αλζξώπσλ, δώσλ ή πξαγκάησλ. 

Σν παηρλίδη «ζηνκάρηνλ» ήηαλ επηλόεζε 

ηνπ Αξρηκήδε θαη ζεσξείηαη ν πξόγνλνο ηνπ 

«Σάλγθξακ». Απνηειείηαη από 14 

δηαθνξεηηθνύ ζρήκαηνο θνκκάηηα θαη ν ζηόρνο 

ήηαλ ε άζθεζε ηεο παξαηεξεηηθόηεηαο, ηεο 

κλήκεο θαη ηεο αληίιεςεο ησλ καζεηώλ ηνπ 

Αξρηκήδε, σο εμήο: αθνύ πξώηα ν ίδηνο 

έθηηαρλε θάπνηα ζρέδηα κε όια ηα θνκκάηηα 

ηνπ «ζηνκαρίνπ», έβαδε ηνπο καζεηέο ηνπ λα 

ηα αλαζπλζέζνπλ βιέπνληαο όκσο κόλν ην 

πεξίγξακκά ηνπο. Έλαο δεύηεξνο ηξόπνο παημίκαηνο είλαη θαη ην γλσζηό 

πξόβιεκα (γεσκεηξίαο θαη καζεκαηηθώλ) ηνπ Αξρηκήδε, δειαδή πόζεο 

θνξέο κπνξεί θάπνηνο λα ζρεκαηίζεη ην ζπγθεθξηκέλν ηεηξάγσλν 
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ηνπνζεηώληαο ηα θνκκάηηα ηνπ κε δηαθνξεηηθή δηάηαμε. Δλδηαθέξνπζα 

δξαζηεξηόηεηα είλαη θαη ε πεξηγξαθή θαη ε θαηαζθεπή ηνπ «ζηνκαρίνπ» 

θαζώο θαη ν ππνινγηζκόο ηνπ κέξνπο ηνπ ηεηξαγώλνπ πνπ απνηειεί ην 

θαζέλα από ηα θνκκάηηα ηνπ (Καηζηγηάλλεο Κ., 2010). 

ΤΜΠΔΡΑΜΑ 

Πηζηεύνπκε όηη ε Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ θαη ε θαηάιιειε 

επηινγή δξαζηεξηνηήησλ κέζα από αξραία θείκελα κπνξεί λα βνεζήζεη ηνλ 

δηδάζθνληα ζηελ δεκηνπξγία επράξηζηνπ θιίκαηνο ζηελ ηάμε θαη λα σζήζεη 

ηνπο καζεηέο ζε κηα πην θηινζνθεκέλε αληηκεηώπηζε ηνπ καζήκαηνο ηεο 

Γεσκεηξίαο, όπσο ηεο αμίδεη, βνεζώληαο ηνπο παξάιιεια θαη ζηνλ 

εξεπλεηηθό ηνκέα. 
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