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 ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ   ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ   ΛΥΚΕΙΩΝ   ΤΗΣ  ΡΟΔΟΥ 

ΤΗΣ    Β΄ ΤΑΞΗΣ   ΣΤΑ    ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ    ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  1Ο
ΘΕΜΑ 1ον:

α.
Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων 
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β.      Αν 
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  είναι δύο  διανύσματα του επιπέδου 
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 και η προβολή του 
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf], τότε να αποδείξετε ότι
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γ.        Στο παρακάτω σχήμα το σημείο Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ και το Ο ένα σημείο αναφοράς. Να αποδείξετε ότι η διανυσματική ακτίνα 
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 του μέσου Μ δίνεται από την ισότητα: 
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Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 2ον:

Α. Κάθε κωνική της στήλης Α του παρακάτω πίνακα έχει εξίσωση που βρίσκεται στη στήλη Β.  Να αντιστοιχίσετε τα στοιχεία των δύο στηλών.
	στήλη Α

είδος κωνικής
	στήλη Β

εξίσωση γραμμής

	1.     κύκλος

2.     παραβολή
3.     έλλειψη
4.     υπερβολή
	Α.     x + y = 1

Β.     x2 + y2 = 0

Γ.     x2 = 9 - (y - 1)2
Δ.     9x2 = 63 + 7y2
Ε.     y2 - 16x = 0

Ζ.     4x2 = 100 - 25y2 


Μονάδες 12

B.     Να επιλέξετε την σωστή απάντηση:
     Η εξίσωση x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0 παριστάνει πάντα κύκλο, όταν  

Α. Α2 + Β2 - 4Γ είναι τέλειο τετράγωνο
Β. 

 + 

 ( 0
Γ. Α2 + Β2 > 4Γ



Δ. 4Α2 + 4Β2 - Γ < 0

Ε. Α2 + Β2 < 4Γ                                                                                          Μονάδες 3

Γ.    Να επιλέξετε το ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ  από τις παρακάτω προτάσεις       Μονάδες 10

           1. Αν είναι (

,



 EMBED Equation.2  
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,  τότε 
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           2. Ισχύει 
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 EMBED Equation.2  
.
    
           3. Αν 

 = (3, 5) και 
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) τότε 
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          4. Δύο αντίθετα διανύσματα έχουν αντίθετους συντελεστές διευθύνσεως               
ΘΕΜΑ 3ον:

Δίδεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α(-1,0) ,   Β(3,2) και Γ(-3,4). Να βρείτε:

      Α) Την εξίσωση του ύψους ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ                                   Μονάδες 6

      Β) Την εξίσωση της διαμέσου ΒΜ, όπου Μ το μέσον της πλευράς ΑΓ    Μονάδες 6

      Γ) Την εξίσωση της μεσοκαθέτου ε της πλευράς ΑΒ                                 Μονάδες 7

      Δ) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                              Μονάδες 6

ΘΕΜΑ 4ον 

Δίνεται κύκλος C: x2  + y 2 – 4x –2 y – 2 = 0 . 

      Α) Να βρείτε το κέντρο Κ  και την ακτίνα ρ του κύκλου C.                    Μονάδες 8

      Β) Αν Α(1,3) και Β(3,4) σημεία του επιπέδου  να δείξετε ότι το

          ένα είναι εσωτερικό και το άλλο εξωτερικό σημείο του κύκλου C       Μονάδες 8                                              

      Γ) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο 

          Α(1,3) και ορίζει χορδή ΓΔ του κύκλου C τέτοια ώστε το Α να  

           είναι μέσον της χορδής ΓΔ.                                                                 Μονάδες 9

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  2Ο
ΘΕΜΑ 1o

[image: image568.wmf]A

O

M

B

 Α)   Στο παρακάτω σχήμα το σημείο Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ και το Ο ένα σημείο αναφοράς. Να αποδείξετε ότι η διανυσματική ακτίνα 
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 του μέσου Μ δίνεται από την ισότητα: 
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Μονάδες 10

Β) Να δείξετε ότι η εξίσωση 


[image: image18.wmf]()()2
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παριστάνει ευθεία για κάθε πραγματική τιμή του α. Μον. 5

Γ)Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στον αριθμό  που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

1) Η παραβολή 
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2) Η εξίσωση 
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 παριστάνει κύκλο με κέντρο 
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3) 
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 ομόρροπα διανύσματα  αν και μόνο αν 
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4) Τα διανύσματα  
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  έχουν ίσα μέτρα.                                Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 2o

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές 
[image: image27.wmf](2,4)
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. Να βρεθούν 

1) τα διανύσματα  
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                                                                       Μονάδες 5   
2) Η γωνία 
[image: image32.wmf]ˆ
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 του τριγώνου ΑΒΓ.                                                              Μονάδες 10   
3) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                             Μονάδες 10   
ΘΕΜΑ 3o

Δίνονται τα διανύσματα  
[image: image33.wmf]  

και  

ab

r

r

  για τα οποία ισχύουν: 
[image: image34.wmf]4  ,  2  

και  (,)

3

p

a=b=ab=

rr

rr


Α. Να αποδείξετε ότι  
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Β. Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  
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        Μονάδες   10                                                    
Γ. Να υπολογίσετε την τιμή του  
[image: image37.wmf]kÎ
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  ώστε τα διανύσματα 
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   να είναι κάθετα.                 Μονάδες  10                                               
ΘΕΜΑ 4Ο 

Δίνονται τα σημεία  
[image: image39.wmf]A(1,1)   

και   (2,0)   και   (1,3)
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. 

α) Να αποδείξετε ότι τα σημεία  Α , Β , Γ  είναι συνευθειακά.   Μονάδες 8   
β) Να βρείτε  την εξίσωση της ευθείας  ΑΒ.                               Μονάδες 8   

γ) Να  υπολογίσετε την απόσταση της ευθείας  ΑΒ  από την ευθεία  
[image: image40.wmf]h

  , όπου 

 η:   
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         ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  3Ο
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o ko B (Movades 5)
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(Movadeg 4)

OEMA 2%
A. Zto Tapaiinidypaupo ABIA to M sivar ugco g AB.

Av AA = @ ko A—T = B ToTE:

@) To ivvoua AM 150tton ue:

A.‘IZB B.% r.-a+2iﬁ A.&+—;-B E.ziaﬂs
B) To divvopa Mr 1o0UTOL pE:

A.&-%ﬁ B..;-aﬂs F.%&-B A.&i—zi.ﬁ- EO‘ZB
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(Movddeg 10)




[image: image43.jpg]B) Ze opBoxavoviks cvompa Oxy ue novadiia Saviouata 1 xw J divovran ta opeia
2,1) kB (1, -3).
) Na Bpeite ¢ cuvetayuéves tov E .
) Na Bpeite 10 uérpo tov AB.

8) Na vroroyisste to Sidvoopua Béomg Tov uésov Tov AB.
(Movadez 15)

OEMA 3°V

Alverar tpiyovo ABT e xopvoée A(l, 1), B(-1,3) xax T(0,4).
@) Na Bpeite myv s&icwon mg Thevpds tov AT
(Movadeg 7)
B) Na Bpeite my eéicwon tov YYovg Tov  BA.
- (Movédeg 10)

o) Na Bpeite my e&lowon me Siauéoov tov BM.
(Movades 8)

OEMA 4N
Adeton xirhog C; pe eficwon x° + v> =23
o) Na Bpeite mv eficoon me e(pa"trougvng & 100 kUKAoL C; oTo onpeio M(4,3)

(Movadeg 3)
[5) Na BCLEaTS OTL 1 TOPATAVE® EQATTOUEVT € TEUVEL TOV KOKA Cs | ue e€icwon
X"+ y‘ 50 ota onueia A(1,7) ko B(7,-1)

(Movadeg 12)
v) Na deifete dm ot EQATTOUEVES €1 KO € TOU KUKAOD Cs otaonueic A xat B

(ZVTLOTOI/(U. TSLLVOV‘E(II K(Ieﬁ‘[(l
(Movédes 8)





ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  4Ο
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A. i) No ypayete tov opiopd g EMewyng pe sotieg ta onpsio E ko E (nov.4)
ii) Na deiéete 01 1 epamtopévn tov wdhov C: X2 +y?=p oe éva Tov onueio A(y , 1) €xet
sticoon : o + yy = p-. (nov.7)
B. No yapaxtnpicete 116 potdceis mov akoiovfobdv, Yp&PovTag 6To TeTpadid cag tnv Evieién

Zoetd 1 Adbog Simda oTov aptBpd mov aviicTolyel ot kGOe TpdTacT. (nov.8)

1. H ambotoon tov onusiov A(x1,y1) kot B(xa,yz) ivat fon pe :

2 2
(AB):\/(X2+X1) +(Ya+yy) .
2. O xbrhog x* + ¥ =2007 ko n gvbeia y = 1956x spdmrovroL.

s - - = - 2
3. Av GT\LB 1618 G'B:~IG{'“3!
4. H ekiowon ;(2—5\1/2 = 0 mapioTével 5o evbeieg mov TEPVODY amd TV apyf Tev aovov
I'. No ypayete 670 181padid 6ag T0 YpayLue Tov ovToTolyE GTN GOGTT ATAVINOT. (nov.6)
- -

L Av O =,1), B =(-2A+1) xéOeta, 6mov LeR, 161

0. 2=-1 B. 2=0 v. =1 &, A=2
2. Heticoon : 3y + 4y* =25 TOPLOTAVEL:
0. KOKAO B. élketyn Y. vepPoin d. xavéva amd o Tponyoduevo,
3. Homdotoon tov evbeidv: £ :y=5 kol & : y=1 civou a. 2 p.3 v.4 9.5
OEMA 2°

Ot ouvretaypéveg §vo mhoiov og opbokavovikd cooTue e apyn akovev 1o O, 68 GuVaPTNOT TOL

Xpovov t avaydpnong omd ta Mpdvio A A, Lsivol avtiotoye : Il (t-1, 3t+1) |, T(t+2 , 2t).

1. No Bpebei n 6éon tov Mpavidov A, A, ka 1 awOGTACT TOVC. (nov.6)
2. No Bpeite 116 eiodogis TV ypopudv ot omnoieg Kvovvrot o mhoia. (nov.6)
3. Na e€etdoete ov vidpyst tepintoocn va GLYKPOVGTOVV Ta. TTAOL0. (nov.6)
4. Na Bpeite 10 epPoadov mg dardooiag nePLoyNg mov mepkheistan amd to Thoio kot To

onueio O, petd and 2 dpsg. (nov.7)

(O xpévog t petpeitar oe Gpeg Kat o OMOGTACELS GTO 0POOKAVOVIKG GOOTNUN GE VOUTUKG [ikic).





[image: image45.jpg]OEMA 3°
Atvston 1 vrepBon : 16)° — 9y* = 144 ko 0 K0OKAOG Ly 10y +24=0

1. No Bpeite T1g £0TiEG ,TIG ACVUNTAOTEG, TIG KOPVLOES KoL TNV EKKeVTpOTNTA TG VIepBodtic. (nov.8)

2. Na oyedidoete Ty vepPoin (nov.5)
3. No Bpeite 70 KEVTPO Ko TNV 0KTiVE TOV KOHKAOL (nov.5)
4. Na Bpeite ™y eEicoom QamTOpEVG TOV KOKAOD TOD TIEPVE. 06 Tn dekid
sotia E tng vrepPorrc. (pov.7)
OEMA 4°

Ye opBokovovikd choTnue suvietaypévov Oxy pe povodiaio Svbopata f,j , maipvovope o onpeia

A(-1.2) ko B(1,-2).

1. No deibete 6Tt 10 onpeio A,0,B givan cvvevdeiakd (nov.5)
2. No ypayete Gov GUVAPTNOT TOV f,]' 70 dvoopa AB (nov.4)
3. Na Bpsite éva onpeio I' otov GEova xy” €tol dote: ABT =90° (nov.8)
4. Na vmohoyicete ™ yovia BAI' (pov.8)
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  5Ο
Θέμα 1Ο 

Α) Να αποδείξετε ότι:                                    
[image: image46.wmf]a
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 Β) Να κάνετε τη σωστή αντιστοίχιση στα παρακάτω 

Β1)             ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ                                               ΓΩΝΙΑ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

         1.          
[image: image47.wmf]a

r

=(1,7)         
[image: image48.wmf]b

r

=(3 ,-2)                                    α)  οξεία                                

         2.          
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r

=(2,-6)        
[image: image50.wmf]b

r

=(9,3)                                       β) ορθή                                 

         3.          
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=(3, 2)                                      γ) αμβλεία 

Β2)                            
[image: image569.wmf]A
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        Β                        Γ                            1.  Α Β + Α Γ + Γ Δ                     α.   O
                                                                  2.  B A + Δ B + Γ Δ                     β.  Β Γ     

                      Ο                                        3.  Γ Δ + Ο Β + Ο Γ                      γ.  Α Γ                     

         Α                      Δ                             4.  Β Ο + Α Ο + Δ Α + Β Γ          δ.   Γ Α

  ( Το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο)                                               

 Γ) Να συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά ώστε να προκύψουν αληθείς προτάσεις:

α) Αν Α(χ,ψ), τότε d(Α,  χ΄χ)= ………,   d(Α,  ψ΄ψ)= ……..,  
[image: image53.wmf]OA

uuuur

= (….. ,  .…), όπου Ο η αρχή των αξόνων.

β) Αν 
[image: image54.wmf]a

ur

= (χ,ψ) και 
[image: image55.wmf]a

ur

όχι//ψ΄ψ και φ η γωνία που σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ, τότε: 
[image: image56.wmf]a

l

uur

= …….=…….

γ) Ο κύκλος (χ-χ0)2 + (ψ-ψ0)2  =  ρ2 εφάπτεται στον χ΄χ όταν ………         Μον. 12+3+4+6

Θέμα 2Ο 
( Μον. 5χ5 )
Δίνονται τα διανύσματα   
[image: image57.wmf]a

r

=(1,2) ,  
[image: image58.wmf]b
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=(λ ,
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4 ,κ)

1. Να βρείτε το λ αν    
[image: image62.wmf]b
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=
[image: image63.wmf]210


2. Να βρείτε το λ αν    
[image: image64.wmf]a
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 // 
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3. Να βρείτε το κ αν   
[image: image66.wmf]a
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image67.wmf]^



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image68.wmf]g
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4. Να εξετάσετε αν υπάρχει λ ώστε η γωνία που σχηματίζει το 
[image: image69.wmf]b

r

  με τον χ΄χ να είναι 45ο
5. Να βρείτε τα κ, λ αν    3
[image: image70.wmf]a

r
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Θέμα 3Ο 
( Μον. 7+7+4+7 )
Έστω η εξίσωση (2λ+1)χ-(2+λ)y+1-λ=0, λ
[image: image73.wmf]Î

R  (ε)

α) Να αποδείξετε ότι η  (ε) παριστάνει ευθεία για κάθε λ
[image: image74.wmf]Î

R.  

β) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες που παριστάνει η (ε) διέρχονται από σταθερό σημείο.

γ) Από τις παραπάνω ευθείες να βρεθεί εκείνη, που απέχει τη μεγαλύτερη απόσταση από την αρχή Ο των αξόνων.       

δ) Για λ= 1, να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α(3,9) από την (ε).

Θέμα 4Ο                               ( Μον. 5+6+10+4 )
Δίνεται η εξίσωση   χ2 + ψ2 
[image: image75.wmf]-

2λχ
[image: image76.wmf]-

1=0   (1),  λ
[image: image77.wmf]Î

R.

α) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο.

β) Για λ= 
[image: image78.wmf]-

3 να βρείτε:

i) Tα σημεία του κύκλου C, τα οποία απέχουν τη μέγιστη και ελάχιστη απόσταση από την αρχή Ο των αξόνων. 

 ii) Την εξίσωση της εφαπτομένης ε,  του κύκλου C στο σημείο του Α(0,1). 

ιιι) Να βρείτε και την άλλη εφαπτομένη του κύκλου C, η οποία διέρχεται από το Β, όπου Β το σημείο τομής της ε με τον χ΄χ 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  6Ο
                    [image: image79.jpg]®@EMA 1lo
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Movédeg 10
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o.
.
St&vuopuox H(—B,A) civoat k&fgto Oo1nv suBe o (6‘)
Movédeg 3
[ - -
B. Tia 10 £upadov TLLYOVOU Lox Vet (ABF)=—2*!det(AraBr) y
\

Movadeg 3

s >

2 - =2 - -
y. Av a,f siaviopato pe alp xaLAeR 161 (Aa)Lf.
Movédeg 3

5. Ymapxouv K, A€Z Gote ﬂ-(/1+1):2/<+1.
Mov&deg 3
e. AGO ovTifeTa dLaviopata EXOUV cuvTeheocTéc dLetbuvong
2’1 KO(L/}tz. ToétTE ﬂq‘_"ﬂ'z.
Mové&deg 3
®@EMA 20

- -
AlvovialL to  JLoVUIoPAT u(5,‘4)1<ou V(LO), 10 onuelo

A(—LZ) kot to onuela B kot I mou opigovral oannd TLC

- - = - -

Lobtnieg AB=u—-v xa1 Al'=v.

A. No omodeifetre O6TL T Onuela A,B xau. I 3ev egivo
ocuveufe Lakd KoL Vo unoloyloete 10 eupaddHV TOU TPLYOVOU mOU
opigouv

Mov&deg 7

B. No uvmnodoyloete TLQ cuvtetaypéveg TV onpelov B xot TI'.

. Mov&deg 5
TENOS 1HYN IEAIAAL



                                                                                      
[image: image80.jpg]7. av B(3-2) xot I(0,2),
1. va BpeBolv oL OUVIETHYREVES onueiou A tou emimédou
Hote 10 TETPATIAEUPO ABI'A Vo elvat

DOPAAANAOYQAPUO .
Movédeg 6

2. vo unoloylotel n armdotaor TOU OTUE [OU K(-5,2) amé tnv

gubeia BI'.
Movadeg 7
®EMA 30
Alvoviol oL oxépotot a=4x+3, f=3k+2 Omou K QaxEPXALOG
apLepodéG
A. Noo vmnoloylogte 1O UmOAOLIIO 1ING Sitailpeong tTou apLBuoy

Sa=2F npe to T.
Movéadeg 8

B. Av K meplttdg , Vv amodeifetre 6TL O apLbupdg a+2p-1

eival moiiamAidoio tou 4.
Movéadeg 8

T. Av ¥ Betix6C axképatog Tétoloc acte ¥|3a xai yl4B, va

ynoAoytlotel o apLbudéc 7
Movédeg 9

®EMA 4o

Afvetat n mapaBorn C V' =16x .

A. No mpocdiopioete 1nv eflowon 1ng¢ eubeiac (&) 7 ono (o
Slépyxetal oamd TNV €0T LN E tnc nopaporfc xat elvat

nop&AANAN pe tnv euvbela & 4x+3y+2006=0 .
Movéadeg 7

B. Av g: 4x+3y-16=0, vo mpoodiopicete Ta onuela TOMAGC

A kot B 1ng subeiag (8) xot 1ng napafoing C
Movédeg 9

o Av A(L4) KL BUﬁ;Jé) va,anodelfete OTL oL gQauTOUEVEG TNG
ot
IUPUROANG OTX onps[a“”sivaL k&Oeteg, Kol 1O onuelo

toung tToug Pploxetol oO1q SiLevubetoloa 1N¢ TAPXPOANC.
Movéadeg 9




ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  7Ο
ΘΕΜΑ 1Ο : 





                               

 Α) Να  χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις που ακολουθούν ,γράφοντας  στην κόλλα σας τη  λέξη ¨Σωστό¨ αν  η πρόταση είναι σωστή  και ¨Λάθος¨ αν η πρόταση   είναι λάθος , δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Η εξίσωση 
[image: image81.wmf]x

y

x

=

×

 παριστάνει μία μόνο ευθεία του επιπέδου.

β. Η εξίσωση 
[image: image82.wmf]x

y

=

  παριστάνει μία μόνο ημιευθεία. 

γ. Τα σημεία (-2,2) και (4,2)  του κύκλου  
[image: image83.wmf](

)

9

)

1

(

1

2

2

=

-

+

-

y

x

 είναι  

    αντιδιαμετρικά. 

δ. Οι κύκλοι 
[image: image84.wmf]0

1

3

2

2

2

=

-

+

+

+

y

x

y

x

 και  
[image: image85.wmf]0

2

3

2

2

2

=

+

+

+

+

y

x

y

x

  είναι 

    ομόκεντροι.
ε. Μία παραβολή με άξονα  συμμετρίας τον y΄y  έχει πάντα εξίσωση της 
    μορφής 
[image: image86.wmf]py

x

2

2

=

.
ζ  . Η διευθετούσα  της 
[image: image87.wmf]y

x

4

2

=


είναι η y=-1
.

η. Η εξίσωση 
[image: image88.wmf]1

2

2

2

2

=

+

b

y

a

x


παριστάνει έλλειψη  μόνο  αν  α>β.

θ.  Οι ελλείψεις   
[image: image89.wmf]1

4

9

2

2

=

+

y

x


 και   
[image: image90.wmf]1

16

36

2

2

=

+

y

x

    είναι όμοιες.

ι  . Αν 
[image: image91.wmf]a

    και  
[image: image92.wmf]b

   μη μηδενικά τότε 
[image: image93.wmf]b

b

=

×

a

a

2

2

         

κ .   Για τα διανύσματα 
[image: image94.wmf]a

  και 
[image: image95.wmf]b

 αν 
[image: image96.wmf]0

=

×

b

a

  τότε 
[image: image97.wmf]0

=

a

  ή  
[image: image98.wmf]0

=

b

.

                                                                                        (10Χ2=20 μονάδες)
Β) Nα αποδείξετε ότι: Αν  
[image: image99.wmf]Z

Î

g

b

,

,

a

 με 
[image: image100.wmf]0

¹

a

 ,  α/β  και  α/γ  τότε  α/β+γ.                 

                                                                                                        (5 μονάδες)

ΘΕΜΑ 2Ο  

  Δίνονται  οι γραμμές 
[image: image101.wmf]2

:

1

=

+

y

x

l

l

e

  και  
[image: image102.wmf]l

e

2

:

2

=

-

y

x

, 
[image: image103.wmf]R

Î

l

.

  α. Να βρεθούν οι τιμές του 
[image: image104.wmf]R

Î

l

  ώστε 
[image: image105.wmf]1

e



 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]να παριστάνει ευθεία.      (5 μονάδες)

  β.  Για τις παραπάνω τιμές του λ να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών ανήκει σε μια ισοσκελή υπερβολή C .                                                             (10 μονάδες)
  γ.  Να υπολογίσετε τις εστίες  Ε΄ , Ε της  υπερβολής  C .            (10 μονάδες)
ΘΕΜΑ 3Ο :

Δίνεται  ο κύκλος  
[image: image107.wmf](

)

2

2

2

1

4

:

a

y

a

x

C

=

+

-

  και η  παραβολή   
[image: image108.wmf]ax

y

C

4

:

2

2

=

 , όπου α>0. 

   α. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος   
[image: image109.wmf]1

C

  έχει κέντρο την εστία της παραβολής 
[image: image110.wmf]2

C

 και εφάπτεται στη διευθετούσα της . 

          

          (10 μονάδες)

   β. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος  
[image: image111.wmf]1

C

 και η παραβολή 
[image: image112.wmf]2

C

 τέμνονται στα σημεία  Α(α ,2α)  και Β(α,-2α) .                                                                                  (5 μονάδες)

  γ . Να δείξετε  ότι οι εφαπτόμενες τις παραβολής 
[image: image113.wmf]2

C

 στα Α , Β είναι κάθετες και τέμνονται πάνω στη διευθετούσα.     

    
            (10 μονάδες)
ΘΕΜΑ 4Ο :   
 Δίνονται οι ευθείες :  
[image: image114.wmf]0

:

1
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×
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×

+

×

g
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g

b

b

a

e

y

x

  και 
[image: image115.wmf]0
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prob

a

e

g
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y

x

  όπου 
[image: image116.wmf]g

b

a

,

,

  είναι διανύσματα μη μηδενικά και ανά δύο μη συγγραμμικά .

 α. Να αποδείξετε  ότι   
[image: image117.wmf]1

e

 //
[image: image118.wmf]2

e

            



             (8 μονάδες)



 β. Να υπολογίσετε την απόσταση των 
[image: image119.wmf]1

e

 , 
[image: image120.wmf]2

e

  .                              (9 μονάδες)                                

 γ. Αν τα διανύσματα 
[image: image121.wmf]g

b

a

,

,

 είναι μοναδιαία να εξετάσετε αν μπορεί η απόσταση των δύο ευθειών να είναι ίση με 
[image: image122.wmf]2

2

   .     


                         (8 μονάδες)


ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  8Ο
ΘΕΜΑ 1ο
Α.   Nα αποδείξετε  ότι η εξίσωση  του κύκλου με κέντρο 
[image: image123.wmf](

)

00

,

xy

K

 και ακτίνα 
[image: image124.wmf]0

r

>

 είναι η :  
[image: image125.wmf](
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22
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xxyy

r
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 .                                               Μονάδες 10                                                 
Β. 
Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. 
Η εξίσωση  της  εφαπτομένης του  κύκλου 
[image: image126.wmf]222

:

Cxy

r

+=

 στο σημείο  του 
[image: image127.wmf](

)

11

,

xy

A

 είναι η 
[image: image128.wmf]11

xxyy

r

+=

 .
β. 
Το  διάνυσμα 
[image: image129.wmf](

)

1,2

a

=-

ur

 είναι κάθετο  στην ευθεία 
[image: image130.wmf]:3620080

xy

e

-+-=

.
γ. 
Αν 
[image: image131.wmf]abab

+=+

urururur

  τότε τα διανύσματα 
[image: image132.wmf]a

ur

 και 
[image: image133.wmf]b

ur

 είναι ομόρροπα. 
δ. 
Η εξίσωση 
[image: image134.wmf]22

220

xyxy

++A+B+G=

 παριστάνει κύκλο αν 
[image: image135.wmf]22

80

A+B-G>

.
ε. 
Για οποιαδήποτε διανύσματα 
[image: image136.wmf]a

ur

 , 
[image: image137.wmf]b

ur

 και  
[image: image138.wmf]g

r

  του  επιπέδου  ισχύει   
[image: image139.wmf](

)

(

)

abgabg

=

ururrururr

 .                                                     Μονάδες 5x3=15
ΘΕΜΑ 2ο

Θεωρούμε τα σημεία 
[image: image140.wmf](

)

0,1

A

, 
[image: image141.wmf](

)

2,3

B-

  και  
[image: image142.wmf](

)

4,1

G-

 . 

Α.   Nα αποδείξετε  ότι τα  σημεία 
[image: image143.wmf]A

,
[image: image144.wmf]B

 και 
[image: image145.wmf]G

 δεν  είναι  συνευθειακά .

Β.   Να βρείτε την  εξίσωση  της  διαμέσου 
[image: image146.wmf]AM

 του  τριγώνου 
[image: image147.wmf]ABG

.

Γ.   Να υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου 
[image: image148.wmf]ABG

.         Μονάδες 8+9+8=25
ΘΕΜΑ 3ο

Δίνεται η εξίσωση  
[image: image149.wmf](

)

(

)

: 1240

xy

l

ell

-+-+=

   , 
[image: image150.wmf]R

l

Î

 . 

Α. Να αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση  
[image: image151.wmf]l

e

 παριστάνει  ευθεία  για  κάθε  πραγματικό  
[image: image152.wmf]l

 .

Β. Να αποδείξετε  ότι  όλες  οι ευθείες  
[image: image153.wmf]l

e

 διέρχονται  από  σταθερό  σημείο . 

Γ. Αν  
[image: image154.wmf] , 

ab

urur

  μοναδιαία  διανύσματα  με  
[image: image155.wmf](,)

3

p

ab

Ù

=

urur

  και 
[image: image156.wmf]lab

=×

urur

  τότε:
α.   Να προσδιορίσετε  την  ευθεία 
[image: image157.wmf]e

  που  παριστάνει  η  εξίσωση  
[image: image158.wmf]l

e

 .

β. Αν  η  ευθεία  
[image: image159.wmf]: 380

xy

e

--=

  εφάπτεται  στον  κύκλο     
[image: image160.wmf](

)

(

)

22

1

: 2

10

Cxy

k

-++=

 , 
[image: image161.wmf]R

k

Î

  να  προσδιορίσετε  το κέντρο   του    κύκλου .

Μονάδες 6+7+6+6=25
ΘΕΜΑ 4ο

Δίνεται η  εξίσωση  
[image: image162.wmf]22

640

xyxy

l

+-++=

 , 
[image: image163.wmf](

)

1

 
[image: image164.wmf]R

l

Î

.

Α. Να προσδιορίσετε  τις  τιμές  του 
[image: image165.wmf]l

  ώστε  η  εξίσωση 
[image: image166.wmf](

)

1

  να  παριστάνει  κύκλο  , και  να  βρείτε  το  κέντρο  και  την  ακτίνα   του .

Β. Να βρείτε  την  τιμή  του  
[image: image167.wmf]l

  ώστε  ο  κύκλος  να  έχει  ακτίνα 
[image: image168.wmf]1

r

=

. 

Γ.  Αν  
[image: image169.wmf]12

l

=

 και  
[image: image170.wmf](

)

4,2

M

 , τότε :

α.   Να αποδείξετε  ότι το  
[image: image171.wmf]M

 είναι  εξωτερικό  σημείο  του  κύκλου .

β.  Να  προσδιορίσετε  τις   εφαπτομένες   του   κύκλου   οι   οποίες   διέρχονται  από  το  
[image: image172.wmf]M

 .                                                    Μονάδες 7+4+6+8=25
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  9Ο
ΘΕΜΑ 1ο 

Α1.
 Να αποδείξετε ότι : αν  
[image: image173.wmf](

)

11

,

xy

a

=

ur

  ,  
[image: image174.wmf](

)

22

,

xy

b

=

ur

  και 
[image: image175.wmf](

)

33

,

xy

g

=

r

  τότε  
[image: image176.wmf](

)

abgabag

×+=×+×

ururrurururr

                                                                              Μονάδες 10

Β. 
Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας την λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

i. Για το εσωτερικό γινόμενο των 
[image: image177.wmf]0

a

¹

urr

 και 
[image: image178.wmf]v

r

 ισχύει : 
[image: image179.wmf]vv

a

aaprob

×=×

r

rr

rr

 .

ii. Το  διάνυσμα 
[image: image180.wmf](

)

,

h

=AB

r

 είναι κάθετο στην ευθεία 
[image: image181.wmf]0

xy

A+B+G=

 .

iii. Αν 
[image: image182.wmf]ab

=

 τότε η υπερβολή 
[image: image183.wmf]22

22

1

xy

ab

-=

 λέγεται ισοσκελής.

iv. Αν 
[image: image184.wmf]22

40

A+B-G³

 τότε η εξίσωση 
[image: image185.wmf]22

0

xyxy

++A+B+G=

 παριστάνει κύκλο.
v. Η γωνία 
[image: image186.wmf]j

 που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image187.wmf]a

ur

 με τον άξονα 
[image: image188.wmf]'

xx

 παίρνει τιμές 
[image: image189.wmf]0

jp

£<

.                                                                                  Μονάδες 10

Γ. Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες με εστίες τα σημεία 
[image: image190.wmf]E

 και 
[image: image191.wmf]'

E

 και ποια είναι η εξίσωσή της.                                                                                            Μονάδες 5

ΘΕΜΑ 2ο 
Δίνονται τα σημεία 
[image: image192.wmf](

)

2,0

K

 και 
[image: image193.wmf](

)

1,3

L

.

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανύσματος 
[image: image194.wmf]a

=KL

uruuur

 .     Μονάδες 6

ii. Αν 
[image: image195.wmf]2

a

=

ur

  ,  
[image: image196.wmf]3

b

=

ur

  και 
[image: image197.wmf]·

,

3

p

ab

æö

=

ç÷

èø

urur

 να δείξετε οτι το γινόμενο 
[image: image198.wmf]3

ab

×=

urur

 .

Μονάδες 6

iii. Αν 
[image: image199.wmf]2

ab

AB=-

uuururur

 και 
[image: image200.wmf]43

ab

AG=+

uuururur

 οι πλευρές του τριγώνου 
[image: image201.wmf]ABG

V

 , να εκφράσετε τη διάμεσο 
[image: image202.wmf]AM

uuuur

 σαν γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων 
[image: image203.wmf]a

ur

 και 
[image: image204.wmf]b

ur

 .  Μονάδες 7

iv. Αν 
[image: image205.wmf]3

ab

AM=+

uuuururur

  να υπολογίσετε το μήκος της διαμέσου 
[image: image206.wmf]AM

uuuur

.        Μονάδες 6

ΘΕΜΑ 3ο

Δίνεται η παραβολή  
[image: image207.wmf]2

6

yx

=

. Να βρείτε :

i. Την εστία 
[image: image208.wmf]E

 και τη διευθετούσα της 
[image: image209.wmf]d

 .                                     Μονάδες 8

ii. Τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της παραβολής και απέχουν από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση με 1.                                             Μονάδες 9

iii. Την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής που είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image210.wmf]4

yx

=+

.                                                                                          Μονάδες 6

ΘΕΜΑ 4ο
Δίνεται η εξίσωση 
[image: image211.wmf](

)

222

4

423630,1

3

xyxy

mmmm

æö

++---+=

ç÷

èø

 με 
[image: image212.wmf]{

}

1

m

Î-

¡


i. Να δείξετε ότι η 
[image: image213.wmf](

)

1

 παριστάνει κύκλο για κάθε τιμή 
[image: image214.wmf]{

}

1

m

Î-

¡

.Να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου αυτού.      Μονάδες 8

ii. Να δείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την 
[image: image215.wmf](

)

1

 ανήκουν σε ευθεία 
[image: image216.wmf]1

e

 της οποίας να βρείτε την εξίσωση.                            Μονάδες 8

iii. Αν 
[image: image217.wmf]3

m

=

 να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο 
[image: image218.wmf](

)

12,0

A-

 έτσι ώστε το κέντρο 
[image: image219.wmf]K

του κύκλου να απέχει από αυτές απόσταση ίση με 6.                                                                               Μονάδες 9

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  10Ο
ΘΕΜΑ 1ο
Α.   Αν 
[image: image220.wmf](

)

11

,

Axy

 και 
[image: image221.wmf](

)

22

,

Bxy

 δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου και 
[image: image222.wmf](

)

,

xy

 οι συντεταγμένες του μέσου Μ του ΑΒ τότε να δείξετε ότι 


[image: image223.wmf]12

2

xx

x

+

=

   και  
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.                                                   Μονάδες 10
Β. 
Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. 
Για οποιαδήποτε διανύσματα  
[image: image225.wmf],,,
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β. 
Το  διάνυσμα 
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γ. 
Αν 
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  τότε τα διανύσματα 
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 έχουν πάντα  αντίθετους συντελεστές διεύθυνσης . 
δ. 
Αν ο κύκλος με εξίσωση 
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 εφάπτεται στον άξονα 
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ε. 
Αν 
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 .                                                 Μονάδες 5x3=15
ΘΕΜΑ 2ο

Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image243.wmf]a
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 και τους γραμμικούς συνδυασμούς τους  
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)

0,

u

l

=

r

 και 
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. Έστω επίσης οι ευθείες 
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1.   i)  
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             ii)  
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2.   Να υπολογίσετε την γωνία των διανυσμάτων 
[image: image254.wmf]u
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[image: image255.wmf]v
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Μονάδες (8+9)+8=25
ΘΕΜΑ 3ο

Δίνεται η εξίσωση  
[image: image256.wmf](
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1.  Να αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση  
[image: image258.wmf]l
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 παριστάνει  ευθεία  για  κάθε  πραγματικό  
[image: image259.wmf]l

 . Στη συνέχεια να αποδείξετε  ότι  όλες  οι ευθείες  
[image: image260.wmf]l
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 διέρχονται από  σταθερό  σημείο 
[image: image261.wmf]K

 το  οποίο και να  προσδιορίσετε.

2. Να βρείτε την ευθεία της  παραπάνω οικογένειας , η οποία είναι παράλληλη με το διάνυσμα 
[image: image262.wmf](
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3. Έστω 
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 η ευθεία της οικογένειας  για 
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 η ευθεία με εξίσωση   
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α.   να  προσδιορίσετε  τις τιμές του  
[image: image268.wmf]m

 ώστε   
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β.  αν 
[image: image270.wmf]24

m

=-

 ,  
[image: image271.wmf](
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 και 
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 τα σημεία στα οποία η ευθεία 
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 τέμνει τους άξονες , να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου 
[image: image275.wmf]KLM
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Μονάδες 8+5+(6+6)=25
ΘΕΜΑ 4ο

Δίνεται η  εξίσωση  
[image: image276.wmf]22
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1. Να προσδιορίσετε  τις  τιμές  του 
[image: image279.wmf]l

  ώστε  η  εξίσωση 
[image: image280.wmf](
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  να  παριστάνει  κύκλο  , και  να  βρείτε  το  κέντρο  και  την  ακτίνα   του .

2. Να βρείτε  τον γεωμετρικό τόπο  των κέντρων  των  κύκλων του  προηγούμενου ερωτήματος . 

3.  Να  προσδιορίσετε τις εξισώσεις των εφαπτομένων  του κύκλου που προκύπτει από την  
[image: image281.wmf](

)

1

  για  
[image: image282.wmf]6

l

=

  οι οποίες διέρχονται από το 
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Μονάδες 9+8+8=25
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  11Ο
ΘΕΜΑ 1ο
Α.Να αποδείξετε ότι η εξίσωση κύκλου με κέντρο Κ(x0, y0) και ακτίνα ρ είναι

(x - x0)2 + (y - y0)2 = ρ2.                                                                             Μονάδες 11

Β. Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων 
[image: image284.wmf]  
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Μονάδες 4

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας την λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α.
Αν det
[image: image285.wmf](
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 είναι η ορίζουσα των διανυσμάτων
[image: image286.wmf]β
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, τότε ισχύει η ισοδυναμία:  
[image: image287.wmf]β
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β. Η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x2 + y2 = ρ2   που διέρχεται από το σημείο του A(x1 ,y1)  είναι πάντα xx1 + yy1 = ρ2 . 

γ. Η έλλειψη  α2x2 +  β2y2 = α2 β2 έχει τις εστίες της πάνω στον άξονα x΄x . 

δ. Η έλλειψη  
[image: image289.wmf]22
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 έχει εκκεντρότητα ε =
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 ε. Η εξίσωση της παραβολής με εστία Ε
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και διευθετούσα x = 
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 είναι x2=2py.                                                                              Μονάδες 10
ΘΕΜΑ 2ο

 Για τα διανύσματα 
[image: image293.wmf]b
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 δίνεται ότι |
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[image: image296.wmf]3
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.Έστω τα διανύσματα 
[image: image297.wmf].
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Nα υπολογίσετε:

i. Το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image298.wmf]b
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                              Μονάδες 5                                          
ii. Το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image299.wmf]v

u

r

r

.


                                 Μονάδες 15

iii. Το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων 
[image: image300.wmf]u

r

και 
[image: image301.wmf]v

r

.                       Μονάδες 5                           
ΘΕΜΑ 3ο
Δίνονται οι ευθείες με εξισώσεις, ε1: x + 2y + 1 = 0 και ε2: x – y – 2 = 0.

i) Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης των ε1 και  ε2.                    Μονάδες 8
ii) Να βρεθούν τα σημεία της ε2 που επέχουν από την ε1 απόσταση 
[image: image302.wmf]65

5

.




Μονάδες 9
iii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που είναι κάθετη στην ε1 στο σημείο Μ και τέμνει την ε2 στο σημείο Ν έτσι ώστε (ΜΝ) = 
[image: image303.wmf]5

.                Μονάδες 8
ΘΕΜΑ 4ο
Δίνονται οι κύκλοι C1: x2 +(y – 2)2 = 4 και C2: x2 +y2 -2y = 0.

i. Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά                       Μονάδες 7

ii. Αν η ευθεία ε: y = αx σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ γωνία 
[image: image304.wmf]3

p

, να βρείτε τα σημεία τομής Α και Β διαφορετικά του σημείου Ο(0, 0), των κύκλων C1, C2 και της ευθείας ε.                                                                                          Μονάδες 10

iii. Αν ε1 και ε2 οι ευθείες των εφαπτομένων των δύο κύκλων στα σημεία Α και Β να αποδείξετε ότι ε1
[image: image305.wmf]P

ε2.                                                                  Μονάδες 8

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  12Ο
ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου

[image: image306.wmf]222
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 στο σημείο του 
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 έχει εξίσωση 
[image: image308.wmf]2
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 .                                                                          Μονάδες 10

Β. 
Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας την λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.   Μονάδες 10

i. Αν 
[image: image309.wmf]lama
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 και 
[image: image310.wmf]0
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 τότε 
[image: image311.wmf]lm
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ii. Για το εσωτερικό γινόμενο των 
[image: image312.wmf]0
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 και 
[image: image313.wmf]v

r

 ισχύει : 
[image: image314.wmf]vv
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iii. Το διάνυσμα 
[image: image315.wmf](
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 είναι κάθετο στην ευθεία 
[image: image316.wmf]0
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iv. Αν 
[image: image317.wmf]ab
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 τότε η υπερβολή 
[image: image318.wmf]22
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 λέγεται ισοσκελής.

v. Η γωνία 
[image: image319.wmf]j

 που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image320.wmf]a
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 με τον άξονα 
[image: image321.wmf]'
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 παίρνει τιμές 
[image: image322.wmf]02
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Γ. Τι ονομάζεται παραβολή με εστία 
[image: image323.wmf]E

 και διευθετούσα 
[image: image324.wmf]d

 . Ποια είναι η εξίσωσή της όταν η 
[image: image325.wmf]E

 βρίσκεται στον άξονα 
[image: image326.wmf]'
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                                      Μονάδες 5

ΘΕΜΑ 2ο
Δίνονται τα σημεία 
[image: image327.wmf](

)

1,1

A--

, 
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 το διάνυσμα 
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i. Αν 
[image: image331.wmf]M

 το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος 
[image: image332.wmf]AB

 να υπολογίσετε τις συντεταγμένες  του διανύσματος 
[image: image333.wmf]AM
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 .                                                                   Μονάδες 8

ii.  Να υπολογίσετε το γινόμενο  
[image: image334.wmf]k

=AM×AR
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 αν 
[image: image335.wmf]4
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 και 
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Μονάδες 7

iii. Για 
[image: image337.wmf]2
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 να εξετάσετε αν τα διανύσματα 
[image: image338.wmf]AM
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 και 
[image: image339.wmf]AK
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 είναι συγγραμμικά και να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου 
[image: image340.wmf]AMK

                         Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 3ο
Δίνεται η εξίσωση 
[image: image341.wmf](
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i. Να βρείτε τις τιμές του 
[image: image342.wmf]R
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 για τις οποίες η εξίσωση 
[image: image343.wmf](
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 παριστάνει εξίσωση κύκλου και στη συνέχεια να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα .     Μονάδες 13
ii. Να βρείτε τις τιμές του 
[image: image344.wmf]R

l

Î

 ώστε ο κύκλος 
[image: image345.wmf](
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 να εφάπτεται στην ευθεία 
[image: image346.wmf]:4320
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                                                                        Μονάδες 12

ΘΕΜΑ 4ο
Δίνεται η εξίσωση 
[image: image347.wmf](
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[image: image348.wmf](
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Α.
Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή της παραμέτρου 
[image: image349.wmf]l

 η εξίσωση 
[image: image350.wmf](
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 παριστάνει ευθεία γραμμή .                                                                                  Μονάδες 5

Β.
Αν 
[image: image351.wmf]e

 η ευθεία 
[image: image352.wmf]43120
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 και 
[image: image353.wmf]h

 η ευθεία  που προκύπτει από την 
[image: image354.wmf](
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 για 
[image: image355.wmf]2
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 να βρείτε : 
i. Την απόσταση των ευθειών 
[image: image356.wmf]e

 και 
[image: image357.wmf]h

 .                                        Μονάδες 5

ii. Τη μεσοπαράλληλη των ευθειών  
[image: image358.wmf]e

 και 
[image: image359.wmf]h

 .                                Μονάδες 7

Γ.
Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζεται από την 
[image: image360.wmf](

)

1

 και σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο .                                                                     Μονάδες 8
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  12Ο
ΘΕΜΑ 1Ο : 





                               

 Α) Να  χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις που ακολουθούν ,γράφοντας  στην κόλλα σας τη  λέξη ¨Σωστό¨ αν  η πρόταση είναι σωστή  και ¨Λάθος¨ αν η πρόταση   είναι λάθος , δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Η εξίσωση 
[image: image361.wmf]x
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 παριστάνει μία μόνο ευθεία του επιπέδου.

β. Η εξίσωση 
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  παριστάνει μία μόνο ημιευθεία.
[image: image363.wmf] 

γ.Τα σημεία (-2,2) και (4,2)  του κύκλου  
[image: image364.wmf](
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    αντιδιαμετρικά.
[image: image365.wmf]
δ. Οι κύκλοι 
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    ομόκεντροι.
ε. Μία παραβολή με άξονα  συμμετρίας τον y΄y  έχει πάντα εξίσωση της 
    μορφής 
[image: image368.wmf]py
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ζ  . Η διευθετούσα  της 
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είναι η y=-1
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η. Η εξίσωση 
[image: image370.wmf]1
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παριστάνει έλλειψη  μόνο  αν  α>β.

θ.  Οι ελλείψεις   
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    είναι όμοιες.

ι  . Αν 
[image: image373.wmf]a

    και  
[image: image374.wmf]b

   μη μηδενικά τότε 
[image: image375.wmf]b
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κ .   Για τα διανύσματα 
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  και 
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  τότε 
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Β) Nα αποδείξετε ότι: Αν  
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ΘΕΜΑ 2Ο  

  Δίνονται  οι γραμμές 
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[image: image385.wmf]R
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  α. Να βρεθούν οι τιμές του 
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  ώστε 
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 EMBED Equation.3  [image: image388.wmf]να παριστάνει ευθεία.
[image: image389.wmf]     (5 μονάδες)

  β.  Για τις παραπάνω τιμές του λ να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών ανήκει σε μια ισοσκελή υπερβολή C .                                                        (10 μονάδες)
  γ.  Να υπολογίσετε τις εστίες  Ε’ ,Ε της  υπερβολής  C .            (10 μονάδες)
  ΘΕΜΑ 3Ο :

Δίνεται  ο κύκλος  
[image: image390.wmf](
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  και η  παραβολή   
[image: image391.wmf]ax
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 , όπου α>0. 

   α. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος   
[image: image392.wmf]1

C

  έχει κέντρο την εστία της παραβολής 
[image: image393.wmf]2

C

 και εφάπτεται στη διευθετούσα της .         

     (10 μονάδες)

   β. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος  
[image: image394.wmf]1

C

 και η παραβολή 
[image: image395.wmf]2

C

 τέμνονται στα σημεία  Α(α ,2α)  και Β(α,-2α) .                                                         (5 μονάδες)

  γ . Να δείξετε  ότι οι εφαπτόμενες τις παραβολής 
[image: image396.wmf]2
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 στα Α , Β είναι κάθετες και τέμνονται πάνω στη διευθετούσα. 


    
      (10 μονάδες)
ΘΕΜΑ 4Ο :   
 Δίνονται οι ευθείες :  
[image: image397.wmf]0
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  όπου 
[image: image399.wmf]g
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  είναι διανύσματα μη μηδενικά και ανά δύο μη συγγραμμικά .

 α. Να αποδείξετε  ότι   
[image: image400.wmf]1

e

 //
[image: image401.wmf]2

e

            



       (8 μονάδες)



 β. Να υπολογίσετε την απόσταση των 
[image: image402.wmf]1

e

 , 
[image: image403.wmf]2
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  .                              (9 μονάδες)              


 γ. Αν τα διανύσματα 
[image: image404.wmf]g
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 είναι μοναδιαία να εξετάσετε αν μπορεί η απόσταση των δύο ευθειών να είναι ίση με 
[image: image405.wmf]2
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   .              (8 μονάδες)


ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  13Ο
Θ Ε Μ Α   1ο
Α. Έστω α,β,γ ακέραιοι. Αν α/β και α/γ να αποδείξετε ότι α/β+γ.  (ΜΟΝΑΔΕΣ 12)           

Β. Έστω δύο σημεία Ε και Ε΄ ενός επιπέδου. Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες τα σημεία  Ε και Ε΄ στο συγκεκριμένο επίπεδο.                                                     (ΜΟΝΑΔΕΣ 3) 

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
[image: image406.wmf]1
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β) Αν 
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γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 
[image: image411.wmf])
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δ) Η εφαπτομένη της παραβολής 
[image: image413.wmf]px
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 στο σημείο της 
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ε) Ο συντελεστής ευθείας παράλληλης με τον άξονα ψ΄ψ δεν ορίζεται.           

(ΜΟΝΑΔΕΣ 10)           

Θ Ε Μ Α   2ο
Δίνεται ο ακέραιος  αριθμός α=3κ+2, όπου κ
[image: image416.wmf]Î

Ζ. 

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
[image: image417.wmf]2

a

 με το 3 είναι 1. (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image418.wmf]3
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 είναι ακέραιος.                (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
[image: image419.wmf]3
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 με το 3.                 (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

Θ Ε Μ Α   3ο
Για τα διανύσματα 
[image: image420.wmf]b
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 δίνεται ότι 
[image: image421.wmf]2
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[image: image424.wmf]b
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. Να υπολογίσετε :

α) Τα εσωτερικά γινόμενα 
[image: image426.wmf]b
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 και 
[image: image427.wmf]v
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.                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)

β) Τα μέτρα 
[image: image428.wmf]v
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 των διανυσμάτων 
[image: image429.wmf]u
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 και 
[image: image430.wmf]v
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.                               (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων 
[image: image431.wmf]u
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 και 
[image: image432.wmf]v
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.              (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

Θ Ε Μ Α   4ο
Δίνεται η εξίσωση 
[image: image433.wmf]R
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α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C για κάθε 
[image: image434.wmf]R

Î

q

 του οποίου να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ.                                                 (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)

β) Να δείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την εξίσωση (1) ανήκουν σε κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων του οποίου να βρείτε την ακτίνα.  (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Να δείξετε ότι η ευθεία  ε: 
[image: image435.wmf]0
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 είναι εφαπτομένη του κύκλου C για κάθε 
[image: image436.wmf]R
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                                                                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  14Ο
Θ Ε Μ Α   1ο
Α. Έστω 
[image: image437.wmf](

)

11

,

xy

A

 και 
[image: image438.wmf](
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 δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου και 
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2

yy

y

+

=

                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 12)           

Β. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image442.wmf]a

r

 και 
[image: image443.wmf]b
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 ονομάζονται συγγραμμικά ή παράλληλα;                                                             (ΜΟΝΑΔΕΣ 5) 

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α) Έστω α, β, γ ακέραιοι ισχύει: αν α/β και α/γ τότε α/β+γ
β) Αν 
[image: image444.wmf]ab
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 τότε 
[image: image445.wmf]b
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 και αντιστρόφως                                           

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 
[image: image446.wmf])
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[image: image447.wmf]11
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δ) Η εξίσωση της υπερβολής με εστίες 
[image: image448.wmf](

)

,0

g

¢

E-

, 
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 ,            (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

Θ Ε Μ Α   2ο
Δίνονται τα σημεία Α και Β με συντεταγμένες 
[image: image451.wmf](
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 και 
[image: image452.wmf](
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α) Να βρείτε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανύσματος 
[image: image453.wmf]AB

uuur

. (ΜΟΝΑΔΕΣ 5)  

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το μέσο του ΑΒ και είναι παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση 
[image: image454.wmf]3650

xy

-+=

                        (ΜΟΝΑΔΕΣ 5)

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το τμήμα ΑΒ.(ΜΟΝΑΔΕΣ 5)

δ) Αν 
[image: image455.wmf](
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 να δείξετε ότι 
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.                                            (ΜΟΝΑΔΕΣ 5)

Θ Ε Μ Α   3ο
Δίνεται ο ακέραιος  αριθμός α=4κ+3, όπου κ
[image: image457.wmf]Î

Ζ. 

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
[image: image458.wmf]2

a

 με το 8 είναι 1. (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)

β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image459.wmf]2
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 είναι ακέραιος.          (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Αν 
[image: image460.wmf]63
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 και 
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 να γράψετε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του 
[image: image462.wmf]a

 με το 
[image: image463.wmf]b

.                                                                    (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

Θ Ε Μ Α   4ο
Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση 
[image: image464.wmf]22
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 και η υπερβολή με εξίσωση 
[image: image465.wmf]22
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α) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου.                (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)

β) Να βρείτε τις εστίες, τη σταθερή διαφορά 2α, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής.                                                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού 
[image: image466.wmf]l

, ώστε η ευθεία 
[image: image467.wmf]340
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 να είναι εφαπτομένη του κύκλου.                            (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  15Ο
Θ Ε Μ Α   1ο
Α1) Έστω α,β,γ ακέραιοι. Αν α/β και α/γ να αποδείξετε ότι α/β+γ.      (ΜΟΝΑΔΕΣ 12)
Α2) Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες  Ε’ και Ε.                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 3) 

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
[image: image468.wmf]1
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 είναι οι ευθείες 
[image: image469.wmf]x

y

b

a

-

=

 και 
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 (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)

β) Αν 
[image: image471.wmf]b
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 τότε 
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 και αντιστρόφως                               (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 
[image: image473.wmf])
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                                                        (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)

δ) Η εφαπτομένη της παραβολής 
[image: image475.wmf]px
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 στο σημείο της 
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                                                                                (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)                                                                                                                             

ε) Ο συντελεστής ευθείας παράλληλης με τον άξονα ψ΄ψ δεν ορίζεται.      (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)

Θ Ε Μ Α   2ο
Δίνεται ο ακέραιος α για τον οποίο ισχύει ότι το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσής του με το 3 είναι 2.

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
[image: image478.wmf]2

a

 με το 3 είναι 1.    (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image479.wmf]3
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 είναι ακέραιος.                              (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
[image: image480.wmf]3
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 με το 3.                            (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)
Θ Ε Μ Α   3ο
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image481.wmf]b
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για τα οποία ισχύει 
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 .Δίνεται επίσης το τρίγωνο ΑΒΓ με 
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 και ΑΜ η διάμεσος του.

α) Να υπολογίσετε το 
[image: image486.wmf]b
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.                                                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 3)

β) Να αποδείξετε ότι :
[image: image487.wmf]2
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                                                          (ΜΟΝΑΔΕΣ 7)

γ) Να υπολογίσετε το 
[image: image488.wmf]AM

                                                                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 7)

δ) Να υπολογίσετε το 
[image: image489.wmf](

)

AM

AB

Ù

,

sun

                                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

Θ Ε Μ Α   4ο
Δίνεται η εξίσωση 
[image: image490.wmf]R
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α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C για κάθε 
[image: image491.wmf]R

Î

q

 του οποίου να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ.                                                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

β) Να δείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την εξίσωση (1) ανήκουν σε κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων του οποίου να βρείτε την ακτίνα. (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Να δείξετε ότι η ευθεία  ε: 
[image: image492.wmf]0
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 είναι εφαπτομένη του κύκλου C για κάθε 
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                                                                                                 (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  16Ο
Θ Ε Μ Α   1ο
Α. Έστω α,β,γ ακέραιοι με 
[image: image494.wmf]0
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. Αν α/β και α/γ να αποδείξετε ότι α/(β+γ).                    


 (ΜΟΝΑΔΕΣ 10) 
Να δώσετε τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου 
[image: image495.wmf]ab
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    διανυσμάτων 
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 .                (ΜΟΝΑΔΕΣ 5) 

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
[image: image497.wmf]1
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β) Αν 
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 και αντιστρόφως                                           

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 
[image: image502.wmf])
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δ) Η εφαπτομένη της παραβολής 
[image: image504.wmf]px
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[image: image506.wmf])

(

2

1

1

x

x

p

yy

+

=

                                                                                                                         

ε) Αν 
[image: image507.wmf]//
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.                   (ΜΟΝΑΔΕΣ 10)           

Θ Ε Μ Α   2ο
Δίνονται τα σημεία Α και Β με συντεταγμένες 
[image: image511.wmf](
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 και 
[image: image512.wmf](

)

8,2

B-

. 

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανύσματος 
[image: image513.wmf]AB

uuur

. (ΜΟΝΑΔΕΣ 6)

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το μέσο του ΑΒ και είναι παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση 
[image: image514.wmf]3650
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                             (ΜΟΝΑΔΕΣ 7)

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το τμήμα ΑΒ.(ΜΟΝΑΔΕΣ 6)

δ) Αν 
[image: image515.wmf](
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.                                          (ΜΟΝΑΔΕΣ 6)

Θ Ε Μ Α   3ο
Δίνεται ο ακέραιος  αριθμός α=4κ+3, όπου κ
[image: image517.wmf]Î

Ζ. 

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
[image: image518.wmf]2
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 με το 8 είναι 1.(ΜΟΝΑΔΕΣ 9) β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
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 είναι ακέραιος.                (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Αν 
[image: image520.wmf]63
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 και 
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 να γράψετε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του 
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 με το 
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.                                                                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

Θ Ε Μ Α   4ο
Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση 
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 και η υπερβολή με εξίσωση 
[image: image525.wmf]22

169144

xy

-=


α) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου.                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)

β) Να βρείτε τις εστίες, τη σταθερή διαφορά 2α, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής.                                                                                   (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

γ) Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού 
[image: image526.wmf]l

, ώστε η ευθεία 
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 να είναι εφαπτομένη του κύκλου.                                                          (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)

ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ  Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ

ΘΕΜΑ 1Ο

Α1)  Έστω το διάνυσμα  
[image: image528.wmf](,)
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. Να ορίσετε τις έννοιες 

        α)μέτρο του διανύσματος και β) συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος

Α2)  Να γράψετε τους τύπους που δίνουν  

        α) την απόσταση σημείου Μ( x0 , y0 ) από την ευθεία ε με εξίσωση Αx + By + Γ = 0

        β) το εμβαδόν (ΑΒΓ) ενός τριγώνου με κορυφές τα σημεία Α , Β , Γ.

Α3)  Τι είναι παραβολή με εστία Ε και διευθετούσα δ;

Α4)  Τι είναι έλλειψη με εστίες Ε και Ε΄;

Α5)  Τι είναι υπερβολή  με εστίες Ε και Ε΄;

Α6)  Πώς διαβάζεται και τι σημαίνει η σχέση β ( α  ;  

Α7)  Ποιες ελλείψεις λέγονται όμοιες ;
Β1)  Έστω τα διανύσματα  
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 . Να αποδείξετε ότι:

   Α) 
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Β2)  Έστω τα διανύσματα  
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  και  λ((. Να αποδείξετε ότι:

     
[image: image535.wmf]()()()

aaa

lblblb

××=××=××

ruruururrur


Β3)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου με κέντρο  Κ( x0 , y0 ) και ακτίνα ρ είναι :

       ( x – x0 )2 + ( y – y0 )2 = ρ2 

Β4)  Αν α , β , γ ακέραιοι  να αποδείξετε ότι :

        Α) αν α / β και β / γ  τότε  και  α / γ   και  Β) αν α / β  και  α / γ  τότε  και  α / (β + γ ) 

Γ1)  Ποια η εκκεντρότητα και ποιες οι ασύμπτωτες μιας ισοσκελούς υπερβολής ;

Γ2)  Είναι δυνατόν μια έλλειψη και μια υπερβολή να έχουν ίδια εκκεντρότητα ; (Εξηγείστε)

Γ3)  Τι συμπεραίνεται για τα μη μηδενικά διανύσματα  
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 ; (Εξηγείστε)

ΘΕΜΑ 2Ο
1. Έστω τα διανύσματα  
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    α) Ποιο το κ   ώστε  
[image: image542.wmf] 
[image: image543.wmf]a

b

rur

P

   ; 

    β) Ποιο το κ   ώστε      
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    γ) Αν το κ είναι ακέραιος να βρεθεί το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του 
[image: image545.wmf]a
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 με το 3.

2. Έστω τα σημεία  Α( 2 , 3 ) , Β( 1 , 5 ) και Γ( 2α , α + 3 )   με   α εR(( .

    α) Ποια η απόσταση των σημείων Α και Β ;

    β) Ποια η εξίσωση της ευθείας ΑΒ ;

    γ) Να αποδείξετε ότι το Γ κινείται σε ευθεία η οποία να βρεθεί 

    δ) Ποιες οι δυνατές ακέραιες τιμές του α  ώστε το εμβαδόν (ΑΒΓ) να είναι ακέραιος αριθμός ;

3. Έστω ο ακέραιος α = 28κ + 11  ώστε ο κ2 να είναι περιττός .

    α) Να αποδείξετε ότι ο κ είναι περιττός

    β) Να αποδείξετε ότι ο α είναι και αυτός περιττός

    γ) Ποιο το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α με το 7 .

4. Έστω η παραβολή  y2 = 8x
    α) Ποια η εστία και ποια η διευθετούσα της

    β) Ποια η εξίσωση εφαπτομένης της στο σημείο Μ ( 2 , - 4 )

    γ) Να αποδείξετε ότι  για οποιοδήποτε σημείο της Ρ ( x , y ) με τετμημένη ακέραιο πρέπει και η 

        τεταγμένη να είναι άρτιος ακέραιος .

6. Α. Ποια η εξίσωση ευθείας η οποία περνάει από το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ με 
Α( 3, -8 ) και Β(5 , 2 ) και από το κέντρο Κ του κύκλου με εξίσωση  
x2 + y2 +4x – 10y – 20 = 0 ;

    Β. Ποιο το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ όπου :

        Δ  είναι το σημείο τομής των ευθειών  x + 2y = 5 και  3x – 4y = 5

        E  είναι η εστία της παραβολής  y2 = - 12x   και

        Ζ  είναι  η αρχή του διανύσματος  
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 όπου Ρ ( 8 , 2 ) το πέρας του διανύσματος.

6. Α. Έστω 
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         Να βρεθεί το 
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    Β.  Να βρεθεί διάνυσμα  
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ΘΕΜΑ 3Ο
1. Έστω η εξίσωση        C : ( x – 3y )2 + ( 3x + y )2 = 40

    α) Να αποδείξετε ότι  η C παριστάνει κύκλο και να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του

    β) Ποια η εξίσωση εφαπτομένης του κύκλου αυτού στο σημείο του 
[image: image557.wmf]
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    γ) Να εξηγήσετε γιατί δεν  υπάρχει σημείο του Ρ( α , β ) ώστε α περιττός και συγχρόνως β άρτιος.

2. Έστω η εξίσωση        C :  x2 – 6αx + y2 + 2αy – 2005 = 0

    α) Να αποδείξετε ότι  η C παριστάνει πάντα κύκλο και να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του ρ.

    β) Αν Κ( x0 , y0 )  είναι τα κέντρα των παραπάνω κύκλων να αποδείξετε ότι ανήκουν σε ευθεία 

        που περνάει από την αρχή των αξόνων .

    γ) Αν α ((  να αποδείξετε ότι   ρ2 = πολ5

3. Έστω τα σημεία  Α( 4 , 0 ) , Β( 8 , 3 ) και Γ( 5 , 7 ) 

    α) Να αποδείξετε ότι  το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές και να βρεθεί το 

        εμβαδόν του .

    β) Ποια η εξίσωση της διαμέσου ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ ;

    γ) Που κινούνται τα σημεία  Μ( x  , y ) αν ισχύει :

          
[image: image559.wmf]22
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4. Έστω η εξίσωση        C :  x2  +9 y2 = 9

    α) Να αποδείξετε ότι  η C παριστάνει έλλειψη και να βρείτε εστίες , κορυφές και εκκεντρότητα 

    β) Ποια η εξίσωση εφαπτομένης της C στο σημείο της  
[image: image560.wmf]1
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 ; 

    γ) Να βρεθεί σημείο Μ( x  , y ) της έλλειψης ώστε  
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  όπου Ο η αρχή αξόνων .

5. Α. Να βρεθεί η μορφή του α ((   ώστε ο αριθμός  Μ = 
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    Β. Αν το υπόλοιπο της  της ευκλείδειας διαίρεσης του α με το 3 είναι 2 

        να αποδείξετε ότι  ο αριθμός  Ρ = (α2 – 2α + 2004)  είναι πολλαπλάσιο του 3 .

6. Έστω η εξίσωση (Ε) : ( 2λ – 1 )x + ( 3λ + 4 )y – 8λ – 7 = 0

    α) Να αποδείξετε ότι  η (Ε ) παριστάνει ευθεία για κάθε τιμή του λ(( και περνάει από σταθερό 

        σημείο το οποίο να βρεθεί .

    β) Ποιο το λ αν η παραπάνω ευθεία εφάπτεται στον κύκλο με κέντρο την αρχή αξόνων και ακτίνα

        ρ=1 ;  (τριγωνομετρικός κύκλος)

ΘΕΜΑ 4Ο
1. Έστω τα σημεία  Α( 1 , 2 ) , Β( 2 , 5 ) και Μ( x  , y )  ώστε 
[image: image563.wmf]2
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    α) Να αποδείξετε ότι  το Μ κινείται σε κύκλο και να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του ρ.

    β) Ποια η εξίσωση της ευθείας ΑΒ ;

    γ) Ποια η σχετική θέση της ευθείας ε με εξίσωση 4x – 3y +12 = 0 με τον κύκλο αυτό .

2. Έστω η υπερβολή   C :   
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    α) Ποιες οι εστίες , η εκκεντρότητα και οι ασύμπτωτες της .

    β) Να βρεθεί το γινόμενο των αποστάσεων ενός τυχαίου σημείου της Μ( x0 , y0 )  από τις 

        ασύμπτωτες της .

    γ) Αν Ρ ( μ , ν ) σημείο της υπερβολής με τεταγμένη άρτιο ακέραιο να αποδείξετε ότι  μ2 = πολ3

3. Έστω τα σημεία   Μ ( 8α + 16 , α2 + 4α +4 )  με α (( .

    α) Να αποδείξετε ότι  τα σημεία  Μ κινούνται σε μια παραβολή και να βρεθεί η εστία και η 

        διευθετούσα της .

    β) Είναι δυνατόν το τυχαίο σημείο Μ της παραπάνω παραβολής να έχει τετμημένη περιττό 

        ακέραιο και συγχρόνως και τεταγμένη  ακέραιο ;
4. Έστω τα σημεία   Β( 4 , 2 ) και Γ( 6 , 2 )

    α) Ποια η εξίσωση της μεσοκαθέτου (ε) του τμήματος ΒΓ

    β) Αν Α το σημείο τομής της διχοτόμου της γωνίας xOy των αξόνων (1ης-3ης γωνίας) και της (ε)

        να βρεθεί το μήκος του ύψους ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ

    γ) Ποια η εξίσωση της ευθείας ΑΓ και ποιο το μήκος του ύψους ΒΕ του τριγώνου ΑΒΓ .

    δ) Να αποδείξετε ότι  το άθροισμα των αποστάσεων τυχαίου σημείου Μ  της πλευράς ΒΓ από τις 

        πλευρές  ΑΒ και ΑΓ είναι σταθερό .

5. Έστω η εξίσωση (Ε) :( λ2+λ-2)χ + (λ2+2λ)ψ +(λ2-3λ-10)=0

i. Πότε παριστάνει ευθεία;

ii. Πότε είναι παράλληλη στον άξονα  χ΄χ  ;

iii. Πότε είναι παράλληλη στον άξονα  ψ΄ψ ;

iv. Πότε περνάει από αρχή αξόνων ;

v. Είναι δυνατόν να σχηματίζει γωνία  135ο με τον χ΄χ ;

vi. Να δείξετε ότι όλες οι παραπάνω ευθείες περνούν από σταθερό σημείο δηλαδή αποτελούν δέσμη ευθειών.

6. Έστω Α(λ,λ+1) , Β(λ+6,2λ+1) , Γ(λ+3,λ)

i. Πότε τα Α,Β,Γ είναι συνευθειακά ;

ii. Αν ορίζουν τρίγωνο ΑΒΓ ποιο το λ ώστε (ΑΒΓ)=12 τ.μ ;

iii. Ποιο το λ ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο στο Α ;

7. Έστω Α(3,5) ,Β(5, -9) ,Γ( -3,7)
i. Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών, διαμέσων , μεσοκαθέτων και υψών του καθώς και οι συντεταγμένες του βαρύκεντρου , περίκεντρου και ορθόκεντρου του

ii. Ποια τα μήκη πλευρών, διαμέσων και υψών

iii. Ποιο το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ

iv. Ποια η ακτίνα του περιγεγγραμμένου κύκλου του  τριγώνου ΑΒΓ

8. Έστω Α(-1,2) ,Β(μ,μ+3),Γ(κ,2κ),Δ(λ,λ-1)
i. Δείξτε ότι τα σημεία Β και Δ κινούνται σε δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2  με Α(ε1 και να βρεθεί το κ αν είναι γνωστό ότι  Γ( ε2
ii. Ποια η συνθήκη ώστε ΑΒΓΔ  παραλληλόγραμμο;

iii. Είναι δυνατόν να είναι ρόμβος ,ορθογώνιο ή τετράγωνο;

iv. Τι θα πρέπει να ισχύει ώστε να είναι τραπέζιο και τι για ισοσκελές τραπέζιο;

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1)Έστω Α(4,0) ,Β(8,3) , Γ(5.7). 

a) Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές

b) Ποιο το σύνολο των σημείων Μ(χ,ψ) ώστε 
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2) Έστω Α(1,3) , Β(μ,2μ+1),Γ(2, -1) και Δ(λ,2λ-5)

a) Να δειχθεί ότι τα Β και Δ κινούνται σε παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 με Α στην ε1 και Β στην ε2
b) Ποια η συνθήκη ώστε ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο, ρόμβος, ορθογώνιο,  τετράγωνο. τραπέζιο και ισοσκελές τραπέζιο.

3) Σε τρίγωνο ΑΒΓ η πλευρά ΑΒ έχει εξίσωση 2χ-ψ=1, ενώ η ΒΓ έχει εξίσωση 

    χ-2ψ+1=0. Αν η ΑΓ είναι παράλληλη στην ευθεία 2χ+11ψ+2004=0 και Α(2,3) τότε

    α)ποια η εξίσωση της ΑΓ  β) ποια τα Β και Γ γ)ν.δ.ο. ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο

    δ) να βρεθούν οι εξισώσεις των μγ και υα

4) Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(2,1) και δύο ύψη του έχουν εξισώσεις 3χ+ψ –11=0 και

    χ-ψ +3=0. α) ποιο το ορθόκεντρο Η  β)ποιες οι κορυφές Β και Γ  

                      γ) ποιες οι  εξισώσεις  των πλευρών του  δ) ποιο το εμβαδόν του  

5) Έστω η εξίσωση Ε: (2λ +1)χ - (2 +λ)ψ +1-λ=0

     α)ν.δ.ο παριστάνει ευθεία για κάθε λ(R  β) ν.δ.ο διέρχεται από σταθερό σημείο

     γ)να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α( 3,9) από την Ε για λ=1  

     δ) ποιο το λ ώστε η απόσταση του Β(2,1 ) από την Ε να είναι 1  

  6)α)Δείξτε ότι η εξίσωση χ2+ψ2+2χψ–3χ–3ψ+2=0 παριστάνει δύο παράλληλες        ευθείες .β)Ποια  η μεταξύ τους απόσταση; γ)ποιο το εμβαδόν του τραπεζίου που σχηματίζουν αυτές με τους άξονες χ΄χ και ψ΄ψ ;

  7) Έστω η εξίσωση Ε: (μ2 –μ)χ + (μ2 –1)ψ +(μ+3)=0

    α)πότε είναι ευθεία ; β)πότε είναι παράλληλη στον χ΄χ γ) πότε είναι παράλληλη    στον ψ΄ψ ; δ) πότε περνάει από την αρχή των αξόνων ;

8)Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε η οποία είναι παράλληλη στην ευθεία 

   ζ: 3χ –4ψ +2003=0 και η απόσταση του σημείου Ρ(2,-1) από την ε να είναι 3

   (ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ορίζω ε: ψ=λχ+β ,βρίσκω λ, παίρνω τύπο d(Ρ,ε)=…κ.τ.λ.)

9) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε η οποία περνάει από το Μ(0,1) και απέχει από το Ρ(2,0) απόσταση 2.   

(ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ορίζω ε: ψ=λχ+β ,βρίσκω β σε σχέση με το λ, παίρνω τύπο d(Ρ,ε)=…κ.τ.λ.)

10)Έστω ε: χ-ψ+1=0 α)ποιες οι συμμετρικές της ε ως προς χ΄χ , ψ΄ψ , αρχή αξόνων

                                  β)ποια η συμμετρική της ε ως προς το σημείο Κ(1,3)

                                  γ) ποια η συμμετρική της ε ως προς την ευθεία ζ: 2χ +5ψ +3=0
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