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 ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΩΝ   ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ   ΛΥΚΕΙΩΝ   ΤΗΣ  ΡΟΔΟΥ  

ΤΗΣ    Β΄ ΤΑΞΗΣ   ΣΤΑ    ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ    ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ   

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  1
Ο 

ΘΕΜΑ 1
ον

: 

α. Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων   β ,α  


.        Μονάδες 5 

β.      Αν 

ν,α   είναι δύο  διανύσματα του επιπέδου  με 


 0α  και η προβολή 

του 

ν  στο 


α  συμβολίζεται με 




νπροβ

α
, τότε να αποδείξετε ότι 

 



 νπροβανα

α
.                                                          Μονάδες 10  

γ.        Στο παρακάτω σχήμα το σημείο Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ 

και το Ο ένα σημείο αναφοράς. Να αποδείξετε ότι η διανυσματική ακτίνα 


OM  του 

μέσου Μ δίνεται από την ισότητα:   
2

OBOA
  OM  


 

  

 

 

 A

O

M

B
  

Μονάδες 10 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 2
ον

: 

 

Α. Κάθε κωνική της στήλης Α του παρακάτω πίνακα έχει εξίσωση που βρίσκεται στη 

στήλη Β.  Να αντιστοιχίσετε τα στοιχεία των δύο στηλών. 

 

A

O

M

B
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στήλη Α 

είδος κωνικής 

στήλη Β 

εξίσωση γραμμής 

1.     κύκλος 

2.     παραβολή 

3.     έλλειψη 

4.     υπερβολή 

Α.     x + y = 1 

Β.     x
2
 + y

2
 = 0 

Γ.     x
2
 = 9 - (y - 1)

2
 

Δ.     9x
2
 = 63 + 7y

2
 

Ε.     y
2
 - 16x = 0 

Ζ.     4x
2
 = 100 - 

25y
2
  

Μονάδες 12 

B.     Να επιλέξετε την σωστή απάντηση: 

     Η εξίσωση x
2
 + y

2
 + Ax + By + Γ = 0 παριστάνει πάντα κύκλο, όταν   

Α. Α
2
 + Β

2
 - 4Γ είναι τέλειο τετράγωνο Β. Α  + Β   0 

Γ. Α
2
 + Β

2
 > 4Γ    Δ. 4Α

2
 + 4Β

2
 - Γ < 0 

Ε. Α
2
 + Β

2
 < 4Γ                                                                                          Μονάδες 3 

 

Γ.    Να επιλέξετε το ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ  από τις παρακάτω προτάσεις       Μονάδες 10 

           1. Αν είναι (

α ,

 
β ) > 

π

2
,  τότε 


α .


β  < 0.                                                     

           2. Ισχύει 

α .


δ  = 


α . δπροβ

 
α .      

           3. Αν 

α  = (3, 5) και 


β  = (

1

3
, - 

1

5
) τότε 


α    


β .        

          4. Δύο αντίθετα διανύσματα έχουν αντίθετους συντελεστές διευθύνσεως                

 

ΘΕΜΑ 3
ον

: 

Δίδεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α(-1,0) ,   Β(3,2) και Γ(-3,4). Να βρείτε: 

      Α) Την εξίσωση του ύψους ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ                                   Μονάδες 6 

      Β) Την εξίσωση της διαμέσου ΒΜ, όπου Μ το μέσον της πλευράς ΑΓ    Μονάδες 6 

      Γ) Την εξίσωση της μεσοκαθέτου ε της πλευράς ΑΒ                                 Μονάδες 7 

      Δ) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                              Μονάδες 6 
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ΘΕΜΑ 4
ον

  

Δίνεται κύκλος C: x
2 
 + y 

2
 – 4x –2 y – 2 = 0 .  

      Α) Να βρείτε το κέντρο Κ  και την ακτίνα ρ του κύκλου C.                    Μονάδες 8 

      Β) Αν Α(1,3) και Β(3,4) σημεία του επιπέδου  να δείξετε ότι το 

          ένα είναι εσωτερικό και το άλλο εξωτερικό σημείο του κύκλου C       Μονάδες 8                                               

      Γ) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο  

          Α(1,3) και ορίζει χορδή ΓΔ του κύκλου C τέτοια ώστε το Α να   

           είναι μέσον της χορδής ΓΔ.                                                                 Μονάδες 9 

 

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  2
Ο 

ΘΕΜΑ 1o  

 Α)   Στο παρακάτω σχήμα το σημείο Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ και 

το Ο ένα σημείο αναφοράς. Να αποδείξετε ότι η διανυσματική ακτίνα OM


 του μέσου 

Μ δίνεται από την ισότητα: 
OA

  OM     
2

OB
 

 
  

 

 

 A

O

M

B

  

Μονάδες 10 

Β) Να δείξετε ότι η εξίσωση  

( ) ( ) 2     παριστάνει ευθεία για κάθε πραγματική τιμή του α. Μον. 5 

Γ)Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό 

σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος  δίπλα στον αριθμό  που αντιστοιχεί σε 

κάθε πρόταση.  

1) Η παραβολή 2 2 p   έχει διευθετούσα την 2p   

2) Η εξίσωση 2 2 0         με 2 2 4 0      παριστάνει κύκλο με 

κέντρο ( , )
2 2

 
   

A

O

M

B
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3) ,   ομόρροπα διανύσματα  αν και μόνο αν 0        

4) Τα διανύσματα  i j , i j    έχουν ίσα μέτρα.                                Μονάδες 10 

  

ΘΕΜΑ 2o  

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές ( 2,4)  , (3,2) , (1, 3)  . Να βρεθούν  

1) τα διανύσματα  


  , 


                                                                        Μονάδες 5    

2) Η γωνία ̂  του τριγώνου ΑΒΓ.                                                              Μονάδες 10    

3) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                             Μονάδες 10    

 

ΘΕΜΑ 3o  

Δίνονται τα διανύσματα    και      για τα οποία ισχύουν: 4  ,   2  και  ( , )
3


        

Α. Να αποδείξετε ότι  4                                                   Μονάδες 5                                                                                 

Β. Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  u          Μονάδες   10                                                     

Γ. Να υπολογίσετε την τιμή του     ώστε τα διανύσματα  

    1 2v 3    και   v      να είναι κάθετα.                 Μονάδες  10                                                

 

 

 

ΘΕΜΑ 4
Ο
  

Δίνονται τα σημεία  A(1, 1)   και   (2,0)   και   ( 1, 3)     .  

α) Να αποδείξετε ότι τα σημεία  Α , Β , Γ  είναι συνευθειακά.   Μονάδες 8    

β) Να βρείτε  την εξίσωση της ευθείας  ΑΒ.                               Μονάδες 8    

γ) Να  υπολογίσετε την απόσταση της ευθείας  ΑΒ  από την ευθεία    , όπου  

 η:   3    .                                                                          Μονάδες 9   

 

 

 



 5 

         ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  3
Ο
 

 

 



 6 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 7 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  4
Ο 

 

 

 

 

 



 8 

 

 

 

                                                    

 ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  5
Ο
 

Θέμα 1Ο  

Α) Να αποδείξετε ότι:                                    a          

 Β) Να κάνετε τη σωστή αντιστοίχιση στα παρακάτω  

                                                     

Β1)             ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ                                               ΓΩΝΙΑ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 

         1.           =(1,7)          =(3 ,-2)                                    α)  οξεία                                 

         2.           =(2,-6)         =(9,3)                                       β) ορθή                                  

         3.           =(4,1)          =(3, 2)                                      γ) αμβλεία  
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Β2)                             

        Β                        Γ                            1.  Α Β + Α Γ + Γ Δ                     α.   O 

                                                                  2.  B A + Δ B + Γ Δ                     β.  Β Γ      

                      Ο                                        3.  Γ Δ + Ο Β + Ο Γ                      γ.  Α Γ                      

         Α                      Δ                             4.  Β Ο + Α Ο + Δ Α + Β Γ          δ.   Γ Α 

  ( Το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο)                                                

 Γ) Να συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά ώστε να προκύψουν αληθείς προτάσεις: 

α) Αν Α(χ,ψ), τότε d(Α,  χ΄χ)= ………,   d(Α,  ψ΄ψ)= ……..,   = (….. ,  .…), όπου Ο η 

αρχή των αξόνων. 

β) Αν  = (χ,ψ) και  όχι//ψ΄ψ και φ η γωνία που σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ, τότε: 


 = …….=……. 

γ) Ο κύκλος (χ-χ0)
2
 + (ψ-ψ0)

2
  =  ρ

2
 εφάπτεται στον χ΄χ όταν ………         Μον. 12+3+4+6 

 

Θέμα 2Ο  ( Μον. 5χ5 ) 

Δίνονται τα διανύσματα    =(1,2) ,   =(λ ,6)    =(4 ,κ) 

1. Να βρείτε το λ αν     =2 10  

2. Να βρείτε το λ αν      //   

3. Να βρείτε το κ αν       

4. Να εξετάσετε αν υπάρχει λ ώστε η γωνία που σχηματίζει το    με τον χ΄χ να είναι 45
ο
 

5. Να βρείτε τα κ, λ αν    3 = -                                                             

                                                                                                                            

Θέμα 3Ο  ( Μον. 7+7+4+7 ) 

Έστω η εξίσωση (2λ+1)χ-(2+λ)y+1-λ=0, λR  (ε) 

α) Να αποδείξετε ότι η  (ε) παριστάνει ευθεία για κάθε λR.   

β) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες που παριστάνει η (ε) διέρχονται από σταθερό σημείο. 

γ) Από τις παραπάνω ευθείες να βρεθεί εκείνη, που απέχει τη μεγαλύτερη απόσταση από 

την αρχή Ο των αξόνων.        

δ) Για λ= 1, να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α(3,9) από την (ε). 
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Θέμα 4Ο                               ( Μον. 5+6+10+4 ) 

Δίνεται η εξίσωση   χ
2 
+ ψ

2
 2λχ1=0   (1),  λR. 

 

α) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο. 

β) Για λ= 3 να βρείτε: 

i) Tα σημεία του κύκλου C, τα οποία απέχουν τη μέγιστη και ελάχιστη απόσταση από την 

αρχή Ο των αξόνων.  

 ii) Την εξίσωση της εφαπτομένης ε,  του κύκλου C στο σημείο του Α(0,1).  

ιιι) Να βρείτε και την άλλη εφαπτομένη του κύκλου C, η οποία διέρχεται από το Β, όπου 

Β το σημείο τομής της ε με τον χ΄χ  
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  6
Ο
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  7
Ο
 

ΘΕΜΑ 1
Ο
 :                                       

 Α) Να  χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις που ακολουθούν ,γράφοντας  στην κόλλα 

σας τη  λέξη ¨Σωστό¨ αν  η πρόταση είναι σωστή  και ¨Λάθος¨ αν η πρόταση   είναι 

λάθος , δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α. Η εξίσωση xyx   παριστάνει μία μόνο ευθεία του επιπέδου. 

β. Η εξίσωση xy    παριστάνει μία μόνο ημιευθεία.  

γ. Τα σημεία (-2,2) και (4,2)  του κύκλου    9)1(1 22
 yx  είναι   

    αντιδιαμετρικά.  

δ. Οι κύκλοι 013222  yxyx  και  023222  yxyx   είναι  

    ομόκεντροι. 

ε. Μία παραβολή με άξονα  συμμετρίας τον y΄y  έχει πάντα εξίσωση της  

    μορφής pyx 22  . 

ζ  . Η διευθετούσα  της yx 42   είναι η y=-1 . 

η. Η εξίσωση 1
2

2

2

2




y

a

x
 παριστάνει έλλειψη  μόνο  αν  α>β. 

θ.  Οι ελλείψεις   1
49

22


yx

  και   1
1636

22


yx

    είναι όμοιες. 

ι  . Αν a     και      μη μηδενικά τότε 





a

a
2

2

          

κ .   Για τα διανύσματα    και   αν 0 a   τότε 0   ή  0 . 

                                                                                        (10Χ2=20 μονάδες) 

Β) Nα αποδείξετε ότι: Αν   ,,a  με 0  ,  α/β  και  α/γ  τότε  α/β+γ.                  

                                                                                                        (5 μονάδες) 

ΘΕΜΑ 2
Ο
   

  Δίνονται  οι γραμμές 2:1  yx    και   2:2  yx , R . 

  α. Να βρεθούν οι τιμές του R   ώστε 1 να παριστάνει ευθεία.      (5 μονάδες) 

  β.  Για τις παραπάνω τιμές του λ να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών ανήκει 

σε μια ισοσκελή υπερβολή C .                                                             (10 μονάδες) 

  γ.  Να υπολογίσετε τις εστίες  Ε΄ , Ε της  υπερβολής  C .            (10 μονάδες) 
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ΘΕΜΑ 3
Ο
 : 

Δίνεται  ο κύκλος    222

1 4: ayaxC    και η  παραβολή   axyC 4: 2

2   , όπου α>0.  

   α. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος   1C   έχει κέντρο την εστία της παραβολής 2C  και 

εφάπτεται στη διευθετούσα της .                         (10 μονάδες) 

   β. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος  1C  και η παραβολή 2C  τέμνονται στα σημεία  Α(α ,2α)  

και Β(α,-2α) .                                                                                  (5 μονάδες) 

  γ . Να δείξετε  ότι οι εφαπτόμενες τις παραβολής 2C  στα Α , Β είναι κάθετες και 

τέμνονται πάνω στη διευθετούσα.                        (10 μονάδες) 

 

ΘΕΜΑ 4
Ο
 :    

 Δίνονται οι ευθείες :  0:1   yx   και 

01:2  


yx   όπου  ,,   είναι διανύσματα μη μηδενικά 

και ανά δύο μη συγγραμμικά . 

 α. Να αποδείξετε  ότι   1  //
2                              (8 μονάδες)   

 β. Να υπολογίσετε την απόσταση των 1  , 
2   .                              (9 μονάδες)                                 

 γ. Αν τα διανύσματα  ,,  είναι μοναδιαία να εξετάσετε αν μπορεί η απόσταση των δύο 

ευθειών να είναι ίση με 
2

2
   .                                 (8 μονάδες)  

  

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  8
Ο
 

ΘΕΜΑ 1ο  

Α.   Nα αποδείξετε  ότι η εξίσωση  του κύκλου με κέντρο  0 0,x y  και ακτίνα 0   

είναι η :     
2 2 2

0 0x x y y      .                                               Μονάδες 10                                                   

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο 

τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που 

αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.  

α.  Η εξίσωση  της  εφαπτομένης του  κύκλου 
2 2 2:C x y    στο 

σημείο  του  1 1,x y  είναι η 1 1xx yy    . 
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β.  Το  διάνυσμα  1,2    είναι κάθετο  στην ευθεία 

: 3 6 2008 0x y     . 

γ.  Αν         τότε τα διανύσματα   και   είναι ομόρροπα.  

δ.  Η εξίσωση 
2 22 2 0x y x y      παριστάνει κύκλο αν 

2 2 8 0     . 

ε.  Για οποιαδήποτε διανύσματα   ,   και     του  επιπέδου  ισχύει   

        .                                                     Μονάδες 5x3=15 

 

ΘΕΜΑ 2ο  

Θεωρούμε τα σημεία  0,1 ,  2,3    και   4, 1   .  

Α.   Nα αποδείξετε  ότι τα  σημεία  ,  και   δεν  είναι  συνευθειακά . 

Β.   Να βρείτε την  εξίσωση  της  διαμέσου   του  τριγώνου  . 

Γ.   Να υπολογίσετε  το  εμβαδόν  του  τριγώνου  .         Μονάδες 8+9+8=25  

 

ΘΕΜΑ 3ο  

Δίνεται η εξίσωση     :  1 2 4 0x y          , R  .  

Α. Να αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση    παριστάνει  ευθεία  για  κάθε  πραγματικό    . 

Β. Να αποδείξετε  ότι  όλες  οι ευθείες    διέρχονται  από  σταθερό  σημείο .  

Γ. Αν   ,      μοναδιαία  διανύσματα  με  ( , )
3


 



   και       τότε: 

α.   Να προσδιορίσετε  την  ευθεία    που  παριστάνει  η  εξίσωση    . 

β. Αν  η  ευθεία  :  3 8 0x y      εφάπτεται  στον  κύκλο     

   
2 2 1

:  2
10

C x y     , R   να  προσδιορίσετε  το κέντρο   του    κύκλου . 

Μονάδες 6+7+6+6=25  
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ΘΕΜΑ 4ο  

Δίνεται η  εξίσωση  
2 2 6 4 0x y x y       ,  1  R . 

Α. Να προσδιορίσετε  τις  τιμές  του    ώστε  η  εξίσωση  1   να  παριστάνει  κύκλο  , 

και  να  βρείτε  το  κέντρο  και  την  ακτίνα   του . 

Β. Να βρείτε  την  τιμή  του     ώστε  ο  κύκλος  να  έχει  ακτίνα 1  .  

Γ.  Αν  12   και   4,2  , τότε : 

α.   Να αποδείξετε  ότι το    είναι  εξωτερικό  σημείο  του  κύκλου . 

β.  Να  προσδιορίσετε  τις   εφαπτομένες   του   κύκλου   οι   οποίες   διέρχονται  

από  το    .                                                    Μονάδες 7+4+6+8=25  

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  9
Ο
 

ΘΕΜΑ 1
ο
  

Α1. Να αποδείξετε ότι : αν   1 1
,x y   ,   2 2

,x y    και  3 3
,x y    τότε  

                                                                                           Μονάδες 10 

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας την 

λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

i. Για το εσωτερικό γινόμενο των 0   και v  ισχύει : v v


      . 

ii. Το  διάνυσμα  ,    είναι κάθετο στην ευθεία 0x y    . 

iii. Αν    τότε η υπερβολή 

2 2

2 2
1

x y

 
   λέγεται ισοσκελής. 

iv. Αν 2 2 4 0     τότε η εξίσωση 
2 2 0x y x y     παριστάνει 

κύκλο. 

v. Η γωνία   που σχηματίζει το διάνυσμα   με τον άξονα 'x x  παίρνει τιμές 

0    .                                                                                  Μονάδες 10 

Γ. Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες με εστίες τα σημεία   και '  και ποια είναι η 

εξίσωσή της.                                                                                            Μονάδες 5 
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ΘΕΜΑ 2
ο 
 

Δίνονται τα σημεία  2,0  και  1, 3 . 

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανύσματος    .     Μονάδες 6 

ii. Αν 2    ,  3    και ,
3


   
 

 να δείξετε οτι το γινόμενο 3    . 

Μονάδες 6 

iii. Αν 2    και 4 3    οι πλευρές του τριγώνου   , να εκφράσετε 

τη διάμεσο   σαν γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων   και   .  Μονάδες 7 

                                                                                                      

iv. Αν 3     να υπολογίσετε το μήκος της διαμέσου  .        Μονάδες 6 

 

ΘΕΜΑ 3
ο 

Δίνεται η παραβολή  
2 6y x . Να βρείτε : 

i. Την εστία   και τη διευθετούσα της   .                                     Μονάδες 8 

ii. Τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της παραβολής και απέχουν από την αρχή 

των αξόνων απόσταση ίση με 1.                                             Μονάδες 9 

iii. Την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής που είναι παράλληλη στην ευθεία 

4y x  .                                                                                          Μονάδες 6 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

Δίνεται η εξίσωση  2 2 24
4 2 3 6 3 0, 1

3
x y x y   

 
       

 
 με  1   

i. Να δείξετε ότι η  1  παριστάνει κύκλο για κάθε τιμή  1  .Να 

προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου αυτού.      Μονάδες 8 

ii. Να δείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την  1  ανήκουν σε 

ευθεία 
1
  της οποίας να βρείτε την εξίσωση.                            Μονάδες 8 
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iii. Αν 3  να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο 

 12,0   έτσι ώστε το κέντρο  του κύκλου να απέχει από αυτές απόσταση ίση 

με 6.                                                                               Μονάδες 9 

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  10
Ο
 

ΘΕΜΑ 1ο  

Α.   Αν  1 1,A x y  και  2 2,B x y  δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου και  ,x y  οι 

συντεταγμένες του μέσου Μ του ΑΒ τότε να δείξετε ότι  

1 2

2

x x
x


    και  1 2=

2

y y
y


.                                                   Μονάδες 10  

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο 

τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που 

αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.  

α.  Για οποιαδήποτε διανύσματα  , , ,    με     και     

ισχύει      . 

β.  Το  διάνυσμα  ,     είναι παράλληλο στην ευθεία 

: 0x y     . 

γ.  Αν 0     τότε τα διανύσματα   και   έχουν πάντα  αντίθετους 

συντελεστές διεύθυνσης .  

δ.  Αν ο κύκλος με  εξίσωση    
2 2 2

0 0x x y y      εφάπτεται στον 

άξονα y y  τότε ισχύει 0x  . 

ε.  Αν   1 1,x y   και  2 2,x y   με   , R  και 0   τότε 

1 1

2 2

  y
0

  y

x

x
  .                                                 Μονάδες 5x3=15 
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ΘΕΜΑ 2ο  

Θεωρούμε τα διανύσματα  ,   και τους γραμμικούς συνδυασμούς τους  2u      

, v     για τους οποίους ισχύει  0,u   και  1,1v  . Έστω επίσης οι ευθείες 

1 2: 2009 0  ,  : 2010 0x y x y        . Αν  
1 2   τότε να δείξετε  ότι: 

1.   i)  1    . 

             ii)   1,2   και (2,3)   . 

2.   Να υπολογίσετε την γωνία των διανυσμάτων u  και v . 

Μονάδες (8+9)+8=25  

 

ΘΕΜΑ 3ο  

Δίνεται η εξίσωση     :  2 2 1 2 0x y            , R  .  

1.  Να αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση    παριστάνει  ευθεία  για  κάθε  πραγματικό    . 

Στη συνέχεια να αποδείξετε  ότι  όλες  οι ευθείες    διέρχονται από  σταθερό  

σημείο   το  οποίο και να  προσδιορίσετε. 

2. Να βρείτε την ευθεία της  παραπάνω οικογένειας , η οποία είναι παράλληλη με το 

διάνυσμα  6,8


 . 

3. Έστω    η ευθεία της οικογένειας  για 2   , και    η ευθεία με εξίσωση   

4 3 0x y     , R   . 

α.   να  προσδιορίσετε  τις τιμές του    ώστε    , 4d     . 

β.  αν 24    ,   1,0  και  ,   τα σημεία στα οποία η ευθεία    τέμνει 

τους άξονες , να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου   . 

Μονάδες 8+5+(6+6)=25  
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ΘΕΜΑ 4ο  

Δίνεται η  εξίσωση  
2 2: 2 0C x x y     ,  1  R . 

1. Να προσδιορίσετε  τις  τιμές  του    ώστε  η  εξίσωση  1   να  παριστάνει  κύκλο  , 

και  να  βρείτε  το  κέντρο  και  την  ακτίνα   του . 

2. Να βρείτε  τον γεωμετρικό τόπο  των κέντρων  των  κύκλων του  προηγούμενου 

ερωτήματος .  

3.  Να  προσδιορίσετε τις εξισώσεις των εφαπτομένων  του κύκλου που προκύπτει από 

την   1   για  6    οι οποίες διέρχονται από το  0,3  . 

Μονάδες 9+8+8=25  

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  11
Ο
 

ΘΕΜΑ 1
ο
 

Α.Να αποδείξετε ότι η εξίσωση κύκλου με κέντρο Κ(x0, y0) και ακτίνα ρ είναι 

(x - x0)
2
 + (y - y0)

2
 = ρ

2
.                                                                             Μονάδες 11 

Β. Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων   β ,α  


.   Μονάδες 4 

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας την λέξη 

Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α. Αν det   β ,α 


 είναι η ορίζουσα των διανυσμάτων β , α 


, τότε ισχύει η 

ισοδυναμία:  β // α 


  det   1  β ,α 


 . 

β. Η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
 + y

2
 = ρ

2   
που διέρχεται από το 

σημείο του A(x1 ,y1)  είναι πάντα xx1 + yy1 = ρ
2 
.  

γ. Η έλλειψη  α
2
x

2
 +  β

2
y

2
 = α

2
 β

2
 έχει τις εστίες της πάνω στον άξονα x΄x .  

δ. Η έλλειψη  
2 2

2 2
1

x y

 
   έχει εκκεντρότητα ε =




 

 ε. Η εξίσωση της παραβολής με εστία Ε , 0
2

p 
 
 

και διευθετούσα x = 
2

p
  είναι 

x
2
=2py.                                                                              Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ 2
ο 

 Για τα διανύσματα 

,a  δίνεται ότι | 2|,1|  


a  και  ( 

ˆ
,


a =
3


.Έστω τα διανύσματα 

 


232 avau Nα υπολογίσετε: 

i. Το εσωτερικό γινόμενο 

.a                                                    Μονάδες 5                                           

ii. Το εσωτερικό γινόμενο vu

.                                   Μονάδες 15 

iii. Το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων u


και v


.                       Μονάδες 5                            

 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

Δίνονται οι ευθείες με εξισώσεις, ε1: x + 2y + 1 = 0 και ε2: x – y – 2 = 0. 

i) Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης των ε1 και  ε2.                    Μονάδες 8 

ii) Να βρεθούν τα σημεία της ε2 που επέχουν από την ε1 απόσταση 
6 5

5
. 

   Μονάδες 9 

iii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που είναι κάθετη στην ε1 στο σημείο Μ 

και τέμνει την ε2 στο σημείο Ν έτσι ώστε (ΜΝ) = 5 .                Μονάδες 8 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

Δίνονται οι κύκλοι C1: x
2
 +(y – 2)

2
 = 4 και C2: x

2
 +y

2
 -2y = 0. 

i. Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά                       Μονάδες 7 

ii. Αν η ευθεία ε: y = αx σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ γωνία 
3


, να βρείτε τα σημεία 

τομής Α και Β διαφορετικά του σημείου Ο(0, 0), των κύκλων C1, C2 και της ευθείας 

ε.                                                                                          Μονάδες 10 

iii. Αν ε1 και ε2 οι ευθείες των εφαπτομένων των δύο κύκλων στα σημεία Α και Β να 

αποδείξετε ότι ε1 ε2.                                                                  Μονάδες 8 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  12
Ο
 

ΘΕΜΑ 1
ο
  

Α. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου
2 2 2x y    στο σημείο του  1 1

,x y  

έχει εξίσωση 
2

1 1
xx yy    .                                                                          Μονάδες 10 

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας την 

λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.   Μονάδες 10 

i. Αν    και 0   τότε     

ii. Για το εσωτερικό γινόμενο των 0   και v  ισχύει : v v


      . 

iii. Το διάνυσμα  ,     είναι κάθετο στην ευθεία 0x y    . 

iv. Αν    τότε η υπερβολή 

2 2

2 2
1

x y

 
   λέγεται ισοσκελής. 

v. Η γωνία   που σχηματίζει το διάνυσμα   με τον άξονα 'x x  παίρνει τιμές 

0 2   . 

Γ. Τι ονομάζεται παραβολή με εστία   και διευθετούσα   . Ποια είναι η εξίσωσή της 

όταν η   βρίσκεται στον άξονα 'x x                                       Μονάδες 5 

 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

Δίνονται τα σημεία  1, 1   ,  1,3  το διάνυσμα  , 2    και η γωνία 

  0, 60   . 

i. Αν   το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος   να υπολογίσετε τις συντεταγμένες  

του διανύσματος   .                                                                   Μονάδες 8 

ii.  Να υπολογίσετε το γινόμενο    αν 
4

5
   και  1,2  

  Μονάδες 7 
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iii. Για 2  να εξετάσετε αν τα διανύσματα   και   είναι συγγραμμικά και 

να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου                           Μονάδες 10 

 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

Δίνεται η εξίσωση        
2 2

, 11 1 1 0x y x       . 

i. Να βρείτε τις τιμές του R  για τις οποίες η εξίσωση  1  παριστάνει εξίσωση 

κύκλου και στη συνέχεια να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα .     Μονάδες 13 

ii. Να βρείτε τις τιμές του R  ώστε ο κύκλος  1  να εφάπτεται στην ευθεία 

: 4 3 2 0x y                                                                            Μονάδες 12 

 

 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

Δίνεται η εξίσωση    2 1 5 0x y x y        1R  . 

Α. Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή της παραμέτρου   η εξίσωση  1  παριστάνει 

ευθεία γραμμή .                                                                                  Μονάδες 5 

Β. Αν   η ευθεία 4 3 12 0x y    και   η ευθεία  που προκύπτει από την  1  για 

2  να βρείτε :  

i. Την απόσταση των ευθειών   και   .                                        Μονάδες 5 

ii. Τη μεσοπαράλληλη των ευθειών    και   .                                Μονάδες 7 

Γ. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζεται από την  1  και σχηματίζει με τους 

άξονες ισοσκελές τρίγωνο .                                                                     Μονάδες 8 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  12
Ο
 

ΘΕΜΑ 1
Ο
 :                                       

 Α) Να  χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις που ακολουθούν ,γράφοντας  στην κόλλα 

σας τη  λέξη ¨Σωστό¨ αν  η πρόταση είναι σωστή  και ¨Λάθος¨ αν η πρόταση   είναι 

λάθος , δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α. Η εξίσωση xyx   παριστάνει μία μόνο ευθεία του επιπέδου. 

β. Η εξίσωση xy    παριστάνει μία μόνο ημιευθεία.   

γ.Τα σημεία (-2,2) και (4,2)  του κύκλου    9)1(1 22
 yx  είναι   

    αντιδιαμετρικά.  

δ. Οι κύκλοι 013222  yxyx  και  023222  yxyx   είναι  

    ομόκεντροι. 

ε. Μία παραβολή με άξονα  συμμετρίας τον y΄y  έχει πάντα εξίσωση της  

    μορφής pyx 22  . 

ζ  . Η διευθετούσα  της yx 42   είναι η y=-1 . 

η. Η εξίσωση 1
2

2

2

2




y

a

x
 παριστάνει έλλειψη  μόνο  αν  α>β. 

θ.  Οι ελλείψεις   1
49

22


yx

  και   1
1636

22


yx

    είναι όμοιες. 

ι  . Αν a     και      μη μηδενικά τότε 





a

a
2

2

          

κ .   Για τα διανύσματα    και   αν 0 a   τότε 0   ή  0 .(10Χ2=20 μονάδες) 

Β) Nα αποδείξετε ότι: Αν   ,,a  με 0  ,  α/β  και  α/γ  τότε  α/β+γ. (5 μονάδες) 

 

ΘΕΜΑ 2
Ο
   

  Δίνονται  οι γραμμές 2:1  yx    και   2:2  yx , R . 

  α. Να βρεθούν οι τιμές του R   ώστε 1 να παριστάνει ευθεία.      (5 μονάδες) 

  β.  Για τις παραπάνω τιμές του λ να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών ανήκει 

σε μια ισοσκελή υπερβολή C .                                                        (10 μονάδες) 

  γ.  Να υπολογίσετε τις εστίες  Ε’ ,Ε της  υπερβολής  C .            (10 μονάδες) 
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  ΘΕΜΑ 3
Ο
 : 

Δίνεται  ο κύκλος    222

1 4: ayaxC    και η  παραβολή   axyC 4: 2

2   , όπου α>0.  

   α. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος   1C   έχει κέντρο την εστία της παραβολής 2C  και 

εφάπτεται στη διευθετούσα της .                (10 μονάδες) 

   β. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος  1C  και η παραβολή 2C  τέμνονται στα σημεία  Α(α ,2α)  

και Β(α,-2α) .                                                         (5 μονάδες) 

  γ . Να δείξετε  ότι οι εφαπτόμενες τις παραβολής 2C  στα Α , Β είναι κάθετες και 

τέμνονται πάνω στη διευθετούσα.               (10 μονάδες) 

                                                          

 

ΘΕΜΑ 4
Ο
 :    

 Δίνονται οι ευθείες :  0:1   yx   και 

01:2  


yx   όπου  ,,   είναι διανύσματα μη μηδενικά 

και ανά δύο μη συγγραμμικά . 

 α. Να αποδείξετε  ότι   1  //
2                        (8 μονάδες)   

 β. Να υπολογίσετε την απόσταση των 1  , 
2   .                              (9 μονάδες)                

 γ. Αν τα διανύσματα  ,,  είναι μοναδιαία να εξετάσετε αν μπορεί η απόσταση των δύο 

ευθειών να είναι ίση με 
2

2
   .              (8 μονάδες)  

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  13
Ο
 

Θ Ε Μ Α   1
ο
 

Α. Έστω α,β,γ ακέραιοι. Αν α/β και α/γ να αποδείξετε ότι α/β+γ.  (ΜΟΝΑΔΕΣ 12)            

Β. Έστω δύο σημεία Ε και Ε΄ ενός επιπέδου. Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες τα σημεία  

Ε και Ε΄ στο συγκεκριμένο επίπεδο.                                                     (ΜΟΝΑΔΕΣ 3)  

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την 

ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 1
2

2

2

2




yx
 είναι οι ευθείες xy




  και xy




   

β) Αν    τότε 


  και αντιστρόφως                                            



 26 

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 

),( 11 yx  είναι η )( 11 xxyy    

δ) Η εφαπτομένη της παραβολής pxy 22   στο σημείο της ),( 11 yx  έχει εξίσωση  

)(2 11 xxpyy                                                                                                                            

ε) Ο συντελεστής ευθείας παράλληλης με τον άξονα ψ΄ψ δεν ορίζεται.            

(ΜΟΝΑΔΕΣ 10)            

 

Θ Ε Μ Α   2
ο
 

Δίνεται ο ακέραιος  αριθμός α=3κ+2, όπου κΖ.  

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2  με το 3 είναι 1. (ΜΟΝΑΔΕΣ 9)β) 

Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
3

2  
 είναι ακέραιος.                (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 3  με το 3.                 (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

Θ Ε Μ Α   3
ο
 

Για τα διανύσματα 

,  δίνεται ότι 2a


, 1


 και   


120, 



 .Δίνονται επίσης τα 

διανύσματα 

42 u , 


v . Να υπολογίσετε : 

α) Τα εσωτερικά γινόμενα 


  και vu

 .                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 

β) Τα μέτρα vu

,  των διανυσμάτων u


 και v


.                               (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων u


 και v


.              (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

Θ Ε Μ Α   4
ο
 

Δίνεται η εξίσωση Ryxyx   ,032222  (1) 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C για κάθε R  του οποίου να βρείτε 

το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ.                                                 (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 

β) Να δείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την εξίσωση (1) ανήκουν σε 

κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων του οποίου να βρείτε την ακτίνα.  (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Να δείξετε ότι η ευθεία  ε: 03   yx  είναι εφαπτομένη του κύκλου C για 

κάθε R                                                                                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  14
Ο
 

Θ Ε Μ Α   1
ο
 

Α. Έστω  1 1,x y  και  2 2,x y  δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου και  ,x y  οι 

συντεταγμένες του μέσου Μ, του ΑΒ. Να αποδείξετε ότι: 

                           1 2

2

x x
x


  και 1 2

2

y y
y


                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 12)            

Β. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα   και   ονομάζονται συγγραμμικά ή παράλληλα;                                                             

(ΜΟΝΑΔΕΣ 5)  

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την 

ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Έστω α, β, γ ακέραιοι ισχύει: αν α/β και α/γ τότε α/β+γ 

β) Αν    τότε 


  και αντιστρόφως                                            

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 

),( 11 yx  είναι η 1 1( )x x y y    

δ) Η εξίσωση της υπερβολής με εστίες  ,0  ,  ,0  και σταθερή διαφορά 2α είναι 

2 2

2 2
1

y x

 
   ,            (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

         

Θ Ε Μ Α   2
ο
 

Δίνονται τα σημεία Α και Β με συντεταγμένες  3, 5   και  1, 3   .  

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανύσματος  . (ΜΟΝΑΔΕΣ 5)   

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το μέσο του ΑΒ και είναι 

παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση 3 6 5 0x y                           (ΜΟΝΑΔΕΣ 5) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το τμήμα ΑΒ.(ΜΟΝΑΔΕΣ 5) 

δ) Αν  3,6u   να δείξετε ότι u   .                                            (ΜΟΝΑΔΕΣ 5) 

 

 

Θ Ε Μ Α   3
ο
 

Δίνεται ο ακέραιος  αριθμός α=4κ+3, όπου κΖ.  

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2  με το 8 είναι 1. (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 
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β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
2

4

 
 είναι ακέραιος.          (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Αν 63a   και 12    να γράψετε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του   με 

το  .                                                                    (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

Θ Ε Μ Α   4
ο
 

Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση 2 2 4 2 20 0x y x y      και η υπερβολή με εξίσωση 

2 2

1
9 16

x y
   

α) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου.                (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 

β) Να βρείτε τις εστίες, τη σταθερή διαφορά 2α, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της 

υπερβολής.                                                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού  , ώστε η ευθεία 3 4 0x y     να είναι 

εφαπτομένη του κύκλου.                            (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  15
Ο
 

 

Θ Ε Μ Α   1
ο
 

Α1) Έστω α,β,γ ακέραιοι. Αν α/β και α/γ να αποδείξετε ότι α/β+γ.      (ΜΟΝΑΔΕΣ 12) 

Α2) Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες  Ε’ και Ε.                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 3)  

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την 

ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 1
2

2

2

2




yx
 είναι οι ευθείες xy




  και xy




  

(ΜΟΝΑΔΕΣ 2) 

β) Αν    τότε 


  και αντιστρόφως                               (ΜΟΝΑΔΕΣ 2) 

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 

),( 11 yx  είναι η )( 11 xxyy                                                           (ΜΟΝΑΔΕΣ 2) 
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δ) Η εφαπτομένη της παραβολής pxy 22   στο σημείο της ),( 11 yx  έχει εξίσωση  

)(2 11 xxpyy                                                                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)                                                                                                                              

ε) Ο συντελεστής ευθείας παράλληλης με τον άξονα ψ΄ψ δεν ορίζεται.      (ΜΟΝΑΔΕΣ 2) 

  

Θ Ε Μ Α   2
ο
 

Δίνεται ο ακέραιος α για τον οποίο ισχύει ότι το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσής του 

με το 3 είναι 2. 

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2  με το 3 είναι 1.    (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
3

2  
 είναι ακέραιος.                              (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 3  με το 3.                            (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 

 

Θ Ε Μ Α   3
ο
 

Δίνονται τα διανύσματα 

, για τα οποία ισχύει 22  


και   060, 






 .Δίνεται 

επίσης το τρίγωνο ΑΒΓ με 


 , 

32   και ΑΜ η διάμεσος του. 

α) Να υπολογίσετε το 


 .                                                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 3) 

β) Να αποδείξετε ότι :
2

4 



                                                           (ΜΟΝΑΔΕΣ 7) 

γ) Να υπολογίσετε το                                                                         (ΜΟΝΑΔΕΣ 7) 

δ) Να υπολογίσετε το  


,                                                   (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

Θ Ε Μ Α   4
ο
 

Δίνεται η εξίσωση Ryxyx   ,032222  (1) 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C για κάθε R  του οποίου να βρείτε 

το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ.                                                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 8)  

β) Να δείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την εξίσωση (1) ανήκουν σε 

κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων του οποίου να βρείτε την ακτίνα. (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Να δείξετε ότι η ευθεία  ε: 03   yx  είναι εφαπτομένη του κύκλου C για 

κάθε R                                                                                                  (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  16
Ο
 

 

Θ Ε Μ Α   1
ο
 

Α. Έστω α,β,γ ακέραιοι με 0a  . Αν α/β και α/γ να αποδείξετε ότι α/(β+γ).                     

  (ΜΟΝΑΔΕΣ 10)  

Να δώσετε τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου    δύο μη μηδενικών 

    διανυσμάτων ,   .                (ΜΟΝΑΔΕΣ 5)  

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την 

ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 1
2

2

2

2




yx
 είναι οι ευθείες xy




  και xy




   

β) Αν    τότε 


  και αντιστρόφως                                            

γ) Η εξίσωση της ευθείας με συντελεστή διεύθυνσης λ που διέρχεται από το σημείο 

),( 11 yx  είναι η )( 11 xxyy    

δ) Η εφαπτομένη της παραβολής pxy 22   στο σημείο της ),( 11 yx  έχει εξίσωση  

)(2 11 xxpyy                                                                                                                            

ε) Αν / /   τότε    με 0   και  .                   (ΜΟΝΑΔΕΣ 10)            

 

 

Θ Ε Μ Α   2
ο
 

Δίνονται τα σημεία Α και Β με συντεταγμένες  2,6  και  8, 2  .  

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανύσματος  . (ΜΟΝΑΔΕΣ 6) 

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το μέσο του ΑΒ και είναι 

παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση 3 6 5 0x y                                (ΜΟΝΑΔΕΣ 7) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο το τμήμα ΑΒ.(ΜΟΝΑΔΕΣ 6) 

δ) Αν  4,3u   να δείξετε ότι u   .                                          (ΜΟΝΑΔΕΣ 6) 
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Θ Ε Μ Α   3
ο
 

Δίνεται ο ακέραιος  αριθμός α=4κ+3, όπου κΖ.  

α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2  με το 8 είναι 1.(ΜΟΝΑΔΕΣ 9) β) 

Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
2

4

 
 είναι ακέραιος.                (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Αν 63a   και 12    να γράψετε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του   με 

το  .                                                                                      (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

Θ Ε Μ Α   4
ο
 

Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση 2 2 4 2 4 0x y x y      και η υπερβολή με εξίσωση 

2 216 9 144x y   

α) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου.                       (ΜΟΝΑΔΕΣ 9) 

β) Να βρείτε τις εστίες, τη σταθερή διαφορά 2α, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της 

υπερβολής.                                                                                   (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

γ) Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού  , ώστε η ευθεία 3 4 0x y     να είναι 

εφαπτομένη του κύκλου.                                                          (ΜΟΝΑΔΕΣ 8) 

 

 

 

 

 

ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ  Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  

ΘΕΜΑ 1
Ο 

 

Α1)  Έστω το διάνυσμα  ( , )a x y . Να ορίσετε τις έννοιες  

        α)μέτρο του διανύσματος και β) συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος 

Α2)  Να γράψετε τους τύπους που δίνουν   

        α) την απόσταση σημείου Μ( x0 , y0 ) από την ευθεία ε με εξίσωση Αx + By + Γ = 0 

        β) το εμβαδόν (ΑΒΓ) ενός τριγώνου με κορυφές τα σημεία Α , Β , Γ. 

Α3)  Τι είναι παραβολή με εστία Ε και διευθετούσα δ; 

Α4)  Τι είναι έλλειψη με εστίες Ε και Ε΄; 
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Α5)  Τι είναι υπερβολή  με εστίες Ε και Ε΄; 

Α6)  Πώς διαβάζεται και τι σημαίνει η σχέση β  α  ;   

Α7)  Ποιες ελλείψεις λέγονται όμοιες ; 

 

Β1)  Έστω τα διανύσματα  1 1( , )a x y   και  2 2( , )x y   . Να αποδείξετε ότι: 

   Α) 1 2 1 2( , )a x x y y       και  Β)  1 1( , )a x y       

Β2)  Έστω τα διανύσματα  1 1( , )a x y   και  2 2( , )x y    και  λ. Να αποδείξετε ότι: 

     ( ) ( ) ( )a a a              

Β3)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου με κέντρο  Κ( x0 , y0 ) και ακτίνα ρ είναι : 

       ( x – x0 )
2
 + ( y – y0 )

2
 = ρ

2
  

Β4)  Αν α , β , γ ακέραιοι  να αποδείξετε ότι : 

        Α) αν α / β και β / γ  τότε  και  α / γ   και  Β) αν α / β  και  α / γ  τότε  και  α / (β + γ )  

 

Γ1)  Ποια η εκκεντρότητα και ποιες οι ασύμπτωτες μιας ισοσκελούς υπερβολής ; 

Γ2)  Είναι δυνατόν μια έλλειψη και μια υπερβολή να έχουν ίδια εκκεντρότητα ; 

(Εξηγείστε) 

Γ3)  Τι συμπεραίνεται για τα μη μηδενικά διανύσματα  a   και     αν   

       α)  a a       και  β)  0a    ; (Εξηγείστε) 

 

ΘΕΜΑ 2
Ο
 

1. Έστω τα διανύσματα  (3 , 4)a   και  (2,5)     με   κ ε R . 

    α) Ποιο το κ   ώστε   a     ;  

    β) Ποιο το κ   ώστε      a   ; 

    γ) Αν το κ είναι ακέραιος να βρεθεί το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του a   με 

το 3. 

2. Έστω τα σημεία  Α( 2 , 3 ) , Β( 1 , 5 ) και Γ( 2α , α + 3 )   με   α εR . 

    α) Ποια η απόσταση των σημείων Α και Β ; 

    β) Ποια η εξίσωση της ευθείας ΑΒ ; 
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    γ) Να αποδείξετε ότι το Γ κινείται σε ευθεία η οποία να βρεθεί  

    δ) Ποιες οι δυνατές ακέραιες τιμές του α  ώστε το εμβαδόν (ΑΒΓ) να είναι ακέραιος 

αριθμός ; 

 

3. Έστω ο ακέραιος α = 28κ + 11  ώστε ο κ
2
 να είναι περιττός . 

    α) Να αποδείξετε ότι ο κ είναι περιττός 

    β) Να αποδείξετε ότι ο α είναι και αυτός περιττός 

    γ) Ποιο το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α με το 7 . 

 

4. Έστω η παραβολή  y
2
 = 8x 

    α) Ποια η εστία και ποια η διευθετούσα της 

    β) Ποια η εξίσωση εφαπτομένης της στο σημείο Μ ( 2 , - 4 ) 

    γ) Να αποδείξετε ότι  για οποιοδήποτε σημείο της Ρ ( x , y ) με τετμημένη ακέραιο 

πρέπει και η  

        τεταγμένη να είναι άρτιος ακέραιος . 

6. Α. Ποια η εξίσωση ευθείας η οποία περνάει από το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ με  

Α( 3, -8 ) και Β(5 , 2 ) και από το κέντρο Κ του κύκλου με εξίσωση   

x
2
 + y

2
 +4x – 10y – 20 = 0 ; 

    

    Β. Ποιο το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ όπου : 

        Δ  είναι το σημείο τομής των ευθειών  x + 2y = 5 και  3x – 4y = 5 

        E  είναι η εστία της παραβολής  y
2
 = - 12x   και 

        Ζ  είναι  η αρχή του διανύσματος  (7, 3)ZP    όπου Ρ ( 8 , 2 ) το πέρας του 

διανύσματος. 

 

6. Α. Έστω 2a   και  2 2   και  η γωνία τους ( , )
6

a


   

         Να βρεθεί το a     και το   a   

    Β.  Να βρεθεί διάνυσμα  x   ώστε   ( )x a    και  ( )a x    
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ΘΕΜΑ 3
Ο
 

1. Έστω η εξίσωση        C : ( x – 3y )
2
 + ( 3x + y )

2
 = 40 

    α) Να αποδείξετε ότι  η C παριστάνει κύκλο και να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του 

    β) Ποια η εξίσωση εφαπτομένης του κύκλου αυτού στο σημείο του ( 3,1)  

    γ) Να εξηγήσετε γιατί δεν  υπάρχει σημείο του Ρ( α , β ) ώστε α περιττός και 

συγχρόνως β άρτιος. 

 

2. Έστω η εξίσωση        C :  x
2
 – 6αx + y

2
 + 2αy – 2005 = 0 

    α) Να αποδείξετε ότι  η C παριστάνει πάντα κύκλο και να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα 

του ρ. 

    β) Αν Κ( x0 , y0 )  είναι τα κέντρα των παραπάνω κύκλων να αποδείξετε ότι ανήκουν σε 

ευθεία  

        που περνάει από την αρχή των αξόνων . 

    γ) Αν α   να αποδείξετε ότι   ρ
2
 = πολ5 

 

3. Έστω τα σημεία  Α( 4 , 0 ) , Β( 8 , 3 ) και Γ( 5 , 7 )  

    α) Να αποδείξετε ότι  το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές και να βρεθεί το  

        εμβαδόν του . 

    β) Ποια η εξίσωση της διαμέσου ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ ; 

    γ) Που κινούνται τα σημεία  Μ( x  , y ) αν ισχύει : 

          
2 2

2 2      ; 

 

4. Έστω η εξίσωση        C :  x
2
  +9 y

2
 = 9 

    α) Να αποδείξετε ότι  η C παριστάνει έλλειψη και να βρείτε εστίες , κορυφές και 

εκκεντρότητα  

    β) Ποια η εξίσωση εφαπτομένης της C στο σημείο της  
1

( 2 2, )
3

   ;  

    γ) Να βρεθεί σημείο Μ( x  , y ) της έλλειψης ώστε  OM MA   όπου Ο η αρχή αξόνων . 

 

5. Α. Να βρεθεί η μορφή του α    ώστε ο αριθμός  Μ = 
2 6 7

4

a a 
 . 
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    Β. Αν το υπόλοιπο της  της ευκλείδειας διαίρεσης του α με το 3 είναι 2  

        να αποδείξετε ότι  ο αριθμός  Ρ = (α
2
 – 2α + 2004)  είναι πολλαπλάσιο του 3 . 

 

6. Έστω η εξίσωση (Ε) : ( 2λ – 1 )x + ( 3λ + 4 )y – 8λ – 7 = 0 

    α) Να αποδείξετε ότι  η (Ε ) παριστάνει ευθεία για κάθε τιμή του λ και περνάει από 

σταθερό  

        σημείο το οποίο να βρεθεί . 

    β) Ποιο το λ αν η παραπάνω ευθεία εφάπτεται στον κύκλο με κέντρο την αρχή αξόνων 

και ακτίνα 

        ρ=1 ;  (τριγωνομετρικός κύκλος) 

 

ΘΕΜΑ 4
Ο
 

1. Έστω τα σημεία  Α( 1 , 2 ) , Β( 2 , 5 ) και Μ( x  , y )  ώστε 
2

2 15 0AM AM AB      

    α) Να αποδείξετε ότι  το Μ κινείται σε κύκλο και να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του 

ρ. 

    β) Ποια η εξίσωση της ευθείας ΑΒ ; 

    γ) Ποια η σχετική θέση της ευθείας ε με εξίσωση 4x – 3y +12 = 0 με τον κύκλο αυτό . 

 

2. Έστω η υπερβολή   C :   

2 2

1
9 4

x y
   

    α) Ποιες οι εστίες , η εκκεντρότητα και οι ασύμπτωτες της . 

    β) Να βρεθεί το γινόμενο των αποστάσεων ενός τυχαίου σημείου της Μ( x0 , y0 )  από 

τις  

        ασύμπτωτες της . 

    γ) Αν Ρ ( μ , ν ) σημείο της υπερβολής με τεταγμένη άρτιο ακέραιο να αποδείξετε ότι  

μ
2
 = πολ3 

 

3. Έστω τα σημεία   Μ ( 8α + 16 , α
2
 + 4α +4 )  με α  . 

    α) Να αποδείξετε ότι  τα σημεία  Μ κινούνται σε μια παραβολή και να βρεθεί η εστία 

και η  

        διευθετούσα της . 
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    β) Είναι δυνατόν το τυχαίο σημείο Μ της παραπάνω παραβολής να έχει τετμημένη 

περιττό  

        ακέραιο και συγχρόνως και τεταγμένη  ακέραιο ; 

 

4. Έστω τα σημεία   Β( 4 , 2 ) και Γ( 6 , 2 ) 

    α) Ποια η εξίσωση της μεσοκαθέτου (ε) του τμήματος ΒΓ 

    β) Αν Α το σημείο τομής της διχοτόμου της γωνίας xOy των αξόνων (1
ης

-3
ης

 γωνίας) 

και της (ε) 

        να βρεθεί το μήκος του ύψους ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ 

    γ) Ποια η εξίσωση της ευθείας ΑΓ και ποιο το μήκος του ύψους ΒΕ του τριγώνου ΑΒΓ . 

    δ) Να αποδείξετε ότι  το άθροισμα των αποστάσεων τυχαίου σημείου Μ  της πλευράς 

ΒΓ από τις  

        πλευρές  ΑΒ και ΑΓ είναι σταθερό . 

 

5. Έστω η εξίσωση (Ε) :( λ
2
+λ-2)χ + (λ

2
+2λ)ψ +(λ

2
-3λ-10)=0 

i. Πότε παριστάνει ευθεία; 

ii. Πότε είναι παράλληλη στον άξονα  χ΄χ  ; 

iii. Πότε είναι παράλληλη στον άξονα  ψ΄ψ ; 

iv. Πότε περνάει από αρχή αξόνων ; 

v. Είναι δυνατόν να σχηματίζει γωνία  135
ο
 με τον χ΄χ ; 

vi. Να δείξετε ότι όλες οι παραπάνω ευθείες περνούν από σταθερό σημείο δηλαδή 

αποτελούν δέσμη ευθειών. 

 

6. Έστω Α(λ,λ+1) , Β(λ+6,2λ+1) , Γ(λ+3,λ) 

i. Πότε τα Α,Β,Γ είναι συνευθειακά ; 

ii. Αν ορίζουν τρίγωνο ΑΒΓ ποιο το λ ώστε (ΑΒΓ)=12 τ.μ ; 

iii. Ποιο το λ ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο στο Α ; 

 

7. Έστω Α(3,5) ,Β(5, -9) ,Γ( -3,7) 

i. Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών, διαμέσων , μεσοκαθέτων και υψών του 

καθώς και οι συντεταγμένες του βαρύκεντρου , περίκεντρου και ορθόκεντρου του 
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ii. Ποια τα μήκη πλευρών, διαμέσων και υψών 

iii. Ποιο το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 

iv. Ποια η ακτίνα του περιγεγγραμμένου κύκλου του  τριγώνου ΑΒΓ 

 

8. Έστω Α(-1,2) ,Β(μ,μ+3),Γ(κ,2κ),Δ(λ,λ-1) 

i. Δείξτε ότι τα σημεία Β και Δ κινούνται σε δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2  με 

Αε1 και να βρεθεί το κ αν είναι γνωστό ότι  Γ ε2 

ii. Ποια η συνθήκη ώστε ΑΒΓΔ  παραλληλόγραμμο; 

iii. Είναι δυνατόν να είναι ρόμβος ,ορθογώνιο ή τετράγωνο; 

iv. Τι θα πρέπει να ισχύει ώστε να είναι τραπέζιο και τι για ισοσκελές τραπέζιο; 

 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

 

1)Έστω Α(4,0) ,Β(8,3) , Γ(5.7).  

a) Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές 

 

b) Ποιο το σύνολο των σημείων Μ(χ,ψ) ώστε   
2
 +2 . . 2.  

2 

       

2) Έστω Α(1,3) , Β(μ,2μ+1),Γ(2, -1) και Δ(λ,2λ-5) 

a) Να δειχθεί ότι τα Β και Δ κινούνται σε παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 με Α στην ε1 

και Β στην ε2 

b) Ποια η συνθήκη ώστε ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο, ρόμβος, ορθογώνιο,  τετράγωνο. 

τραπέζιο και ισοσκελές τραπέζιο. 

3) Σε τρίγωνο ΑΒΓ η πλευρά ΑΒ έχει εξίσωση 2χ-ψ=1, ενώ η ΒΓ έχει εξίσωση  

    χ-2ψ+1=0. Αν η ΑΓ είναι παράλληλη στην ευθεία 2χ+11ψ+2004=0 και Α(2,3) τότε 

    α)ποια η εξίσωση της ΑΓ  β) ποια τα Β και Γ γ)ν.δ.ο. ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο 

    δ) να βρεθούν οι εξισώσεις των μγ και υα 

4) Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(2,1) και δύο ύψη του έχουν εξισώσεις 3χ+ψ –11=0 και 

    χ-ψ +3=0. α) ποιο το ορθόκεντρο Η  β)ποιες οι κορυφές Β και Γ   

                      γ) ποιες οι  εξισώσεις  των πλευρών του  δ) ποιο το εμβαδόν του   
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5) Έστω η εξίσωση Ε: (2λ +1)χ - (2 +λ)ψ +1-λ=0 

     α)ν.δ.ο παριστάνει ευθεία για κάθε λR  β) ν.δ.ο διέρχεται από σταθερό σημείο 

     γ)να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α( 3,9) από την Ε για λ=1   

     δ) ποιο το λ ώστε η απόσταση του Β(2,1 ) από την Ε να είναι 1   

  6)α)Δείξτε ότι η εξίσωση χ
2
+ψ

2
+2χψ–3χ–3ψ+2=0 παριστάνει δύο παράλληλες        

ευθείες .β)Ποια  η μεταξύ τους απόσταση; γ)ποιο το εμβαδόν του τραπεζίου που 

σχηματίζουν αυτές με τους άξονες χ΄χ και ψ΄ψ ; 

  7) Έστω η εξίσωση Ε: (μ
2
 –μ)χ + (μ

2
 –1)ψ +(μ+3)=0 

    α)πότε είναι ευθεία ; β)πότε είναι παράλληλη στον χ΄χ γ) πότε είναι παράλληλη    στον 

ψ΄ψ ; δ) πότε περνάει από την αρχή των αξόνων ; 

8)Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε η οποία είναι παράλληλη στην ευθεία  

   ζ: 3χ –4ψ +2003=0 και η απόσταση του σημείου Ρ(2,-1) από την ε να είναι 3 

   (ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ορίζω ε: ψ=λχ+β ,βρίσκω λ, παίρνω τύπο d(Ρ,ε)=…κ.τ.λ.) 

9) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε η οποία περνάει από το Μ(0,1) και απέχει από το 

Ρ(2,0) απόσταση 2.    

(ΥΠΟΔΕΙΞΗ: Ορίζω ε: ψ=λχ+β ,βρίσκω β σε σχέση με το λ, παίρνω τύπο d(Ρ,ε)=…κ.τ.λ.) 

10)Έστω ε: χ-ψ+1=0 α)ποιες οι συμμετρικές της ε ως προς χ΄χ , ψ΄ψ , αρχή αξόνων 

                                  β)ποια η συμμετρική της ε ως προς το σημείο Κ(1,3) 

                                  γ) ποια η συμμετρική της ε ως προς την ευθεία ζ: 2χ +5ψ +3=0 

 


