
 25 ÈÝìáôá
 ãåùìåôñéêþí ôüðùí

óôïõò ìéãÜäåò

ÌáèçìáôéêÜ
Êáôåýèõíóçò
 Ã! Ëõêåßïõ

ÈùìÜò Ñáúêüöôóáëçò
Ìáèçìáôéêüò

Êéëêßò 44 ¢ëéìïò
e-mail: raik2151@gmail.com



25 ÈÝìáôá
 ãåùìåôñéêþí ôüðùí

óôïõò ìéãÜäåò

ÅðéëåãìÝíá
 ÈÝìáôá

 ÅîåôÜóåùí

ÌáèçìáôéêÜ
Êáôåýèõíóçò
 Ã! Ëõêåßïõ

ÈùìÜò Ñáúêüöôóáëçò
Ìáèçìáôéêüò

Êéëêßò 44 ¢ëéìïò
e-mail: raik2151@gmail.com



   25 Θέματα Γεωμετρικών Τόπων στους Μιγάδες                                                                               1 

Θωμάς Ραϊκόφτσαλης 

 Α.    κλασσικά θέματα 
  
 Θέμα 1 

 Αν z 8 z 2   , να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των 

μιγαδικών αριθμών z και να δείξετε ότι Re(z) 5 . 

 Θέμα 2 

 

 Θέμα 3 

 Αν για τους μιγαδικούς  z   ισχύει | z | 1 , να βρείτε που ανήκουν οι 
εικόνες των μιγαδικών  w  με w 2z 1  . 

 Θέμα 4 

 Αν για το μιγαδικό z ισχύει, | z (2 2i) | 2    να βρεθεί: 
 
 

Α. Ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του z  στο μιγαδικό επίπεδο. 
 
 

Β. Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του z| | . 

 Θέμα 5 

 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ των μιγαδικών z , για 
τους οποίους ισχύει: | z 1 | | z 4i |   . Να βρεθεί ο μιγαδικός z με το 
ελάχιστο μέτρο και το ελάχιστο μέτρο.

 Θέμα 6 

 

 Θέμα 7 

 Αν η εικόνα του μιγαδικού z  ανήκει στον κύκλο κέντρου O(0,0)  και 
ακτίνας 1  , να δείξετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του 

μιγαδικού 
2z i

w
iz 2





. 

 Θέμα 8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α. 
Β. 
Γ. 
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Θωμάς Ραϊκόφτσαλης 

 Β.    ειδικά θέματα 
 Θέμα 9 

 Αν w¬ και (0, )  , θεωρούμε την εξίσωση  
2(E) :  w 2 w 1 0     .    

Α. Να λυθεί η εξίσωση  (Ε). 

Β. Αν 1 2w , w  οι δυο ρίζες της (Ε)  τότε: 

i. Nα βρεθούν τα 1w  και 2w . 

ii. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των ριζών 1 2w , w . 

ii. Να βρεθεί το 1 2max w w . 

 Θέμα 10 
 
 

Α. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί q για τους οποίους ισχύει  q 4 q
   , με 

  και 2  . Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των 
μιγαδικών q. 

Β. 
 
 

Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί w για τους οποίους ισχύει 

 2 22w w w 576 0   . Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των 

μιγαδικών w. 

Γ. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή  m  του w q . 

 

 Θέμα 11 

  
Α. 

 
 
 
 
 
 

Β. 
 
 
 
 
 
 

Γ. 
 

 Θέμα 12 

 

 Θέμα 13 

 

 Θέμα 14 
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Θωμάς Ραϊκόφτσαλης 

Γ.    θέματα εξετάσεων 

 Θέμα 15 
 
 

Α. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί w με w 3 i 1   .  

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών w.  
(Κύκλος)

 
 
 
 
 
 

Β. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z για τους οποίους ισχύει: 
z i z i

i
z i z i

 


 
.  

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z. 
(Ημικύκλιο)

Γ. 
 
 
 

Να βρεθούν: 
- Η μέγιστη τιμή   Μ  του w z , 

- Η ελάχιστη τιμή  m  του w z , 

- Το  
2x 8

x 4x M
I im n(t 4)dt






   .       

 Θέμα 16 
 
 

Α. 
 
 
 
 

Έστω οι μιγάδες z τέτοιοι ώστε να ισχύει 10z 20iz 10z 20iz 0    , καθώς 

και η συνάρτηση  g : 0,    με τύπο 
22x 1

g(x)
x


 . Nα δειχθεί ότι ο 

γεωμετρικός τόπος των εικόνων των z στο μιγαδικό επίπεδο και η πλάγια 
ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της g , ταυτίζονται. 

Β. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : 0,    της οποίας η γραφική 

παράσταση έχει δυο κοινά σημεία με την ασύμπτωτη της συνάρτησης g. Να 
αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας θετικός αριθμός 0x  τέτοιος ώστε: 

   0 0 0f x x f x  . 

 Θέμα 17 
 

Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z και w με 
z i

w
1 iz





 με z i  . 

Α. Να δείξετε ότι ισχύει w i   . 
 
 
 
 
 
 
 

Β. Να δείξετε ότι 
w i

z
w i





 .  

Γ. Αν Μ η εικόνα του μιγαδικού αριθμού w στο επίπεδο και ισχύει ότι z 1  

και , να δείξετε ότι το σημείο Μ ανήκει στον άξονα το x x , δηλαδή ότι 
w . 

Δ. 
 
 
 

Να δείξετε την ισοδυναμία w   z  » » . 
 

Ε. Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση f στο  ,     με f ( ) 1   και έστω 

z f ( ) i     και   w f ( ) i   . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) 0  έχει 

τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα  ,    . 
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Θωμάς Ραϊκόφτσαλης 

Θέμα 18 

 
Α. 

 

Β. 

 

 Θέμα 19 

 
 
 
Α. 
 
 
Β. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γ. 

 
 

 Θέμα 20 

 
 
 
 
 
 

Α. 
 
 
 
 

Β. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γ. 
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Θωμάς Ραϊκόφτσαλης 

 Θέμα 21 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Β. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γ. 

 Θέμα 22 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α. 
 
Β. 

 

 
 

 Θέμα 23 

Α. 
 
 
 

Έστω ο μιγαδικός αριθμός z .  
Αν για τον z ισχύει η σχέση:    1 i z 1 i z 4 0     , να δείξετε ότι οι 

εικόνες των μιγαδικών αριθμών z στο μιγαδικό επίπεδο κινούνται σε ευθεία 
(ε). 

Β. 
 
 

Αν η ευθεία (ε) του ερωτήματος (α) είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής 
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Θωμάς Ραϊκόφτσαλης 

παράστασης της συνάρτησης f με τύπο 
2

x

x
f (x) x

e
       για x   , να 

βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί α, β.  

Γ. 
 
 

Να βρεθεί η ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g με 
f (x)

g(x)
x

 , x 0 , για x   . 

 Θέμα 24 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α. 
Β. 
Γ. 

 

 Θέμα 25 

Α. Έστω ο μιγαδικός αριθμός z .  Αν για τον z ισχύει η σχέση: 

   1 i z 1 i z 4 0     , να δείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών 

αριθμών z στο μιγαδικό επίπεδο κινούνται σε ευθεία (ε). 
 

Β. Αν η ευθεία (ε) του ερωτήματος (α) είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της συνάρτησης f με τύπο 
2

x

x
f (x) x

e
       για x   , 

να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί α, β.  
 

Γ. Να βρεθεί η ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g με 
f (x)

g(x)
x

 , x 0 , για x   . 
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