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Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗ 
Οι συγκεκριµένες σηµειώσεις, έχουν σαν σκοπό να χρησιµεύσουν σαν διδακτικό βοήθηµα στους 
φοιτητές του 6ου εξαµήνου του Τµήµατος Πολιτικών ∆οµικών Εργων του ΤΕΙ Σερρών. Μετά από 
την εισαγωγή στην Υδραυλική, περιγράφονται οι βασικές ιδιότητες των ρευστών. Ακολουθεί η 
Υδροστατική πίεση και τα όργανα µέτρησής της. Στη συνέχεια περιγράφεται ο υπολογισµός των 
δυνάµεων που δρούν σε επιφάνειες βυθισµένες σε υγρά λόγω των υδροστατικών πιέσεων. Στο 
τρίτο κεφάλαιο περιγράφονται οι βασικές αρχές της Υδροδυναµικής, και η ροή σε κλειστούς 
αγωγούς. Στη συνέχεια παρατίθενται η ισχύς των αντλιών, η οµοιόµορφη ροή σε ανοικτούς 
αγωγούς, και κάποια από τα όργανα µέτρησης ταχυτήτων, πιέσεων και παροχών. Τέλος, δίνονται οι 
αρχές υπολογισµού δυνάµεων που αναπτύσσονται από ρευστά σε κίνηση. 
 

1. Εισαγωγή 

1.1. Ορισµοί. 

Η Υδραυλική ενδιαφέρει τον Μηχανικό στον βαθµό που πολλά προβλήµατα κατασκευών και 
γενικότερα Μηχανικής σχετίζονται µε µεταφορά και αποθήκευση ρευστών, κυρίως νερού, µε 
αποτέλεσµα την δηµιουργία πιέσεων, δυνάµεων, ταχυτήτων κλπ. Οι λύσεις σε αυτή την ευρεία 
γκάµα προβληµάτων απαιτούν την κατανόηση των βασικών αρχών της Μηχανικής των Ρευστών 
γενικά και της Υδραυλικής πιό συγκεκριµένα, και αυτές περιγράφονται συνοπτικά στις σηµειώσεις 
αυτές. 

Ρευστοµηχανική ή Μηχανική των Ρευστών είναι ο κλάδος της θετικής Επιστήµης που ασχολείται 
µε τις µηχανικές ιδιότητες των ρευστών, δηλαδή των υγρών και των αερίων σωµάτων.  Οταν 
πρόκειται συγκεκριµένα µόνο για το νερό, ο κλάδος λέγεται αντίστοιχα Υδροµηχανική, η οποία 
µπορεί να διαιρεθεί σε Υδροστατική, όταν πρόκειται για νερό σε ακινησία και Υδροδυναµική, όταν 
πρόκειται για νερό σε κίνηση.  

Το εφαρµοσµένο κοµµάτι της Υδροµηχανικής, αποκαλείται Υδραυλική. Οι εφαρµογές της είναι 
εµφανώς πολλές, από τις Υδρεύσεις και τις Αρδεύσεις, έως την Μηχανολογία. Η Υδραυλική, είναι 
ταυτόχρονα και αναλυτική, και εµπειρική επιστήµη, αφού κάποια µέρη της µπορούν να αποδοθούν 
µε αναλυτικές σχέσεις, ενώ σε άλλα, υπάρχει ανάγκη για εµπειρικές σχέσεις, λόγω αδυναµίας 
αναλυτικής περιγραφής τους. 

        

1.2. ∆ιάκριση των ρευστών. 

Ρευστά (fluids) λέγονται τα υλικά σώµατα εκείνα που µεταβάλλουν τις σχετικές θέσεις των όγκων 
των στοιχείων τους όταν υπόκεινται σε διάτµηση, δηλαδή έχουν µή στατική ισορροπία σε 
διάτµηση. ∆ιακρίνονται σε αέρια (gases), τα οποία είναι έντονα συµπιεστά, δηλαδή έχουν µεγάλη 
µεταβολή της πυκνότητάς τους µε την µεταβολή της πίεσης, και σε υγρά (liquids), τα οποία είναι 
συµπιεστά σε πολύ µικρότερο βαθµό, έως και αµελητέο. Στο σχήµα 1, φαίνεται η σχετική µη-
συµπιεστότητα του υγρού (Α): οι µοριακές αποστάσεις δεν αλλάζουν σηµαντικά µε την πίεση. 
Αντίθετα στην περίπτωση του αερίου (Β), η µεταβολή αυτή είναι σηµαντική. 

 

 

 

Σχήµα 1. ∆ιάκριση υγρών – αερίων ως προς τη συµπιεστότητα. 
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Σε αντιδιαστολή µε τα ρευστά, τα στερεά παρουσιάζουν ελαστική παραµόρφωση σε διάτµηση, 
δηλαδή παραµόρφωση που επανέρχεται όταν αναιρεθεί η διάτµηση. Στα ρευστά, η παραµόρφωση 
από διάτµηση είναι  συνεχής και µόνιµη. Η κατάσταση της διάτµησης φαίνεται σχηµατικά στο 
σχήµα 2. Στα αριστερά, στη θέση Α, βρίσκεται δείγµα σώµατος ανάµεσα σε µία ακίνητη πλάκα (η 
κάτω πλάκα) και σε µία πλάκα που µπορεί να κινείται υπό την επίδραση δύναµης F. Η δύναµη 
αυτή, έχει σαν αποτέλεσµα µιά διατµητική τάση τ, που παραµορφώνει το σώµα (αριστερά, θέση Β). 
Στην περίπτωση του στερεού, η παραµόρφωση αυτή είναι ελαστική. Αντίθετα, στην δεξιά 
περίπτωση του σχήµατος όπου το σώµα είναι ρευστό, η παραµόρφωση παραµένει και µετά το 
σταµάτηµα της δύναµης. Και στην περίπτωση που η δύναµη συνεχίζει να υφίσταται, υπάρχει ροή 
του ρευστού, µε πεδίο ταχυτήτων που µεταβάλλεται γραµµικά µεταξύ των δύο πλακών (θέση Β 
δεξιά). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2. ∆ιάτµηση στερεών και ρευστών. 

Οπως θα δούµε παρακάτω, η ταχύτητα αυτή είναι τόσο µικρότερη, όσο µεγαλύτερος είναι ο βαθµός 
αντίστασης σε διάτµηση του συγκεκριµένου ρευστού. Η αντίσταση αυτή δηµιουργείται από τις 
δυνάµεις τριβής µεταξύ των µορίων του ρευστού. Για λόγους θεωρητικής προσέγγισης, 
χρησιµοποιείται η έννοια του ιδανικού ρευστού, στο οποίο υπάρχουν µηδενικές δυνάµεις τριβής 
µεταξύ των µορίων, πράγµα που έχει σαν αποτέλεσµα απείρως µικρή δύναµη ∆F, να µετακινεί 
στοιχειώδη όγκο ∆V σε σχέση µε τον γειτονικό του. 

Οσον αφορά τη διάκριση µεταξύ υγρών και αερίων, αποτελεί κοινό τόπο ότι τα πρώτα παίρνουν το 
σχήµα του δοχείου στο οποίο τοποθετούνται και παρουσιάζουν ελεύθερη επιφάνεια (σχήµα 3Α), 
ενώ τα δεύτερα τείνουν να καταλάβουν όλο τον όγκο του δοχείου (σχήµα 3Β).  

Οι ιδιότητες που διακρίνουν τις τρείς κατηγορίες των υλικών σωµάτων συνοψίζονται στον πίνακα 
1. 

� � � � �
 

Σχήµα 3. ∆ιαφορά υγρών-αερίων, ως προς την ελεύθερη επιφάνεια και το δοχείο. 
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Πρόκειται για διαφορές ως προς τις σχετικές µοριακές θέσεις και αλληλεπιδράσεις, τη δυνατότητα 
ελεύθερης επιφάνειας και αποδοχής τάσεων, τη συµπιεστότητα, και την ανταπόκριση σε 
διατµητική τάση. 
 

Πίνακας 1. ∆ιάκριση στερεών – υγρών - αερίων 

    Ρευστά  

χαρακτηριστικό στερεά υγρά Αέρια 

Απόκριση σε διατµητική 
τάση τ 

τ=G/γ, ανθίστανται στην 
παραµόρφωση 

τ=µ(dU/dy), ανθίστανται στον ρυθµό 
παραµόρφωσης 

Απόσταση µεταξύ 
γειτονικών µορίων 

ελάχιστη µικρή Μεγάλη 

Μοριακή διευθέτηση Κρυσταλλική δοµή Μόνο στην τάξη µεγέθους 
των µικρών αποστάσεων 

Τυχαία 

Μοριακές 
αλληλεπιδράσεις 

έντονες ενδιάµεσες Χαµηλές 

Προσαρµογή στο σχήµα 
του δοχείου 

όχι ναι ναι 

Επέκταση χωρίς όρια όχι όχι ναι 

Ελεύθερη επιφάνεια ναι ναι όχι 

Αντίσταση σε µικρή 
τάση 

ναι Θεωρητικά ναι, πρακτικά 
όχι 

όχι 

συµπιεστότητα Ουσιαστικά µηδέν Σχεδόν ασυµπίεστα Ιδιαίτερα 
συµπιεστά 

�
1.3. Ιδιότητες των ρευστών. 

Οι ιδιότητες ενός ρευστού που µπορεί να επηρεάζονται, πολλές φορές σηµαντικά, από την 
θερµοκρασία, την πίεση και τη σύνθεση του ρευστού (στην περίπτωση µίγµατος), καθορίζουν την 
µηχανική του συµπεριφορά. Οι σηµαντικότερες από αυτές, πυκνότητα, ειδικό βάρος, ιξώδες, πίεση 
υδρατµών, τριχοειδή φαινόµενα, µέτρο ελαστικότητας, περιγράφονται σύντοµα παρακάτω. 

 

1.3.1. Πυκνότητα – Ειδικό βάρος - Ειδική βαρύτητα. 
Η πυκνότητα ενός υγρού, συµβολίζεται µε «ρ», και ορίζεται σαν το πηλίκο της µάζας του 
µοναδιαίου όγκου του, προς τον όγκο αυτό: 

ρ = µάζα / όγκο (kg.m-3)  
 

Η µέγιστη τιµή της πυκνότητας του νερού είναι:  
 ρνερού = 1000 kg/m3 στους 4οC  
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Η τιµή αυτή µειώνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας. Επειδή όµως ο ρυθµός µείωσης είναι 
χαµηλός (997kg/m3 στους 25oC), για πρακτικές εφαρµογές µπορεί να θεωρηθεί σταθερή. 

Αµεσα συσχετισµένο µε την πυκνότητα είναι και το ειδικό βάρος ενός υγρού, που συµβολίζεται µε 
«γ». Είναι το πηλίκο του βάρους του µοναδιαίου όγκου προς τον όγκο: 

γ = ειδικό βάρος (kg.m-3.m.s-2 = N.m-3) 
 

και η σχέση του µε την πυκνότητα είναι: 

 
Η Ειδική βαρύτητα (specific gravity), είναι ο λόγος του βάρους ενός όγκου του σώµατος προς το 
βάρος ίσου όγκου νερού. Συµβολίζεται µε s, είναι αδιάστατος, και αναφέρεται στον λόγο της 
πυκνότητας του υλικού ως προς την πυκνότητα του καθαρού νερού, σε µια θερµοκρασία αναφοράς, 
συνήθως τους 4 βαθµούς Κελσίου, και σε πίεση µίας ατµόσφαιρας. 
Η πυκνότητα των δύο βασικότερων ρευστών, του νερού (water) και του αέρα (air), δίνεται για 
κάποιες θερµοκρασίες στον πίνακα 2. 

 
Πίνακας 2. Πυκνότητα νερού και αέρα µε την θερµοκρασία. 

Θερµοκρασία (oC) 0 10 15 20 40 60 80 100 
ρ (kg.m-3)  Νερό 999.8 999.7 999.1 998.2 992.2 983.2 971.8 958.4 

αέρας 1.293 1.247 1.226 1.205 1.128 1.060 1.000 0.946 

�
1.3.2. ∆υναµικό και κινηµατικό ιξώδες ρευστού. 
Στην παράγραφο 1.2, αναφερθήκαµε στην κατάσταση της διάτµησης στην οποία µπορεί να βρεθεί 
ένα ρευστό. Ας φανταστούµε ένα στρώµα µικρού πάχους του ρευστού, που βρίσκεται ανάµεσα σε 
µια πλάκα ακίνητη, και σε µία που κινείται µε την επίδραση δύναµης F, µε µια σταθερή ταχύτητα U 
(σχήµα 4). Οπως φαίνεται στο σχήµα, το προφίλ της ταχύτητας από την µία πλάκα στην άλλη, είναι 
γραµµικό. Αποδεικνύεται ότι η τάση τ που εφαρµόζεται από την δύναµη F, δηλαδή o λόγος της 
δύναµης προς την επιφάνεια Α, είναι ανάλογη της κλίσης της ταχύτητας, δηλαδή του λόγου της 
µεταβολής της ταχύτητας προς την µεταβολή της απόστασης από τις πλάκες. Ο λόγος αυτός, η 
κλίση της ταχύτητας dU/dy είναι σταθερός, αφού το προφίλ της ταχύτητας είναι γραµµικό.      
 
 
 
 
 
 
 

 dy
dU

A
F

⋅== µτ  

 
 

Σχήµα 4. Συµπεριφορά ρευστού σε διάτµηση – Ορισµός του ιξώδους. 
 

g
γρ=

F 

U
y 
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Ο λόγος της τάσης προς τη κλίση της ταχύτητας, είναι το δυναµικό ιξώδες (viscosity) του ρευστού, 
που συµβολίζεται µε «µ», και για τα συνηθισµένα ρευστά είναι σταθερό για το ίδιο υλικό στην ίδια 
θερµοκρασία. Παρακάτω θα αναφερθούµε σε ρευστά που λέγονται «µή-νευτώνεια», και 
παρουσιάζουν µεταβλητό ιξώδες. Για τα «νευτώνεια» ρευστά εποµένως, είναι:  
 

µ = τ / (dU/dy) = (F/A) / (dU/dy) 
 
Οι µονάδες του δυναµικού ιξώδους είναι: [µ] = Pa/{(m/s)/s}= Pa.s = N.s/m2 = kg.m/s. Το δυναµικό 
ιξώδες του νερού στους 20οC είναι περίπου µ = 10-3 Pa.s. Η µεταβολή µε την θερµοκρασία του 
δυναµικού ιξώδους του νερού και του αέρα, φαίνονται στο σχήµα 5.  
Για να συµπεριληφθεί και η πυκνότητα ρ στο ιξώδες, ορίζεται το κινηµατικό ιξώδες ν, ως ο λόγος 
των δύο µεγεθών: 

Οι µονάδες του κινηµατικού ιξώδους ν, είναι: [ν] = {kg.m/s}/{kg/m3} = m2/s. Το ιξώδες του νερού 
και του αέρα σε συνάρτηση µε τη θερµοκρασία φαίνονται στο σχήµα 5. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 5. Το ιξώδες του νερού και του αέρα. Προσοχή: Οι κλίµακες είναι διαφορετικές. 
 
1.3.3. Νευτώνεια και Μη-Νευτώνεια Ρευστά. 
Ενα υγρό είναι νευτώνειο αν η κλίση της ταχύτητάς του σε διάτµηση είναι γραµµικά ανάλογη µε 
την εφαρµοζόµενη διατµητική τάση, και είναι µηδέν, όταν η τάση είναι µηδενική. Η σταθερά της 
αναλογίας είναι το δυναµικό ιξώδες, όπως προαναφέρθηκε.  
Κάποια υλικά, για παράδειγµα η λάσπη, µπορεί κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες να 
συµπεριφέρονται σαν υγρά, αλλά δεν εµφανίζουν τέτοια σχέση µεταξύ τάσης και βαθµίδας 
ταχύτητας. Αυτά τα υγρά, αποκαλούνται µη-νευτώνεια. Τα πιό συνηθισµένα ρευστά, αέρας και 
νερό, είναι νευτώνεια. Επειδή οι τιµές του ιξώδους για συνηθισµένα υγρά είναι µικρές, η έννοια του 
ιδανικού ρευστού, για το οποίο µ=0, είναι χρήσιµη. Γι’αυτήν, αγνοούνται τα φαινόµενα των 
τριβών. Αυτή η προσέγγιση δεν ισχύει στην περιοχή ενός στερεού ορίου (τοιχώµατος), όπου η 
συνθήκη της «µη-ολίσθησης» (no-slip condition) πρέπει να ικανοποιείται, δηλαδή στην επαφή 
υγρού – στερεού, η ταχύτητα του υγρού πρέπει να είναι ίση µε την ταχύτητα του στερεού. Γιά 
παράδειγµα, η ταχύτητα των µορίων του νερού που βρίσκονται σε επαφή µε τα τοιχώµατα του 
σωλήνα στον οποίο το νερό ρέει, είναι µηδέν. Η συνθήκη αυτή αποτελεί βασικότατη αρχή για την 
Υδραυλική. 
Στο σχήµα 6 φαίνεται η συµπεριφορά σε διάτµηση διαφόρων σωµάτων. Το ιδανικό (τέλειο) ρευστό, 
µην προβάλλοντας καµµία αντίσταση στην τάση, αντιπροσωπεύεται στο διάγραµµα του σχήµατος 

v
µ

=
ρ
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από τον άξονα των x. Ο άξονας των y αντιπροσωπεύει το τέλειο στερεό το οποίο, όσο µεγάλη και 
να είναι η εφαρµοζόµενη τάση, δεν θα παρουσιάσει παραµόρφωση.  
Βεβαίως, τα δύο αυτά άκρα, είναι ιδεατά, θεωρητικά, και δεν αντιπροσωπεύουν πραγµατικά υλικά 
σώµατα. Ενα πραγµατικό ρευστό, αν είναι νευτώνειο, θα αντιπροσωπεύεται στο διάγραµµα από µια 
ευθεία που θα περνάει από την αρχή των αξόνων. Οσο πιό «λεπτόρευστο» είναι, τόσο πιό χαµηλό 
ιξώδες έχει, και τόσο πιο µικρή κλίση θα έχει η ευθεία µε τον άξονα των x. Τόσο πιό εύκολα «ρέει», 
δηλαδή παρουσιάζει µεγάλη παραµόρφωση µε µικρή τάση. Οσο πιό παχύρευστο είναι, τόσο πιό 
µεγάλη κλίση θα παρουσιάζει µε τον άξονα των x. Και τόσο µεγαλύτερο ιξώδες έχει, αφού το 
ιξώδες είναι η κλίση µε τον οριζόντιο άξονα.  
Τα µή-νευτώνεια ρευστά, αντιπροσωπεύονται είτε από ευθείες που δεν περνούν από την αρχή των 
αξόνων, είτε από καµπύλες. Στην πρώτη περίπτωση πρόκειται πχ για πλαστικό ρευστό Bingham, 
που χρειάζεται κάποια τάση µέχρι την οποία δεν ρέει, ενώ ρέει σε µεγαλύτερες από αυτήν (πχ το 
κέτσαπ). Στην δεύτερη, πρόκειται για ρευστά που παρουσιάζουν µεταβολή, συνήθως µείωση του 
ιξώδους τους µε την κλίση ταχύτητας. Οταν παρατηρείται µείωση του ιξώδους λέγονται 
ψευδοπλαστικά (shear-thinning), όπως πχ τα πολυµερή και τα διαλύµατά τους. Στην αντίθετη 
περίπτωση, λέγονται διασταλτικά (shear-thickening, πχ το τσιµέντο και άλλα αιωρήµατα). 
Σε πολλά ρευστά, υπάρχει έντονη επίδραση του χρόνου στο ιξώδες τους. Η επίδραση αυτή, όπως 
και αυτή της θερµοκρασίας και άλλων συνθηκών δεν θα εξεταστεί εδώ. 

 
Σχηµα 6. Συµπεριφορά σωµάτων σε διάτµηση: 1-αέριο, πολύ µικρό ιξώδες, 2-λεπτόρευστο υγρό, 3-
παχύρευστο υγρό, 4-πλαστικό Bingham, 5-ψευδοπλαστικό υγρό, 6-διασταλτικό υγρό. Τα 4, 5 και 6 

είναι µή-νευτώνεια. 
 

1.3.4. Πίεση υδρατµών. 
Η πίεση των υδρατµών ενός υγρού, συµβολίζεται µε «pv», και οι µονάδες της είναι το Pa. Συνήθως 
νοείται σαν απόλυτη πίεση. Είναι η πίεση που ασκείται από τους υδρατµούς του σε κατάσταση 
ισορροπίας υδρατµών – υγρού σε συγκεκριµένη θερµοκρασία. Η σηµασία της προκύπτει από το 
φαινόµενο της σπηλαίωσης, όρος ο οποίος εφαρµόζεται στην γένεση, µεγέθυνση και καταστροφή 
φυσαλλίδων υδρατµού στο εσωτερικό ενός ρέοντος υγρού όταν η πίεσή του σε κάποιο σηµείο της 
ροής πέφτει κάτω από την πίεση των υδρατµών. Αυτό οδηγεί σε µειωµένη απόδοση και βλάβη τις 
αντλίες και τους αγωγούς. 
 

τάση, τ 

3 

Κλίση ταχύτητας, dU/dy 

5 

2 

6 

4 

1 
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1.3.5. Μέτρο Ελαστικότητας. 
Το µέτρο ελαστικότητας (bulk modulus of elasticity), συµβολίζεται µε “E”, και είναι ο λόγος της 
αλλαγής της πίεσης p που είναι απαραίτητη για µιά µεταβολή στην πυκνότητα, προς την σχετική 
αυτή µεταβολή στην πυκνότητα (σχήµα 7). Μονάδες του είναι το Pa, και δείχνει πόσο συµπιεστό 
είναι ένα υλικό. Οσο µεγαλύτερη είναι η τιµή του, τόσο λιγότερο συµπιεστό είναι το υλικό, αφού 
χρειάζεται µεγαλύτερη πίεση για την µεταβολή του όγκου του σώµατος. Κοινά ρευστά όπως το 
νερό µπορούν να χαρακτηριστούν σαν ασυµπίεστα. Το φαινόµενο της συµπιεστότητας ωστόσο, 
µπορεί να αποκτήσει µεγάλη σηµασία όταν σηµαντικές µεταβολές πίεσης συµβαίνουν απότοµα, 
όπως το φαινόµενο του πλήγµατος κριού (waterhammer) που συµβαίνει όταν κλείνουν απότοµα 
βάννες. 
Η ταχύτητα µετάδοσης των κυµάτων σε ένα υγρό είναι συνάρτηση του µέτρου ελαστικότητάς του:  

 
C = (E/ρ)1/2 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 7. Μέτρο Ελαστικότητας: η αύξηση της πίεσης κατά dp, επιβάλλει σχετική µείωση του όγκκου 

κατά dV/V, και φυσικά ίση αύξηση της πυκνότητας. 
 
Συχνά χρησιµοποιείται και το αντίστροφο του µέτρου ελαστικότητας, το µέτρο συµπιεστότητας, 
του οποίου µονάδες είναι το Pa-1. Οσο µεγαλύτερο είναι το µέτρο συµπιεστότητας, τόσο πιο 
συµπιεστό είναι ένα σώµα, διότι τόσο µεγαλύτερη µεταβολή στον όγκο του συµβαίνει µε την ίδια 
µεταβολή της πίεσης. 
 

1.3.6. Επιφανειακή Τάση. . 
Η Επιφανειακή Τάση εµφανίζεται στη διεπιφάνεια δύο ρευστών, εκ των οποίων το ένα τουλάχιστον 
είναι υγρό, και δεν είναι αναµίξιµα µεταξύ τους. Τα µόρια του υγρού κοντά στη διεπιφάνεια 
δέχονται δυνάµεις συνοχής από τα γειτονικά µόρια του υγρού, δηλαδή η συνισταµένη δύναµη δεν 
είναι µηδενική λόγω εξισορρόπησης των δυνάµεων συνοχής από όλες τις πλευρές. Ετσι η 
διεπιφάνεια αποτελεί µια µεµβράνη που τελεί υπό εφελκυστική τάση.  
Ονοµάζουµε λοιπόν Επιφανειακή τάση (surface tension) τη δύναµη ανά µονάδα µήκους η οποία 
ενεργεί κάθετα σε µιά τυχαία γραµµή, επάνω στην επιφάνεια. Αλλοιώς µπορεί να οριστεί σαν την 
απαιτούµενη ενέργεια για µεταφορά µορίων ενός υγρού από το σώµα του υγρού στην επιφάνειά 
του. Η πιό συγκεκριµένα σαν το έργο που απαιτείται για να µεταφερθεί από το εσωτερικό ένα 
µοναδιαίο εµβαδό στην επιφάνεια. Εχει διαστάσεις [δύναµης/µήκος], δηλαδή µονάδες της είναι 
N/m. 
 
 

K
V
dV

dp
E

1
=

−
=
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Σχήµα 8. Επιφανειακή τάση: ο ρόλος των δυνάµεων συνοχής στην επιφάνεια και στο εσωτερικό ενός 

υγρού. 
 

Για να γίνει κατανοητό το φαινόµενο της επιφανειακής τάσης, ας παρατηρήσουµε στο σχήµα 8 την 
διεπιφάνεια υγρού – αερίου. Οταν ο στοιχειώδης όγκος του υγρού βρίσκεται στη θέση Ι στο 
εσωτερικό του υγρού, ανάµεσα στους στοιχειώδεις όγκους 1-6, έλκεται από αυτούς. Οταν 
βρίσκεται στη θέση S, δηλαδή στην επιφάνεια, έλκεται µόνο από τους 1-4. Αυτό σηµαίνει ότι για 
να βρεθεί στη επιφάνεια, δηλαδή από την πρώτη θέση στην δεύτερη, πρέπει να καταναλωθεί 
κάποια ενέργεια. Αυτή είναι η επιφανειακή τάση.  
Στον πίνακα 3 δίνονται οι τιµές της επιφανειακής τάσης διαφόρων υγρών, σε κατάσταση επαφής µε 
τον αέρα και σε κατάσταση επαφής µε το νερό. 
 

Πίνακας 3. Τιµές επιφανειακής τάσης για διάφορα υγρά. 
υγρό Σε επαφή µε τον αέρα Σε επαφή µε το νερό 

Βενζίνη 0.029 0.035 
Τετραχλωράνθρακας 0.027 0.045 

Γλυκερίνη 0.063 - 
Εξάνιο 0.018 0.051 

Υδράργυρος 0.484 0.375 
Μεθανόλη 0.023 0.023 
Οκτάνιο 0.022 0.051 

Νερό 0.073 - 
 

 
1.3.7. Τριχοειδή φαινόµενα (capillarity) 
Τα τριχοειδή φαινόµενα αναφέρονται στην ανύψωση ή την ταπείνωση ενός ρευστού σε σωλήνες 
µικρής διαµέτρου, ή σε πορώδη µέσα, εξαιτίας της επιφανειακής τάσης. Η τιµή της ανύψωσης 
εξαρτάται από τα ρευστά της διεπιφάνειας, ενώ επηρεάζεται και από τυχόν χηµικές ουσίες στην 
διεπιφάνεια.  

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 9. Τα τριχοειδή φαινόµενα σε λεπτό σωλήνα σαν αποτέλεσµα της επιφανειακής τάσης. 
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Σε λεπτούς σωλήνες παρατηρείται ότι η στάθµη του υγρού ανέρχεται ή κατέρχεται από το επίπεδο 
της εξωτερικής ελευθερης επιφάνειας. Το αν θα συµβεί το πρώτο ή το δεύτερο εξαρτάται από το αν 
οι δυνάµεις συνάφειας µεταξύ του υγρού και του στερεού τοιχώµατος υπερβαίνουν ή όχι τις 
δυνάµεις συνοχής µεταξύ των µορίων του ρευστού. Ετσι, το πρώτο συµβαίνει στο σχήµα 9 (Α) µε 
το νερό, ενώ το δεύτερο στο σχήµα 9 (Β) µε τον υδράργυρο. Στο σχήµα 9 (C), φαίνεται 
µεγενθυµένη η περίπτωση (Α). Στο (C) παρουσιάζεται το ισοζύγιο δυνάµεων στο υγρό µέσα στον 
σωλήνα. Οι δυνάµεις των ατµοσφαιρικών πιέσεων είναι ίσες και αλληλοαναιρούνται. Η 
εξισορρόπηση της επιφανειακής τάσης µε το βάρος της στήλης, δίνει για το ύψος της στήλης: 
 

γ
θσ

πγθσπ
⋅

⋅
=⇒⋅⋅=⋅⋅

d
hhRd c

c

cos4
cos 2

 

 
 

1.4. ∆ιαστάσεις βασικών µεγεθών και µονάδες τους. 
 
Κάθε φυσικό µέγεθος, µπορούν να αναλυθούν σε δυνάµεις των βασικών µεγεθών µήκους, µάζας 
και χρόνου. Ετσι, µπορεί να δοθεί από την εξίσωση: 
 

γβα TMLcQ ⋅⋅⋅=  
 
µε τις κατάλληλες τιµές των α, β και γ. Για διάφορα βασικά µεγέθη, οι συντελεστές αυτοί φαίνονται 
στον πίνακα 4. 
  

Πίνακας 4. Βασικά µεγέθη, διαστάσεις τους και µονάδες στο S.I. 
 

Μέγεθος α β γ µονάδες SI 
µήκος 1 0 0 m 
µάζα 0 1 0 kg 
χρόνος 0 0 1 s 
ταχύτητα 1 0 -1 m/s 
επιτάχυνση 1 0 -2 m/s2 
πυκνότητα -3 1 0 kg / m3 
δύναµη 1 1 -2 N = kg m/s2 
πίεση -1 1 -2 Pa = N/m2 
ενέργεια, έργο 2 1 -2 J 
ιξώδες -1 1 -1 Pa s 
κινηµατικό ιξώδες 2 0 -1 m2/s 
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2. Υδροστατική. 

2.1. Υδροστατική Πίεση. 
Η πίεση σε ένα ρευστό είναι θλιπτική τάση, και το µέγεθός της δεν εξαρτάται από τον 
προσανατολισµό της επιφάνειας στην οποία δρά. Στις περισσότερες εφαρµογές, οι διαφορές πίεσης 
είναι σηµαντικότερες από τις ίδιες τις πιέσεις, γιατί αυτές παράγουν δυνάµεις και δηµιουργούν 
ροές. Οι πιέσεις οι ίδιες είναι ωστόσο σηµαντικές σε προβλήµατα που περιλαµβάνουν σπηλαίωση, 
επειδή η πίεση των υδρατµών πρέπει να συνυπολογιστεί.  
 
2.1.1. Ορισµός της Υδροστατικής Πίεσης. 

Υδροστατική πίεση λέγεται η κάθετη δύναµη που ασκεί το ρευστό επάνω στην µονάδα επιφανείας 
των ορίων του: 

  
 
Η πίεση µετριέται σε δύο διαφορετικές κλίµακες, ανάλογα µε την περίπτωση. Πολύ συχνά 
χρησιµοποιείται η σχετική κλίµακα, δηλαδή όταν αναφερόµαστε σε πίεση µιλάµε για την σχετική 
πίεση, µε επίπεδο αναφοράς την ατµοσφαιρική πίεση patm. Η πίεση αυτή στην διεθνή βιβλιογραφία 
αναφέρεται σαν gage pressure ή gauge pressure. Η σχέση που την συνδέει µε την απόλυτη πίεση, 
δηλαδή αυτήν που έχει σαν επίπεδο αναφοράς την πίεση στο κενό, είναι:  pgage=pabs–patm. 
Στην ελεύθερη επιφάνεια ενός σώµατος υγρού που εκτίθεται στην ατµόσφαιρα, είναι pgage = 0, 
αφού pabs = patm. Οπου δεν διευκρινίζεται συγκεκριµένα στο παρόν κείµενο, χρησιµοποιείται η 
σχετική πίεση. 

  
Σχήµα 10. Απόλυτη και σχετική πίεση. 

 
 

Η πίεση σε ένα ρευστό είναι ανεξάρτητη του προσανατολισµού και είναι βαθµωτό µέγεθος. Οι 
σηµαντικότερες µονάδες µέτρησής της είναι: Pa=N/m2, psi=lb/in2, bar=105N. Στον πίνακα 5 
υπάρχουν οι σχέσεις µεταξύ των µονάδων αυτών. 
 
 
 
 

σχετική 

απόλυτη 

-1 atm 0 atm 1 atm 2 atm 

0 atm 1 atm 2 atm 3 atm 

Πίεση στο 
κενό 

Πίεση στην 
ελεύθερη 
επιφάνεια 
υγρού 

Πίεση σε 
βάθος 
10.33mΗ2Ο 

Πίεση σε 
βάθος 
20.66mΗ2Ο 

0
limF F dFp

A d∆Α→

∆= = =
∆Α Α
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Πίνακας 5. ∆ιάφορες µονάδες µέτρησης της πίεσης. 
 

Ονοµασία µονάδας µονάδα Μετατροπή 
Pascal Pa 1Pa = 1N/m2 

Bar Bar 1bar = 0.1MPa 
Μέτρο ύψους νερού mH2O 1mH2O=9806.65 Pa 
Ατµοσφαιρική πίεση Atm 1atm = 101325Pa 
Μέτρο στήλης Υδραργύρου mHg 1mHg = 1/0.76atm 
Torr torr 1torr = 1mmHg 

 
 

2.1.2. Η µεταβολή της Υδροστατικής πίεσης. 
Η Υδροστατική ασχολείται µε ρευστά που βρίσκονται σε ακινησία, ή σε οµοιόµορφη ροή. Η 
σχετική κίνηση (διατµητικές δυνάµεις) και οι δυνάµεις επιτάχυνσης (δυνάµεις αδράνειας) δεν την 
αφορούν. Μόνο δυνάµεις πίεσης και βαρύτητας θεωρούµε ότι δρούν σ'αυτήν. Εποµένως, ότι 
αναφέρεται στην Υδροστατική, θα πρέπει να έχει να κάνει µε µάζες που, είτε είναι ακίνητες, είτε 
κινούνται µε σταθερή ταχύτητα και χωρίς να υπάρχει διάτµηση. 
 

2.1.3. Μεταβολή πίεσης σε στατικό ρευστό. 
Σε κατακόρυφο κύλινδρο µε στατικό ρευστό, το άθροισµα όλων των δυνάµεων κατά τον άξονα των 
z είναι µηδέν. Μία δύναµη από αυτές είναι το βάρος του υγρού που περιέχεται µέσα στον κύλινδρο: 
W = m.g = ρ.V.g = ρ.dA.dz.g, αφού η µάζα είναι το γινόµενο της πυκνότητας επί τον όγκο. Οι δύο 
άλλες δυνάµεις, προέρχονται από την πίεση στο άνω και στο κάτω άκρο του κυλίνδρου (σχήµα 11): 

Η πίεση στο κάτω άκρο του κυλίνδρου είναι p, και η πίεση στο άνω άκρο: dz
dz
dp

p +  (αφού ο 

ρυθµός µεταβολής είναι dp/dz, και το ύψος dz). Πολλαπλασιάζοντας τις πιέσεις µε τα αντίστοιχα 
εµβαδά, παίρνουµε τις αντίστοιχες δυνάµεις:  

 p.dA  κάτω,     και     dAdz
dz
dp

p 






 +−   επάνω. 

Ετσι, προσθέτοντάς τις µε το βάρος, το οποίο παίρνει και αυτό αρνητικό πρόσηµο λόγω του ότι έχει 
φορά προς τα κάτω: 

0=⋅⋅⋅−⋅






 +−⋅ gdzdAdAdz
dz
dp

pdAp ρ  

 
Το οποίο µετά από επεξεργασία δίνει:  
 

g
dz
dp

⋅−= ρ  

 
Πράγµα που σηµαίνει ότι όλα τα σηµεία ίσου ύψους 
έχουν την ίδια πίεση. Αυτά ορίζουν µία ισοθλιπτική 
 ή ισοδύναµη επιφάνεια. 
 
 
 
Σχήµα 11: Μεταβολή πίεσης σε κυλινδρικό στοιχείο. 
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2.1.4. Μεταβολή πίεσης σε κεκλιµένο στοιχείο. 
Θεωρούµε την ποσότητα του υγρού που περικλείεται σε ένα ευθύγραµµο τµήµα µε πάρα πολύ 
µικρό πάχος µεταξύ των σηµείων Α και Β. Αυτή την ποσότητα την θεωρούµε σαν ένα ελεύθερο 
σώµα µε διατοµή dA, το οποίο είναι σε ισορροπία από το βάρος του και από την επίδραση όλων 
των άλλων µορίων του υγρού επάνω του.  
Οι δυνάµεις που δρουν στα σηµεία Α και Β λόγω της πίεσης είναι αντίστοιχα p1.dA και p2.dA. Το 
βάρος του σώµατος ΑΒ είναι ρgLdA. Οι άλλες δυνάµεις που δρουν στο ελεύθερο σώµα ΑΒ είναι 
κάθετες στις πλευρές του. Ετσι, για την ισορροπία επάνω στον άξονα ΑΒ είναι: 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 12. Μεταβολή πίεσης σε κεκλιµένο στοιχείο. 
 
 
2.1.5. Μεταβολή πίεσης σε κυβικό στοιχείο ρευστού. 
Εστω στοιχείο στατικού ρευστού µε διαστάσεις dx, dy, dz. Η πίεση στο κέντρο του στοιχείου είναι 
P(x, y, z). Σε κάθε κατεύθυνση, εφόσον το ρευστό ισορροπεί, πρέπει το άθροισµα των δυνάµεων να 
είναι µηδέν: ΣFx = ΣFy = ΣFz = 0. Στις οριζόντιες κατευθύνσεις οι δυνάµεις είναι µόνο πλευρικές 
πιέσεις, ενώ κατά την κατακόρυφη εµφανίζεται και η βαρύτητα. Ετσι λοιπόν πρέπει: 

0=
∂
∂

=
∂
∂

y
p

x
p

 
Ενώ στην κατακόρυφη διεύθυνση: 

 
 
Οπότε: 
 

   

γγ −=
∂
∂

⇒=⋅⋅⋅







∂
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p

dydxdz
z
p
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Σχήµα 13. Κυβικό στοιχείο ρευστού. 
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0sin12 =⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅ θρ dALgdApdAp  

 
Και  

12sin hhL −=⋅ θ
 

Οπότε 
( )1212 hhgpp −⋅⋅=− ρ
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Από αυτή τη σχέση, προκύπτει ότι: 

( )1212

2

1

2

1

zzppdzdpdzdp
z

z

p

p

−⋅−=−⇒⋅−=⇒⋅−= ∫∫ γγγ �
 
που είναι η ίδια σχέση στην οποία καταλήξαµε και στις προηγούµενες δύο παραγράφους. Το 
σύστηµα συντεταγµένων έχει επιλεγεί έτσι ώστε η βαρύτητα δρά σε διεύθυνση µειούµενου z. Στη 
εξίσωση αυτή το ρ ή το γ µπορούν να µεταβάλλονται στην διεύθυνση του z, όπως συµβαίνει συχνά 
στην ατµόσφαιρα όταν είναι θερµοκρασιακά στρωµατισµένη, ή σε µία λίµνη.  
Το γενικό συµπερασµα είναι ότι µόνο διαφορές στην πίεση και διαφορές στο βάθος έχουν 
επίπτωση, οπότε ένα επίπεδο αναφοράς µπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα. Αν ως επίπεδο αναφοράς 
επιλεγεί η ελεύθερη επιφάνεια, και η σχετική πίεση χρησιµοποιείται, τότε η πίεση στο σηµείο Α 
που βρίσκεται σε βάθος h, (z = –h), δίνεται από pA = γ h. Αν γ=περίπου 0, όπως στην περίπτωση 
των αερίων και οι υψοµετρικές διαφορές δεν είναι µεγάλες, τότε η πίεση στο Α είναι σταθερή. 
 
Το πιεζοµετρικό ύψος µε διαστάσεις µήκους ορίζεται σαν το άθροισµα του ύψους πίεσης, p/γ, και 
του υψοµέτρου, z. Η εξίσωση δηλώνει ότι το πιεζοµετρικό ύψος είναι παντού σταθερό σε ένα 
ρευστό σταθερής πυκνότητας όταν οι υδροστατικές συνθήκες επικρατούν. 
  
2.1.6. Πίεση σε τοιχώµατα δοχείων 
Στο σχήµα 14 φαίνεται η µεταβολή του µέτρου της πίεσης µε το βάθος. Στον κύλινδρο αριστερά, η 
πίεση ξεκινάει από p=patm στην επιφάνεια και αυξάνεται γραµµικά. Στη δεξαµενή στη µέση του 
σχήµατος, υπάρχει λάδι επάνω στο νερό. Η αύξηση της πίεσης είναι και εδώ γραµµική µε το βάθος, 
αυξάνεται όµως µε µικρότερη κλίση στην περιοχή του λαδιού, λόγω µικρότερης πυκνότητάς του.  
 

Σχήµα 14. Πίεση σε τοιχώµατα δεξαµενών (κάτω). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Σχήµα 15. Η πίεση είναι ανεξάρτητη από το σχήµα του δοχείου. 
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Στο σχήµα 15 φαίνεται ότι η πίεση είναι ανεξαρτητη από το σχήµα του δοχείου: στην ελεύθερη 
επιφάνεια κάθε δοχείου η απόλυτη πίεση είναι ίση µε την ατµοσφαιρική, δηλαδή η σχετική ίση µε 
0. Σε κάθε οριζόντια γραµµή πιό κάτω, ανεξάρτητα από το δοχείο, η πίεση αυξάνεται κατά µία 
σταθερή ποσότητα, για παράδειγµα 1atm αν η απόσταση µεταξύ δύο γειτονικών οριζοντίων 
γραµµών είναι 10.33m.  
Στο κάτω µέρος του σχήµατος 15, φαίνεται το εξής: όταν το υγρό ακίνητο σώµα έχει µεγάλη 
έκταση, όπως πχ στην θάλασσα, η είσοδος ενός στερεού σώµατος σ’αυτό δεν µεταβάλλει την 
πίεση. Οταν αντίθετα το υγρό περιέχεται σε δοχείο περιορισµένης έκτασης, η είσοδος ενός στερεού 
σώµατος επηρεάζει την πίεση, διότι εκτοπίζει ίσο όγκο υγρού, και κατά συνέπεια ανεβάζει 
σηµαντικά την στάθµη. 
 
 
2.1.7. Η πίεση είναι ίσου µέτρου προς όλες τις διευθύνσεις. 
Θα αποδείξουµε ότι η πίεση είναι ίσου µέτρου προς όλες τις διευθύνσεις. Θεωρούµε µικρό 
τριγωνικό πρίσµα νερού σε ηρεµία, στο οποίο δρα το νερό που υπάρχει γύρω του. Οι διαστάσεις 
του είναι dx, dy, dz, όπως φαίνεται στο σχήµα 16. Οι µέσες µοναδιαίες πιέσεις στις τρεις επιφάνειες 
είναι p1, p2, p3. και έχουν σαν αποτέλεσµα αντίστοιχα τις δυνάµεις F1, F2 και F3.  Στην διεύθυνση z 
οι δυνάµεις είναι ίσες και αντίθετες και αλληλοαναιρούνται.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

Σχήµα 16: Μικρό τριγωνικό πρίσµα νερού σε ηρεµία. 
 

Στην διεύθυνση x:   

0sin0sin 3232 =⋅⋅⋅−⋅⋅⇒=⋅− θθ dzdspdzdypFF

 

και αφού   
θsin⋅= dsdy

 

 η παραπάνω εξίσωση γίνεται: 
3232 0 ppdzdypdzdyp =⇒=⋅⋅−⋅⋅
   

Στην διεύθυνση y: 

 
0

2
1

cos0cos 3131 =⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−⋅⋅⇒=−⋅− dzdydxdzdspdzdxpdWFF ρθθ
 

και αφού             
θcos⋅= dsdx

           

η εξίσωση γίνεται:  

x 

y 

z 

F
1 

F
3 

F
2 

ds 

dx 

dz 
dy 
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313131 0
2
1

0
2
1

ppdyppdzdydxdzdxpdzdxp =⇒=⋅⋅−−⇒=⋅⋅⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅ ρρ
 

 
∆ηλαδή, η πίεση σε όλες τις διευθύνσεις είναι ίση. 
 
2.1.8. Υδραυλικό πιεστήριο – αρχή των φρένων. 
 Στα φρένα, εκµεταλλευόµαστε το γεγονός ότι η πίεση µεταδίδεται µε ίσο µέτρο, για να 
δηµιουργήσουµε µεγάλες δυνάµεις από µικρές. Η πίεση p µεταδίδεται µε ίσο µέτρο στην µεγάλη 
διατοµή, και εποµένως η δύναµη F2 την οποία εκµεταλλευόµαστε, είναι µεγαλύτερη της F1 την 
οποία εφαρµόζουµε, κατά Α2/Α1, όσος είναι δηλαδή ο λόγος των διατοµών. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 17. H αρχή λειτουργίας των φρένων. 
 
2.1.9. Οργανα µέτρησης πίεσης – βαρόµετρο - µανόµετρα. 
Τα βαρόµετρα (σχήµα 18), µετρούν την απόλυτη πίεση της ατµόσφαιρας. Στη ελεύθερη επιφάνεια 
του υγρού (υδραργύρου για παράδειγµα) έξω από το βαρόµετρο, η πίεση είναι ίση µε την 
ατµοσφαιρική. Εποµένως, στο εσωτερικό του σωλήνα, εάν  υπάρχει κενό, δηλαδή µηδενική πίεση 
στο εσωτερικό του σωλήνα, το υγρό θα ανέβει µέχρι την στάθµη h ώστε να την εξισορροπήσει. Το 
ύψος h θα είναι τέτοιο ώστε να ισχύει η γνωστή σχέση P=ρgh. Και επειδή όπως είχαµε δείξει στον 
πίνακα 4 είναι: 1mHg = 1/0.76 atm, εάν προκειται για υδράργυρο, θα είναι h=760mm. Εάν 
επρόκειτο για νερό, πράγµα πρακτικά δύσκολο, θα ήταν h=10.3m. ∆ηλαδή ισχύει: 1 atm = 10.3 
mH2O = 760 mmHg = 101300 Pa = 14.7 psi (λίβρες ανά τετραγωνική ίντσα, στο αγγλοσαξωνικό 
σύστηµα). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
 
 

Σχήµα 18. Βαρόµετρο (αριστερά) και διαφορικό µανόµετρο (δεξιά). 
 

Στο διαφορικό µανόµετρο στα δεξιά του σχήµατος 18, µετρούµε την διαφορά της πίεσης µεταξύ 
δύο θέσεων, δηλαδή την p1-p2. Αυτή θα είναι βέβαια p1-p2=ρg(H+h). Στη συγκεκριµένη διάταξη 
χρησιµοποιούµε δοχείο µεγάλου εµβαδού στη µία πλευρά, ώστε να είναι µικρό το ύψος h.  
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Υπάρχουν διατάξεις όπως αυτή του σχήµατος 19, όπου ο ένας κλάδος είναι κεκλιµένος, ώστε να 
µετριέται το µήκος R2 µε µεγαλύτερη ακρίβεια. ∆ηλαδή, ενώ το ύψος z2 είναι αυτό που θα ήταν και 
στην περίπτωση του κατακόρυφου σωλήνα, τώρα αντιστοιχεί σε µήκος R2, του οποίου η µέτρηση 
δίνει καλύτερη σχετική ακρίβεια, γιατί το µήκος αυτό είναι µεγαλύτερο από το z2. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

∆ιαφορικά µανόµετρα 
 

Σχήµα 19. ∆ιαφορικό µανόµετρο µε κεκλιµένο σωλήνα. 
 

Στο µανόµετρο του σχήµατος 19, η σχέση που δίνει την διαφορική πίεση είναι: 

όπου γm και γf είναι αντίστοιχα τα ειδικά βάρη του υγρού και του ρευστού που περιέχεται στους 
σωλήνες. 
   
2.1.10. Μηχανικά µανόµετρα (τύπου Bourdon). 
Τα µανόµετρα αυτά βασίζονται στην ελαστική παραµόρφωση ελάσµατος ή ελατηρίου, και 
χρησιµοποιούνται για την µέτρηση µεσαίων και µεγάλων πιέσεων. Το έλασµα που φαίνεται στο 
σχήµα 20 να έχει µήκος ίσο µε ¾ του κύκλου, έχει ελλειπτική διατοµή. Με την αύξηση της πίεσης,  
η διατοµή µεγαλώνει, και επειδή το υλικό έχει την ιδιότητα να κρατάει τον όγκο του, µικραίνει το 
µήκος του, µε αποτέλεσµα να µετακινεί την βελόνα των ενδείξεων προς τα επάνω. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     Σχήµα 20. Μανόµετρο Bourdon.   
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2.2. Υδροστατικές δυνάµεις σε επιφάνειες. 

 
2.2.1. ∆υνάµεις σε βυθισµένες επιφάνειες. 
Η δύναµη που δρά πάνω σε µία επιφάνεια, S, εξαιτίας της υδροστατικής πίεσης, προκύπτει από την 
ολοκλήρωση της πίεσης στην επιφάνεια: 

∫=
S

pdSF
 

 Αν η επιφάνεια είναι επίπεδη, µία συνισταµένη σηµειακή δύναµη βρίσκεται, που είναι ισοδύναµη 
µε το φορτίο που είναι κατανεµηµένο σε όλη την επιφάνεια (σχήµα 21). Στην περίπτωση υγρού 
σταθερής πυκνότητας, το µέτρο της συνισταµένης αυτής υπολογίζεται από την σχέση 
  

F=pc
.A   όπου   pc = p0 + γhc  

 
είναι η πίεση στο κέντρο βάρους της επιφάνειας, που βρίσκεται σε βάθος hc, και A είναι το εµβαδό 
της επιφάνειας. Επειδή pc = F/A, αυτή ερµηνεύεται σαν την µέση πίεση την επιφάνεια. Η δύναµη 
δρά θλιπτικά, κάθετα στην επιφάνεια, σε ένα σηµείο που λέγεται κέντρο πίεσης. Αυτό, δεν 
συµπίπτει συνήθως µε το κέντρο βάρους της επιφάνειας. Στο σχήµα 21, το κέντρο βάρους 
συµβολίζεται µε Ο, και θεωρούµε σύστηµα συντεταγµένων xOy, όπου ο άξονας y έχει κεκλιµένη 
διεύθυνση προς τα κάτω. Αν η επιφάνεια είναι κεκλιµένη µε γωνία θ ως προς την οριζόντια, οι 
συντεταγµένες του κέντρου πίεσης (xcp, ycp), σε σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο της 
επιφάνειας, µε αρχή το κέντρο βάρους της επιφάνειας είναι: 

( ) 






 ⋅⋅⋅⋅
=

F
I

F

I
yx xxxy

cpcp

θγθγ sin
,

sin
,  

όπου Ixx είναι η ροπή αδράνειας της επιφάνειας, Ixy το γινόµενο αδράνειας της επίπεδης επιφάνειας, 
και τα δύο σε σχέση µε το κέντρο βάρους της επιφάνειας, και το y είναι θετικό στην διεύθυνση 
κάτω από το κέντρο βάρους. 

Σχήµα 21. Συνισταµένη δύναµη P, που δρά σε βυθισµένη επιφάνεια, σαν συνισταµένη όλων των 
στοιχειωδών δυνάµεων που αντιστοιχούν στις στοιχειώδεις επιµέρους επιφάνειες. 

 
Η επιφάνεια είναι συχνά συµµετρική, οπότε Ixy = 0, και εποµένως, xcp = 0, δηλαδή το κέντρο της 
πίεσης, το σηµείο εφαρµογής της δύναµης, βρίσκεται κατευθείαν κάτω από το κέντρο βάρους της 
επιφάνειας, στη γραµµή συµµετρίας. Εδώ θα εξετάσουµε µόνο συµµετρικές περιπτώσεις. 
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Αν η επιφάνεια είναι οριζόντια, το κέντρο πίεσης συµπίπτει µε το κέντρο βάρους. Οσο η επιφάνεια 
βυθίζεται περισσότερο, τόσο το κέντρο πίεσης πλησιάζει µε το κέντρο βάρους (xcp, ycp) ≈ (0,0), 
αφού οι ροπές µένουν οι ίδιες, ενώ η δύναµη αυξάνει.  
 

 
Σχήµα 22. Τοµή και πλάγια όψη επίπεδης επιφάνειας που δέχεται την δύναµη. 

 
Για επίπεδες επιφάνειες που µπορούν να αναλυθούν σε απλούστερες θεµελιώδεις επιφάνειες, το 
µέτρο της δύναµης µπορεί να προσδιοριστεί σαν το διανυσµατικό άθροισµα των δυνάµεων που 
δρούν στις θεµελιώδεις επιφάνειες. Το κέντρο πίεσης βρίσκεται σε αυτή την περίπτωση από την 
εξισορρόπηση των ροπών. 
Παρακάτω θα εξετάσουµε αναλυτικά τις περιπτώσεις της κεκλιµένης επίπεδης επιφάνειας και της 
καµπύλης επιφάνειας. 
 
2.2.2. ∆ύναµη σε βυθισµένη επίπεδη επιφάνεια. 
Αρχικά θα προσδιοριστεί το µέτρο της συνισταµένης δύναµης από τις υδροστατικές πιέσεις σε 
κεκλιµένη επιφάνεια, και στη συνέχεια το σηµείο εφαρµογής της (κέντρο πίεσης). Επίσης θα πρέπει 
να τονιστεί, ότι στην ανάλυση που ακολουθεί, η αρχή του άξονα y, θα θεωρηθεί στο σηµείο τοµής 
της κεκλιµένης επιφάνειας µε την ελεύθερη επιφάνεια (σηµείο Ο στο σχήµα 22). Με z ή 
εναλλακτικά µε h, συµβολίζεται το βάθος από την ελεύθερη επιφάνεια. 
Θεωρούµε στοιχειώδες παραλληλόγραµµο dA, µέρος της επιφάνειας Α, από y=y1 έως y=y2. Η 
διάσταση η κάθετη προς το χαρτί είναι η x. Το εµβαδό της επιφάνειας είναι: 
 

η δύναµη της υδροστατικής πίεσης p σ’αυτή τη στοιχειώδη επιφάνεια: 
 

όπου z είναι το βάθος στο οποίο βρίσκεται το dA, και η συνολική δύναµη προκύπτει µε 
ολοκλήρωση σε όλες τις στοιχειώδεις επιφάνειες που αποτελούν την Α: 

( ) dxyydA ⋅−= 12

⇒⋅⋅⋅=⋅= dAzgρdApdF



Γ. Παπαευαγγέλου, Dr I.N.P.Grenoble, Επιστηµονικός Συνεργάτης Τ.Ε.Ι. Σερρών  2009 

Ver. 2 25/08/09 Σελίδα 20 από 47 

λόγω του ότι: 

είναι η στατική ροπή της επιφάνειας ως προς τον άξονα x. Εποµένως το µέτρο της δύναµης είναι: 
 

 
όπου zk το βάθος του κέντρου βάρους της επιφάνειας. 

 
Προσδιορίστηκε µέχρι εδώ το µέτρο της δύναµης, αλλά όχι και η θέση του σηµείου εφαρµογής της. 
Εστω yp η θέση του επάνω στον άξονα των y. Υπενθυµίζεται ότι δεν θα αναζητήσουµε τη θέση του 
στον άξονα των x, γιατί θεωρούµε µόνο συµµετρικές περιπτώσεις, και άρα x=0, δηλαδή το σηµείο 
εφαρµογής της δύναµης, βρίσκεται κατευθείαν κάτω από το κέντρο βάρους της επιφάνειας, στη 
γραµµή συµµετρίας. 
 
Η υδροστατική πίεση γενικά είναι: 

Και η υδροστατική δύναµη στην dA: 

η στοιχειώδης ροπή dM αυτής ως προς Ο, είναι η δύναµη αυτή, επί την απόσταση από το Ο: 
 

και η συνολική ροπή M, η οποία ισούται µε Fyp, θα προκύψει µε ολοκλήρωση: 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Σχήµα 23. Οι άξονες y και z. 
 
όπου:  Ix0x0: η ροπή αδράνειας της επιφάνειας ως προς τον άξονα του κέντρου βάρους και 
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Ixx: η ροπή αδράνειας της επιφάνειας ως προς το O 
 
Αρα, το κέντρο πίεσης βρίσκεται κάτω από το κέντρο της επιφάνειας, κατά µία απόσταση επί του 
άξονα y ίση µε Ix0x0/(yk

.A). 
Εναλλακτικά, επειδή ik είναι η ακτίνα αδράνειας της επιφάνειας ως προς το O, το yp µπορεί να 
εκφραστεί σαν συνάρτησή του: 
 

 
Ix0x0 = Ik: η ροπή αδράνειας της επιφάνειας ως προς τον άξονα του κβ της 
 
Οι ροπές αδράνειας τεσσάρων βασικών σχηµάτων ως προς το κέντρο βάρους τους, δίνονται στο 
σχήµα 24. 
 

 
Σχήµα 24. Οι ροπες αδρανείας τεσσάρων βασικών σχηµάτων. 

 
 
2.2.3. ∆ύναµη σε βυθισµένη καµπύλη επιφάνεια. 
Για γενικώς τρισδιάστατες καµπύλες επιφάνειες, µπορεί να µην είναι δυνατό να προσδιοριστεί µία 
µοναδική συνισταµένη που να ισοδυναµεί µε το υδροστατικό φορτίο. Τρείς συνιστώσες πάντως 
µπορούν να προσδιοριστούν, κάθετες ανά δύο µεταξύ τους. Οι οριζόντιες υπολογίζονται 
διαφορετικά από την κατακόρυφη. Οι οριζόντιες δρούν στις επίπεδες κατακόρυφες προβολές, είναι 
ίσες σε µέγεθος και έχουν την ίδια γραµµή ενέργειας µε τις οριζόντιες δυνάµεις που δρούν στην 
καµπύλη επιφάνεια. Για την καµπύλη επιφάνεια ABC στο σχήµα 25 δεξιά, η κατακόρυφη προβολή 
της καµπύλης επιφάνειας αντιπροσωπεύεται από την A’C’. Για το υπολογισµό της οριζόντιας 
συνιστώσας εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε όσα έχουν ειπωθεί παραπάνω.  
Για τον προσδιορισµό των κατακόρυφων συνιστωσών, πρέπει να γίνει διάκριση µεταξύ των 
επιφανειών που εκτίθενται στο υδροστατικό φορτίο από επάνω, όπως η επιφάνεια AB στο σχήµα, 
και των επιφανειών που εκτίθενται στο υδροστατικό φορτίο από κάτω, όπως η επιφάνεια BC. Η 
κατακόρυφη δύναµη σε κάθε µία από αυτές τις «υπο-επιφάνειες», είναι ίση σε µέτρο µε το βάρος 
του όγκου ρευστού (σε κάποιες περιπτώσεις υποθετικού, όπως θα δούµε παρακάτω), που βρίσκεται 
πάνω από την καµπύλη επιφάνεια, µέχρι την ελεύθερη επιφάνεια. ∆ρά στο κέντρο βάρους αυτού 
του όγκου του ρευστού. 
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Η κατακόρυφη δύναµη που δρά στην AB ισούται σε µέτρο µε το βάρος του υγρού µε όγκο  
ABGDA, ενώ η κατακόρυφη δύναµη που δρά στην BC ισούται σε µέτρο µε τον όγκο του 
υποθετικού ρευστού στον όγκο BGDECB. Ο χαρακτηρισµός «υποθετικός», αναφέρεται στο ότι, 
ενώ δεν υπάρχει ρευστό σ’αυτόν τον όγκο, και το πραγµατικό ρευστό βρίσκεται στην άλλη µεριά 
της επιφάνειας, ο όγκος αυτός είναι που καθορίζει την κατακόρυφη δύναµη. Εάν το φορτίο δρά από 
επάνω, όπως στην AB, η δύναµη είναι προς τα επάνω. Και εάν το φορτίο δρά από κάτω, όπως στην 
BC, η φορά της δύναµης είναι προς τα επάνω.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 25. ∆υνάµεις σε καµπύλες επιφάνειες. 
 
Το συνολικό αποτέλεσµα των κατακόρυφων δυνάµεων είναι το αλγεβρικό άθροισµα συνιστωσών 
που δρούν προς τα επάνω και προς τα κάτω. Εάν το άθροισµα είνα προς τα επάνω, λέγεται 
ανωστική σύναµη. Το σηµείο εφαρµογής προσδιορίζεται από την εξισορρόπηση των ροπών. Για το 
µέτρο της δύναµης αρκεί η γεωµετρική προσέγγιση. Για παράδειγµα στο σχήµα 25 δεξιά, η 
κατακόρυφη συνισταµένη είναι προς τα επάνω, µε µέτρο ίσο µε το βάρος του υγρού όγκου 
DECBAD, και η γραµµή ενέργειας είναι το κέντρο βάρους αυτού του όγκου.  
 
Συνοψίζοντας θα λέγαµε ότι η δύναµη που δρά σε καµπύλη επιφάνεια, υπολογίζεται σαν δύο 
συνιστώσες: την οριζόντια, που είναι η δύναµη που αντιστοιχεί σε αυτήν που δρά στην κατακόρυφη 
προβολή της καµπύλης επιφάνειας και την κατακόρυφη, που είναι ίση µε το βάρος του νερού που 
βρίσκεται υποθετικά ή ουσιαστικά πάνω από την καµπύλη επιφάνεια. Λέγοντας «υποθετικά», 
εννοούµε ότι µπορεί το νερό να µην βρίσκεται επάνω από την επιφάνεια, αλλά κάτω από αυτήν. 
Σ’αυτήν την περίπτωση, πάλι ο όγκος που βρίσκεται επάνω λαµβάνεται υπόψη, η διαφορά είναι 
απλώς ότι η δύναµη έχει φορά προς τα επάνω και όχι προς τα κάτω. Οι γενικές σχέσεις που δίνουν 
τις συνιστώσες οριζόντια και κατακόρυφη είναι αντίστοιχα: 

 

  
όπου U ο όγκος του νερού που εκτείνεται από την καµπύλη επιφάνεια, µέχρι την ελεύθερη 
επιφάνεια. 
 
Στην ειδική περίπτωση καµπύλης επιφάνειας που είναι κυκλικό ή σφαιρικό τµήµα, µία συνισταµένη 
µπορεί να προσδιοριστεί, αφού η πίεση δρά κάθετα στην επιφάνεια, και όλες οι κάθετες τέµνονται 
στο κέντρο. 
Η ανάλυση που έγινε για καµπύλες επιφάνειες, µπορεί να εφαρµοστεί και σε επίπεδες επιφάνειες. 
Σε κάποια προβλήµατα, µπορεί να είναι µάλιστα απλούστερο να αναλύσει κανείς σε οριζόντιες και 
κατακόρυφες συνιστώσες από την εφαρµογή των φαινοµενικά απλούστερων τύπων για επίπεδες 
επιφάνειες. 

xkxxx AyFydApdF ⋅⋅⋅=⇒⋅⋅⋅⋅=⋅= gdAsing ρθρ

UFdUydApdF yxy ⋅⋅=⇒⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅= ggρdAcosg ρθρ
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2.3. Άνωση και επίπλευση 
2.3.1. Αρχή του Αρχιµήδη για την άνωση. 
Ας θεωρήσουµε ένα σώµα µε τυχαίο σχήµα, πυκνότητας ρs, βυθισµένο σε ρευστό µε πυκνότητα ρf 
(σχήµα 26). Ποιά είναι η κατακόρυφη δύναµη στο σώµα λόγω των υδροστατικών δυνάµεων? Η 
οριζόντια δύναµη είναι µηδέν, αφού οι οριζόντιες δυνάµεις στις προβολές του σώµατος είναι ίσες 
και αντίθετες. Η επιφάνεια που βρίσκεται σε επαφή µε το υγρό διαιρείται στην άνω, που στο σχήµα 
φαίνεται από την καµπύλη ADC, και στην κάτω, από την οποία φαίνεται η καµπύλη ABC. Η 
κατακόρυφη δύναµη στην ADC, ισούται µε το βάρος του υγρού που περικλείεται στον όγκο 
ADCC’A’A, και δρά προς τα κάτω, από τη στιγµή που η κατακόρυφη συνιστώσα της υδροστατικής 
δύναµης σ’αυτήν την επιφάνεια δρά προς τα κάτω. Η κατακόρυφη δύναµη στην ABC, είναι ίση σε 
µέγεθος µε το βάρος υγρού µε όγκο ABCC’A’A, αλλά δρά προς τα επάνω, αφού η κατακόρυφη 
συνιστώσα της υδροστατικής δύναµης που δρά σ’αυτήν την επιφάνεια δρά προς τα επάνω. Το 
διανυσµατικό άθροισµα Fb, αυτών των δύο κατακόρυφων δυνάµεων δρά προς τα επάνω, στο 
κέντρο βάρους του βυθισµένου όγκου, και ισούται σε µέτρο µε το βάρος του υγρού που 
περικλείεται στον βυθισµένο όγκο Vsub.  

Fb = ρf gVsub. 
 
Αυτό το αποτέλεσµα, είναι γνωστό σαν Αρχή του Αρχιµήδη. Σαν αποτέλεσµα αυτής τη αρχής, το 
βάρος του σώµατος µέσα στο υγρό τροποποιείται σε: 
 

Weff = W-Fb = (ρs – ρf) g Vsub 

 
Σχήµα 26. Σώµα βυθισµένο σε υγρό. 

 
 
Ολες οι δυνάµεις που δρούν λόγω της υδροστατικής πίεσης σε ένα σώµα βυθισµένο, φαίνονται 
σχηµατικά στο σχήµα 27 (αριστερά). Αν το σώµα είναι µόνο κατά ένα µέρος βυθισµένο (σχήµα 27 
κέντρο), στην άνωση ο όγκος που λαµβάνεται υπόψη είναι µόνο ο βυθισµένος όγκος Vsub (sub από 
το submerged = βυθισµένος).   
 
Οταν ένα σώµα επιπλέει, και δεν δρά σ’αυτό καµµία άλλη δύναµη εκτός από το βάρος του W και 
την άνωση Fb, οι δύο αυτές δυνάµεις είναι ίσες και αντίθετες. Αυτό σηµαίνει ότι, όταν το σώµα 
(βλέπε σκάφος σχήµατος 27 δεξιά) µπαίνει αρχικά στο νερό, θα βυθιστεί σ’αυτό τόσος όγκος του, 
όσος χρειάζεται για να προκαλέσει άνωση ίση µε το βάρος του.  
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Σχήµα 27. Το σκάφος βυθίζεται στο νερό τόσο, ώστε η άνωση  να είναι ίση µε το βάρος του. 
 
 
2.3.2. Ευστάθεια πλεόντων σωµάτων 
Σε ένα σώµα που επιπλέει, υπάρχει σταθερή, ασταθής ή ουδέτερη ισορροπία, ανάλογα µε το εάν το 
κέντρο βάρους (κβ) είναι κάτω από, πάνω από, ή στο κέντρο της άνωσης (κα). Το κέντρο της 
άνωσης, όπως προαναφέρθηκε, βρίσκεται στο κέντρο βάρους του βυθισµένου όγκου.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 28. Ευσταθής και ασταθής ισορροπία πλεόντων σωµάτων. 
 
 
Ο βαθµός ευστάθειας αυξάνει µε το ύψος του µετάκεντρου Μ: του σηµείου τοµής του φορέα της 
άνωσης και της κατακορύφου που περνάει από το κβ.  
Στο σχήµα 28 κάτω, φαίνεται πλοίο βάρους W που επιπλέει µε κλίση θ. Το κέντρο βάρους του 
πλοίου ή κεντροειδές G, δεν αλλάζει µε την κλίση. Αλλά άν το κέντρο άνωσης C µετακινηθεί στο 
C’, δηµιουργείται ζεύγος δυνάµεων Ws = Fs και ανακαλεί την θέση του πλοίου στην σταθερότητα. 
Το σηµείο τοµής της κατακόρυφης που περνάει από το C’ (γραµµή δράσης της άνωσης F) και της 
κεντρικής γραµµής του πλοίου λέγεται µετάκεντρο και η GM µετακεντρικό ύψος. Εάν το M είναι 
ψηλότερα από το G, η δύναµη επαναφοράς δρά υπέρ της σταθερότητας του πλοίου, ενώ εάν 
βρίσκεται κάτω από το G, το ζεύγος δρά υπέρ της αύξησης της περιστροφής του πλοίου και το 
καθιστά ασταθές. 
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2.4. Μεταφορά και περιστροφή υγρών µαζών. 
2.4.1. Μάζα µε επιτάχυνση. 
Ας θεωρήσουµε µάζα υγρού που βρίσκεται σε δοχείο το οποίο επιταχύνεται µε επιτάχυνση α 
(σχήµα 29). Τότε η δύναµη που προξενεί την επιτάχυνση προξενεί αντίδραση µε µέτρο ίσο µε της 
ίδιας, δηλαδή m.α.  

 
 

Σχήµα 29. Μάζα υγρού που κινείται µε οριζόντια επιτάχυνση. 

 
Στην τοµή του συστήµατος, όπου η επιτάχυσνη συµβολίζεται µε αx για να τονιστεί ότι είναι 
οριζόντια, παρατηρούµε ότι κάθε σηµείο της µάζας του υγρού υπόκειται σε τρείς δυνάµεις: το 
βάρος, την προαναφερθείσα αντίδραση mαx, και την αντίδραση F στις δύο πρώτες. Η ελεύθερη 
επιφάνεια του υγρού, τροποποιείται σε κεκλιµένη µε γωνία θ ως προς την οριζόντια. Από την 
ισορροπία κατά x και y προκύπτουν τα εξής: 
 

∑ ⋅=⋅⇒= xx amFF θsin0     ∑ ⋅=⋅⇒= gmFFy θcos0  
 
και από τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτει ότι: 









=⇒=
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θ
α

θ arctantan  

∆ηλαδή, η γωνία θ αυξάνει µε την επιτάχυνση, και φτάνει τις 45ο για αx=g. 
Η πίεση που εφαρµόζεται στα τοιχώµατα του δοχείου, τροποποιείται αντίστοιχα µε την µεταβολή 
της στάθµης: στην πλευρά που βρίσκεται προς την διεύθυνση της επιτάχυνσης, το ύψος µειώνεται 
σε h2, ενώ στην αντίθετη αυξάνεται σε h1. Η πίεση σ’αυτά τα τοιχώµατα µεταβάλλεται πάλι 
γραµµικά µε την ίδια κλίση, µόνο που τώρα φτάνει σε µέγιστα ρgh1 και ρgh2 αντίστοιχα. 

 
2.4.2. Μάζα µε κατακόρυφη επιτάχυνση. 
Στην περίπτωση της κατακόρυφης επιτάχυνσης αy, αν θεωρήσουµε µία στοιχειώδη κυλινδρική 
στήλη του υγρού µε εµβαδό βάσης dA και ύψος h, τότε η δύναµη λόγω της πίεσης θα είναι p.dA. 
Αυτή θα εξισορροπεί το βάρος του υγρού της στήλης, και την αντίδραση λόγω της επιτάχυνσης. 
Αρα θα είναι: 









+⋅⋅⋅=⇒⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅

g
hgpdAhdAhgdAp y

y

α
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∆ηλαδή η πίεση που γνωρίζουµε ήδη, αυξάνεται κατά έναν παράγοντα αy/g. Η  επιτάχυνση 
θεωρήθηκε θετική προς τα επάνω. Εποµένως όταν η µάζα επιταχύνεται προς τα επάνω, για 
παράδειγµα µε επιτάχυνση ίση µε της βαρύτητας, τότε η υδροστατική πίεση σε κάθε σηµείο 
διπλασιάζεται. Οταν αντίθετα η µάζα πέφτει για παράδειγµα µε ελεύθερη πτώση, δηλαδή µε την 
επίδραση της βαρύτητας, τότε είναι αy=-g, και εποµένως p=0. Πράγµατι, στη µάζα αυτή, το υγρό 
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δεν πιέζει καθόλου τα τοιχώµατα του δοχείου. 

 
Σχήµα 30. Μάζα υγρού που κινείται µε κατακόρυφη επιτάχυνση. 

 
2.4.3. Περιστροφή σταθερής γωνιακής ταχύτητας. 
Στην περίπτωση της µάζας που περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, οι δυνάµεις που 
δρούν (σχήµα 31) είναι τρείς: το βάρος mg, η φυγόκεντρη δύναµη mω2r, και η αντίδραση στις δύο 
παραπάνω. Η ελεύθερη επιφάνεια αποκτά παραβολικό σχήµα το οποίο προσδιορίζεται ως εξής: 
Σε κάθε σηµείο της επιφάνειας, η κλίση της επιφάνειας ως προς την οριζόντια είναι dh/dr. Αυτή η 
κλίση είναι ίση µε τον λόγο του µέτρου της φυγόκεντρης δύναµης ως προς το µέτρο του βάρους. 
Εποµένως: 

∫ ∫ +=⇒=⇒== c
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g
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rm
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2

22222 ωωωω

 

 
Σχήµα 31. Μάζα υγρού που κινείται µε γωνιακή ταχύτητα. 

 
Ετσι, η µεταβολή του ύψους (βάθους), είναι παραβολική ως προς την ακτίνα. Επίσης, για την ίδια 
θέση, είναι ανάλογη του τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας. 
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3. Υδροδυναµική. 

3.1. Βασικές αρχές της ροής. 
 
3.1.1. Εισαγωγή. 

Μέχρι εδώ, θεωρήσαµε υγρά σε ακινησία, κατάσταση στην οποία το βάρος είναι η µόνη σηµαντική 
δύναµη που αναπτύσσεται. Το παρόν κεφάλαιο θα ασχοληθεί µε επιπλέον έννοιες, που είναι 
απαραίτητες για τη µελέτη των υγρών σε κίνηση. Η ροή των ρευστών είναι περίπλοκη, και δεν 
υπόκειται πάντα σε ακριβείς µαθηµατικές λύσεις. Ο λόγος είναι ότι, αντίθετα µε τα στερεά, τα 
στοιχεία ενός υγρού µπορεί να κινούνται µε διαφορετικές ταχύτητες και επιταχύνσεις µεταξύ τους.  
 

Οι τρείς βασικότερες αρχές για την µελέτη της κίνησης των ρευστών είναι: 

�η αρχή της διατήρησης της µάζας, από την οποία προκύπτει η εξίσωση της συνέχειας, 

�η αρχή της διατήρησης της ενέργειας από την οποία προκύπτει η εξίσωση Bernoulli και 

�η αρχή της διατήρησης της ορµής. 

 
3.1.2. Ροή ρευστού. 

Η ροή ενός ρευστού µπορεί  να είναι σταθερή ή ασταθής, οµοιόµορφη ή µη-οµοιόµορφη, στρωτή ή 
τυρβώδης, µονο-διάστατη, δι-διάστατη ή τρισδιάστατη και περιστροφική ή µή-περιστροφική. 

Πραγµατική µονοδιάστατη ροή ενός ασυµπίεστου ρευστού συµβαίνει όταν η διεύθυνση και το 
µέγεθος της ταχύτητας σε όλα τα σηµεία της ροής είναι τα ίδια. Ωστόσο, µονοδιάστατη ανάλυση 
µιάς ροής είναι αποδεκτή όταν η µόνη διάσταση που λαµβάνεται υπόψη είναι αυτή κατά µήκος της 
κεντρικής γραµµής ροής της ροής, και όταν οι ταχύτητες και οι επιταχύνσεις που είναι κάθετες στη 
γραµµή αυτή είναι αµελητέες. Σ'αυτές τις περιπτώσεις µέσες τιµές της ταχύτητας, της πίεσης και 
του υψοµέτρου λαµβάνονται υπόψη, αντιπροσωπεύοντας τη ροή σαν σύνολο, και οι µικρές 
αποκλίσεις θεωρούνται αµελητέες. Για παράδειγµα, η ροή σε καµπύλους αγωγούς αναλύεται µέσω 
ανάλυσης µονοδιάστατης ροής, παρόλο που η δοµή της έχει τρείς διαστάσεις, και παρόλο που η 
ταχύτητα ποικίλει στα σηµεία κάθε διατοµής κάθετης στη ροή. Αυτή η ανάλυση χρησιµοποιείται 
κατά κόρον στα προβλήµατα που αντιµετωπίζει ο Μηχανικός. 

 
3.1.3. Σταθερή ροή. 
Σταθερή ροή συµβαίνει όταν σε κάθε σηµείο, η ταχύτητα των διαδοχικών σωµατιδίων του υγρού 
είναι η ίδια σε διαδοχικές χρονικές περιόδους, δηλαδή δεν µεταβάλλεται µε τον χρόνο. Ωστόσο 
µπορεί να µεταβάλλεται σε διαφορετικά σηµεία, δηλαδή σε σχέση µε την απόσταση, µε το 
διάστηµα. Αυτό σηµαίνει ότι και τα άλλα σηµαντικά µεγέθη, δηλαδή η πίεση, η πυκνότητα και η 
παροχή, δεν µεταβάλλονται µε τον χρόνο. Τα περισσότερα προβλήµατα του µηχανικού 
αναφέρονται σε συνθήκες σταθερής ροής. Για παράδειγµα, τα προβλήµατα µεταφοράς υγρών µέσω 
αγωγών µε σταθερό φορτίο, είναι προβλήµατα σταθερής ροής. Αυτές οι ροές µπορεί να είναι 
οµοιόµορφες ή όχι.  
Οι ασταθείς ροές είναι έξω από τον σκοπό των σηµειώσεων αυτών. Η ροή έιναι ασταθής όταν οι 
συνθήκες σε κάθε σηµείο µεταβάλλονται µε τον χρόνο. 
 
3.1.4. Οµοιόµορφη ροή. 
Οµοιόµορφη ροή συµβαίνει όταν το µέγεθος και η διεύθυνση της ταχύτητας δεν µεταβάλλονται 
από σηµείο σε σηµείο του υγρού. Αυτό συνεπάγεται ότι και άλλα µεγέθη δεν µεταβάλλονται µε τη 
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θέση, όπως η πυκνότητα, το βάθος ροής, η πίεση κλπ. Οι ροές υγρών υπό πίεση σε αγωγούς 
µεγάλου µήκους και σταθερής διαµέτρου, είναι οµοιόµορφες είτε η ροή είναι σταθερή είτε όχι. Μη-
οµοιόµορφη ροή συµβαίνει όταν η ταχύτητα, το βάθος ροής, η πίεση κλπ, µεταβάλλονται µε τη 
θέση. 
 
3.1.5. Γραµµές ροής. 
Οι γραµµές ροής είναι φανταστικές καµπύλες που σχεδιάζονται για να δείξουν την διεύθυνση της 
κίνησης σε διάφορες διατοµές της ροής του υγρού. Η εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο δείχνει την 
στιγµιαία διεύθυνση της ταχύτητας των σωµατιδίων του ρευστού στο συγκεκριµένο σηµείο.  
 
3.1.6. ∆ιατήρηση της µάζας – Εξίσωση της συνέχειας. 
Από την αρχή της διατήρησης της µάζας, από το ότι δηλαδή η µάζα που περνάει από κάποια 
συγκεκριµένη διατοµή της ροής θα περάσει και από οποιαδήποτε άλλη κατάντη ή ανάντη της 
πρώτης, προκύπτει η εξίσωση της συνέχειας. Η εξίσωση της συνέχειας σηµαίνει πρακτικά ότι η 
παροχή διατηρείται σταθερή σε κάθε σηµείο της γραµµής ροής. Οτι δηλαδή, σε οποιοδήποτε 
δεδοµένο  χρονικό διάστηµα, θα περάσει ίση µάζα ρευστού από οποιαδήποτε διατοµή. Αυτό 
σηµαίνει αρχικά ότι η µάζα που περνάει από κάποια διατοµή στη µονάδα του χρόνου, δηλαδή το 
γινόµενο της διατοµής επί την ταχύτητα επί την πυκνότητα, είναι σταθερό, δηλαδή το ίδιο και σε 
κάποια άλλη διατοµή. Αυτό εκφράζεται στην εξίσωση που ακολουθεί στο σχήµα 32. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 32. Η εξίσωση της συνέχειας. 
 
Αυτή η εξίσωση, όταν πρόκειται για ασυµπίεστη ροή, όπου η πυκνότητα είναι σταθερή, 
µετατρέπεται στην απλούστερη: A1

.U1=A2
.U2. ∆ιαµορφώνεται δε ανάλογα µε την διατοµή, για 

παράδειγµα για κυκλική διατοµή δίνει U1
.D1

2=U2
.D2

2 

 
3.1.7. ∆ιατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli. 
Η δεύτερη βασική αρχή στην οποία στηρίζεται η Υδροδυναµική, είναι η αρχή της διατήρησης της 
ενέργειας. Αυτή οδηγεί στην εξίσωση του Bernoulli, της οποίας οι εφαρµογές είναι πολλές και 
σηµαντικότατες. Η εξίσωση αυτή προκύπτει από την διατήρηση της ενέργειας ως εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 33. Οι δυνάµεις πίεσης και  
βαρύτητας, σε πρισµατικό στοιχείο. 
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Σε ένα πρισµατικό στοιχείο που κινείται κατά µήκος µιάς γραµµής ροής, υπολογίζουµε τις δυνάµεις 
πίεσης και βαρύτητας (σχήµα 33), οι οποίες εξισορροπούνται από αυτές της αδράνειας. Θεωρούµε 
προς στιγµήν τις δυνάµεις τριβής αµελητέες (άτριβη ροή). 
Οι δυνάµεις της πίεσης δίνονται από το γινόµενο της πίεσης επί την στοιχειώδη επιφάνεια. Ετσι, 
αφαιρώντας µεταξύ τους τις δύο δυνάµεις πίεσης στις δύο αντίστοιχες κυκλικές διατοµές: 
 

dAs
s
p

pdAp ⋅






 ∂
∂
∂

+−⋅  

 
Οι δυνάµεις βαρύτητας, δηλαδή στην ουσία το βάρος του πρισµατικού στοιχείου, είναι ίσες µε: 
 

αρ cos⋅⋅⋅⋅ dsdAg  
 
δηλαδή το γινόµενο της µάζας, επί την επιτάχυνση της βαρύτητας. Η µάζα προκύπτει από το 
γινόµενο της πυκνότητας µε τον όγκο, ο οποίος µε τη σειρά του είναι το γινόµενο της διατοµής επί 
το µήκος του στοιχείου. Το µήκος και η διατοµή εκφράζονται µε τα διαφορικά τους, αφού πρόκειται 
γιά στοιχειώδεις διαστάσεις. Επίσης, η όλη δύναµη του βάρους, πολλαπλασιάζεται µε το 
συνηµίτονο της γωνίας α που σχηµατίζει η γραµµή ροής µε την κατακόρυφο, ώστε να προκύψει η 
συνιστώσα του βάρους επάνω στην γραµµή ροής. 
Το άθροισµα των δυνάµεων πίεσης και βαρύτητας, εξισορροπούνται από τις δυνάµεις αδράνειας, οι 
οποίες δεν είναι τίποτα άλλο από το γινόµενο της µάζας επί την επιτάχυνση:  mb. 
Στις εξισώσεις που προηγήθηκαν, είναι p: πίεση, s: διάστηµα, A: επιφάνεια, ρ: πυκνότητα, m: µάζα, 
b: επιτάχυνση 
Επίσης, η δύναµη βαρύτητας τροποποιήθηκε ως εξής: 
 

αραγ coscos ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅ dsdAgV  
 
όπου V είναι ο όγκος. Η δύναµη αδράνειας, τροποποιείται ως εξής: 
 

bdsdAbVbm ⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅ ρρ  
 
µε αποτέλεσµα η συνολική εξίσωση των δυνάµεων να προκύπτει ως εξής: 
 

bmRdsdAgdAs
s
p

pdAp ⋅=−⋅⋅⋅⋅+⋅






 ∂
∂
∂

+−⋅ αρ cos  

 
και: 

bdsdAdsdAgdAs
s
p

⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅+⋅






 ∂
∂
∂

− ραρ cos  

 
ενώ διαιρώντας δια το γινόµενο πυκνότητας επί την διατοµή (ρ dA): 
 

bdsdsgs
s

p
⋅=⋅⋅+∂

∂⋅
∂

− α
ρ

cos  

 
αντικαθιστώντας την επιτάχυνση b: 

dt
du

dsdsg
p

⋅=⋅⋅+
∂

− α
ρ

cos  

 
Αλλά επειδή: 
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η εξίσωση ενέργειας γίνεται: 
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Η σηµαντικότατη αυτή σχέση, στην οποία κατέληξε πρώτος ο ελβετός µηχανικός Daniel Bernoulli, 
γι'αυτό και φέρει το όνοµά του, λέει τα εξής: κατά µήκος µιάς γραµµής ροής, ασυµπίεστου 
ρευστού, και χωρίς τριβές, το άθροισµα τριών µεγεθών τα οποία έχουν διαστάσεις µήκους, και 
συνήθως εκφράζονται σε µέτρα, είναι σταθερό. Τα µεγέθη αυτά, αντιπροσωπεύουν µε τη σειρά που 
εµφανίζονται στην εξίσωση: το φορτίο της πίεσης, ή την ενέργεια της πίεσης, το φορτίο του ύψους,  
ή την δυναµική ενέργεια, και το φορτίο της ταχύτητας, ή την κινητική ενέργεια.  
Εκτός από τις προϋποθέσεις που αναφέρθηκαν προηγούµενα, δηλαδή της άτριβης ροής και του 
ασυµπίεστου ρευστού, για να εφαρµοστεί η εξίσωση του Bernoulli, υπάρχουν ακόµα δύο: να µην 
υπάρχει µίξη ρευστών διαφορετικών µεταξύ τους, και η ροή να είναι µόνιµη. Σε πάρα πολλά 
πρακτικά προβλήµατα του µηχανικού, όλες οι προϋποθέσεις ισχύουν σε µεγάλο βαθµό, εκτός από 
αυτήν των µηδενικών απωλειών λόγω τριβών. Αυτή όµως, αντιµετωπίζεται επίσης, αφού, όπως θα 
δούµε στη συνέχεια, υπολογίζονται αυτές οι απώλειες, σαν γραµµικές απώλειες σε ευθύγραµµα 
τµήµατα αγωγών, και σαν τοπικές απώλειες, σε κάθε σηµείο που υπάρχει µιά ασυνέχεια στη ροή, 
όπως σε εισόδους και εξόδους από δεξαµενές, βάννες, στροφές του αγωγού, βαλβίδες κλπ. 
 
3.1.8. Γραµµή Ενέργειας – Υδραυλική Γραµµή. 
Η γραµµή ενέργειας είναι η γραφική αναπαράσταση της ενέργειας σε κάθε διατοµή της ροής. Σε 
σχέση µε κάποιο επίπεδο αναφοράς, η συνολική ενέργεια, σαν γραµµικό µέγεθος σε µέτρα 
ρευστού, χαράσσεται σε κάθε αντιπροσωπευτική διατοµή. Η γραµµή που προκύπτει µε τον τρόπο 
αυτόν, είναι ένα αξιόλογο εργαλείο σε πολλά προβλήµατα ροής. Η γραµµή ενέργειας έχει αρνητική 
κλίση προς την κατεύθυνση της ροής (κατεβαίνει προς τα κατάντη), εκτός από τις περιπτώσεις που 
προστίθεται ενέργεια µε µηχανικά µέσα (πχ. αντλίες). 

 

Σχήµα 34. Το φορτίο της πίεσης και το φορτίο 

της ταχύτητας σε δύο σηµεία της ροής. 
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Στο σχήµα 34, φαίνεται ένα παράδειγµα γραµµής ενέργειας σε µικρή κλίµακα. Η διατοµή στενεύει, 
και η ταχύτητα αυξάνεται, σαν συνέπεια της εξίσωσης της συνέχειας. Ετσι, ο όρος της ταχύτητας, η 
κινητική ενέργεια, αυξάνεται στην κατάντη διατοµή. Η συνολική όµως ενέργεια, παραµένει 
σταθερή, επειδή στο συγκεκριµένο παράδειγµα υποτίθεται ότι έχουµε άτριβη ροή, ροή χωρίς 
απώλειες ενέργειας λόγω τριβών. Γι'αυτό τον λόγο, η γραµµή ενέργειας, είναι οριζόντια, 
παράλληλη προς την γραµµή της ροής. Το αποτέλεσµα είναι ότι η ενέργεια που αποµένει σαν 
ενέργεια πίεσης, µικραίνει στην στενή διατοµή που βρίσκεται κατάντη, δηλαδή η πίεση µειώνεται 
στην στενή διατοµή. Τα συνολικά φορτία στα σηµεία 1 και 2 συµβολίζονται µε H1 και H2 
αντίστοιχα, και hL είναι οι απώλειες φορτίου λόγω τριβών µεταξύ 1 και 2, οι οποίες εδώ 
θεωρούνται µηδενικές. 

Θεωρούµε και µία δεύτερη γραµµή, αυτήν που προκύπτει αν αφαιρεθούν από την γραµµή 
ενέργειας τα ύψη που αντιστοιχούν στην κινητική ενέργεια. Αυτή η γραµµή, που βρίσκεται πάντα 
κάτω από την γραµµή ενέργειας, λέγεται υδραυλική γραµµή (hydraulic grade line). Ενα δεύτερο 
παράδειγµα των γραµµών αυτών, σε ροή µεγαλύτερης κλίµακας, φαίνεται στο επόµενο σχήµα (35). 
Εκεί έχουµε τη ροή από µία δεξαµενή σε µία άλλη, αφού πρώτα περάσει από έναν στενό, έναν 
φαρδύ, και έναν στενό αγωγό, όπως φαίνεται στο σχήµα. Η γραµµή ενέργειας παρουσιάζει άλµατα 
προς τα κάτω, στα σηµεία εξόδου και εισόδου αντίστοιχα στις δύο δεξαµενές, καθώς και στα 
σηµεία εισόδου σε καινούργιο αγωγό. Αυτές οι απώλειες ενέργειας, λέγονται “τοπικές” και 
περιγράφονται στο επόµενο κεφάλαιο. Επίσης, η γραµµή ενέργειας παρουσιάζει κλίση κατά µήκος 
κάθε αγωγού, λόγω των λεγόµενων “γραµµικών” απωλειών ενέργειας. Αυτή η κλίση είναι 
διαφορετική σε κάθε αγωγό, για λόγους που θα γίνουν ξεκάθαροι στο επόµενο κεφάλαιο. 

Αυτό που πρέπει να γίνει κατανοητό εδώ, είναι ότι στον δεξιό όρο της εξίσωσης του Bernoulli, 
πρέπει να προστίθενται όλες οι ενδιάµεσες απώλειες, ώστε να λαµβάνουµε υπόψη τις τριβές. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 35. Η γραµµή ενέργειας και η υδραυλική γραµµή, κατά µήκος της διαδροµής αγωγών από µία 
δεξαµενή σε µία άλλη. 
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3.2.Σταθερή ασυµπίεστη ροή σε αγωγούς υπό πίεση. 
 
3.2.1. Γενικά. 
Η αρχή της ενέργειας εφαρµόζεται στην επίλυση πρακτικών προβληµάτων ροής σε διαφορετικούς 
τοµείς της επιστήµης του Μηχανικού. Η ροή ενός πραγµατικού ρευστού είναι πιό περίπλοκη από 
αυτήν ενός τέλειου. ∆υνάµεις διάτµησης µεταξύ των σωµατιδίων του ρευστού και των τοιχωµάτων 
των αγωγών απορέουν από το ιξώδες του πραγµατικού ρευστού. Οι µερικές διαφορικές εξισώσεις 
που περιγράφουν την ροή, δεν έχουν γενική λύση. Πειραµατικές και ηµι-εµπειρικές µέθοδοι 
χρειάζονται για τη λύση προβληµάτων ροής. 
∆ύο τύποι σταθερής ροής υπάρχουν. Αυτές είναι η στρωτή και η τυρβώδης ροή. ∆ιαφορετικοί νόµοι 
διέπουν κάθε µία από αυτές.  
 
3.2.2. Στρωτή ροή. 

Στη στρωτή ροή τα σωµατίδια του ρευστού κινούνται κατά µήκος παραλλήλων τροχιών, σε 
στρώµατα. Τα µεγέθη των ταχυτήτων γειτονικών στρωµάτων δεν είναι ίσα. Η στρωτή ροή 
περιγράφεται από τον νόµο που συνδέει τη διατµητική τάση µε την κλίση της ταχύτητας, που 
περιγράφτηκε στο κεφάλαιο των ιδιοτήτων των ρευστών. Οι ιξώδεις, διατµητικές δυνάµεις 
υπερισχύουν, καθώς δεν έχουν εµφανιστεί τυρβώδεις συνθήκες, λόγω του ότι οι δυνάµεις 
αδράνειας είναι αµελητέες.   
 
3.2.3. Αριθµός Reynolds. 

Ο αριθµός Reynolds, είναι ένα αδιάστατο µέγεθος που δείχνει τον λόγο των δυνάµεων αδρανείας 
ως προς τις δυνάµεις της διάτµησης. ∆ίνεται από τον τύπο: 

 

 

όπου ο αριθµητής αντιπροσωπεύει τις δυνάµεις αδράνειας, και ο παρονοµαστής τις δυνάµεις 
διάτµησης λόγω τριβών. Τα σηµαντικά µεγέθη είναι η πυκνότητα (ρ), το δυναµικό (µ) ή το 
κινηµατικό ιξώδες (ν), η µέση ταχύτητα (U), και ένα χαρακτηριστικό µήκος της ροής (D). Στην 
περίπτωση της ροής µέσα από αγωγό κυκλικής διατοµής, το D είναι η διάµετρος του αγωγού. Σε 
άλλες ροές, το D είναι το πιό χαρακτηριστικό µήκος της ροής. Για παράδειγµα, για την ροή γύρω 
από µία σφαίρα, το µήκος αυτό θα ήταν η διάµετρος της σφαίρας.  

Η κρίσιµη τιµή του αριθµού Re, είναι αυτή που διαχωρίζει την στρωτή ροή από την τυρβώδη, για 
τις συγκεκριµένες συνθήκες. Η γενικά παραδεκτή τιµή του κρίσιµου Re, δηλαδή για τη µετάβαση 
από την στρωτή στην τυρβώδη ροή για την περίπτωση της ροής σε αγωγό είναι 2000. Αυτή η τιµή 
όµως µπορεί να τροποποιηθεί ανάλογα µε το αν η ροή είναι αύξουσα ή φθίνουσα, µε το αν η 
αύξηση της ροής γίνεται σταδιακά ή απότοµα, µε το άν υπάρχουν ταλαντώσεις του αγωγού ή όχι, 
και από άλλους παράγοντες.   

 
3.2.4. Τυρβώδης Ροή. 

Στην τυρβώδη ροή τα σωµατίδια του ρευστού κινούνται µε ακανόνιστο, χαοτικό τρόπο σε όλες τις 
διευθύνσεις. Είναι αδύνατο να εντοπίσει κανείς την τροχιά ενός συγκεκριµένου σωµατιδίου. Για να 
πάρει κανείς µιά ιδέα της κίνησης στην τυρβώδη ροή, στο σχήµα 36 φαίνεται η ροή από το πείραµα 
του Reynolds, για τρείς διαφορετικούς αριθµούς Re. Πρόκειται για τη ροή µιάς βαφής, που 
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διοχετεύεται µέσα στη ροή νερού, µέσω ενός στοµίου. Σε χαµηλά Re, η ροή είναι στρωτή, και η 
βαφή φαίνεται σαν ευθεία. Σε κρίσιµες τιµές Re, αρχίζει η τυρβώδης ροή, και αρχίζει η µίξη της 
βαφής µε το νερό. Σε ακόµα µεγαλύτερα Re, φαίνεται η χαοτική κίνηση των στοιχείων της βαφής 
µέσα σε αυτά του νερού. 

 

�
 
 
 
 

Σχήµα 36. Στρωτή, µεταβατική και τυρβώδης ροή από το πείραµα του Reynolds. 
 
 
3.2.5. ∆ιατµητική τάση σε οριζόντιο κυκλικό αγωγό. 

Θεωρώντας ένα κυλινδρικό στοιχείο ρευστού µέσα σε οριζόντιο κυλινδρικό αγωγό και εξισώνοντας 
τις δυνάµεις διάτµησης και διαφοράς πίεσης  που δρούν στο στοιχείο, προκύπτει η διατµητική τάση 
τ, σαν συνάρτηση της απόστασης από τον κεντρικό άξονα της ροής. Επίσης προκύπτει η µέγιστη 
διατµητική τάση τ0, που υπάρχει στα τοιχώµατα του κυλινδρικού αγωγού. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 37. Η διατµητική τάση και η πίεση σε κυλινδρικό στοιχείο του υγρού. 

 
 
Οπως φαίνεται στη σχέση, η µέγιστη διατµητική τάση τ0, που εµφανίζεται στα τοιχώµατα του 
αγωγού είναι ανάλογη της ακτίνας R, και της κλίσης της πίεσης, δηλαδή της µεταβολής τη πίεσης 
δια του µήκους του αγωγού. 
Η πτώση της πίεσης λόγω της διάτµησης είναι:   

Όπου f ένας συντελεστής τριβής, l το µήκος του αγωγού, D η διάµετρός του και U η µέση ταχύτητα 
του υγρού. Η σχέση αυτή θα µας χρειαστεί στην επόµενη παράγραφο, για τον προσδιορισµό του 
συντελεστή τριβής. 
 
3.2.6. Συντελεστής τριβής κυκλικού αγωγού για στρωτή ροή. 

Σε κυκλικό αγωγό και στρωτή ροή, η κατανοµή της ταχύτητας είναι παραβολική, όπως φαίνεται 
στο σχήµα και στην εξίσωση που την περιγράφει: 
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Σχήµα 38. Η κατανοµή της ταχύτητας, και αυτή της διατµητικής τάσης σε στρωτή ροή σε αγωγό. 
 
Στο σχήµα 38 φαίνονται η κατανοµή των ταχυτήτων (αριστερά), και αυτή των διατµητικών τάσεων 
(δεξιά). Η εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή της τάσης, είναι αυτή που είχε εξαχθεί στην 
προηγούµενη παράγραφο. Είναι δηλαδή γραµµική, µε τιµή 0 στον κεντρικό άξονα, και παίρνει τη 
µέγιστη τιµή στα όρια της ροής, δηλαδή στο σηµείο επαφής του ρευστού µε τον αγωγό. 
Οσον αφορά την ταχύτητα, η µέγιστη τιµή της, η οποία είναι στον κεντρικό άξονα της ροής (r=R), 
είναι 

 
και όπως φαίνεται στην παραπάνω σχέση, είναι διπλάσια από την µέση τιµή της ταχύτητας. 

Σε στρωτή ροή αποδεικνύεται ότι f=64/Re, και αντικαθιστώντας στη σχέση της προηγούµενης 
παραγράφου, παίρνουµε για την πτώση της πίεσης: 

 
 
Επίσης, διαιρώντας δια γ=ρg, η πτώση πίεσης λόγω της τριβής γίνεται: 
 
 

 
Η τελευταία αυτή σχέση, που δίνει τις απώλειες ενέργειας σε µέτρα, για ένα κυλινδρικό αγωγό, 
µήκους l, διαµέτρου D, όπου υπάρχει ροή ρευστού µε µέση ταχύτητα U, είναι σηµαντικότατη, και 
ονοµάζεται εξίσωση των Darcy – Weisbach. Οι απώλειες ενέργειας σε µέτρα ύψους, είναι σε 
αντιστοιχία µε όσα έχουν αναφερθεί στην παράγραφο 3.1.8. περί της γραµµής ενέργειας. 
Ο συντελεστής f, εξαρτάται από το υλικό του αγωγού, την ποιότητά του, κυρίως µε την έννοια της 
σχετικής τραχύτητάς του, καθώς και από τον αριθµό Reynolds. Για τον συντελεστή αυτόν, έχουν 
διατυπωθεί πάρα πολλές εµπειρικές σχέσεις. Επίσης, δίνεται από το διάγραµµα του Moody, το 
οποίο περιγράφεται παρακάτω. 
Αρχικά, για την περίπτωση της στρωτής ροής, ο συντελεστής αυτός είναι f=64/Re, δηλαδή 
ανεξάρτητος από παραµέτρους όπως η σχετική τραχύτητα του αγωγού και το υλικό του.  
Για την τυρβώδη ροή, ένας προσεγγιστικός τύπος είναι ο εξής: 
 

 
ενώ για την µεταβατική ροή, όταν δηλαδή ο αριθµός Re είναι σε τιµές κοντά στην κρίσιµη τιµή 
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του, και δεν είναι ξεκάθαρο αν πρόκειται για στρωτή ή τυρβώδη ροή, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο 
τύπος των Colebrook και White: 

 
Υπάρχουν στη βιβλιογραφία πολλές σχέσεις, οι οποίες δίνουν τον συντελεστή f. Εδώ θα 
αρκεστούµε σε όσες έχουν ήδη αναφερθεί, προσδιορίζοντας ωστόσο την παράµετρο της σχετικής 
τραχύτητας του αγωγού. Στις παραπάνω σχέσεις, e είναι η µέση τραχύτητα του αγωγού, δηλαδή το 
µήκος που χαρακτηρίζει τις ατέλειες της διαµέτρου του αγωγού, όπως φαίνεται στο σχήµα 39. Στο 
ίδιο σχήµα αριστερά, φαίνονται οι αποκλίσεις από την ευθεία στις οποίες υπόκεινται οι τροχιές των 
σωµατιδίων του νερού λόγω της τραχύτητας, και οι οποίες δηµιουργούν την τυρβώδη ροή σε 
µεγάλες ταχύτητες.  
Ενώ λοιπόν η τραχύτητα του αγωγού είναι ένα µήκος, πολύ µικρό σε σχέση µε τη διάµετρο του 
αγωγού, η σχετική τραχύτητα είναι ο αδιάστατος λόγος e/D, που χρησιµοποιείται συνήθως στις 
εξισώσεις, καθώς και στο διάγραµµα του Moody, που θα δούµε αµέσως παρακάτω. 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 39. Η τραχύτητα των αγωγών. 
 
 
3.2.7. ∆ιάγραµµα Moody. 

Από το διάγραµµα αυτό, προκύπτει ο συντελεστής απωλειών f, ο οποίος χρησιµοποιείται στην 
σχέση των Darcy – Weisbach. Οι παράµετροι εισόδου στο διάγραµµα (σχήµα 40), είναι ο αριθµός 
Re, και η σχετική τραχύτητα. Ο Re τοποθετείται στον κάτω οριζόντιο άξονα του διαγράµµατος, ενώ 
οι διαφορετικές τιµές της σχετικής τραχύτητας, βρίσκονται στον δεξιό κατακόρυφο άξονα. Από την 
τιµή της σχετικής τραχύτητας που ισχύει στην συγκεκριµένη περίπτωση που εξετάζουµε, 
ακολουθούµε την αντίστοιχη καµπύλη από τα δεξιά του διαγράµµατος, µέχρι να συναντήσουµε την 
κάθετη γραµµή που αντιστοιχεί στο αριθµό Re της ροής µας. Από το σηµείο τοµής της καµπύλης 
της σχετικής τραχύτητας µε την κάθετη γραµµή του Re, προχωρούµε παράλληλα προς τον άξονα 
των x, προς τα αριστερά, µέχρις ότου τµήσουµε τον άξονα των y στα αριστερά του διαγράµµατος. 
Εκεί διαβάζουµε την τιµή του f που αντιστοιχεί στα Re και e/D της ροής µας.  

Οσον αφορά την σχετική τραχύτητα, είτε θα είναι γνωστή η ίδια, είτε προκύπτει από την απόλυτη 
τραχύτητα και την διάµετρο του αγωγού. Αν δεν είναι γνωστή η απόλυτη τραχύτητα του αγωγού, 
µπορούµε να βρούµε σε σχετικούς πίνακες τις τιµές της τραχύτητας που έχουν συνήθως οι αγωγοί, 
ανάλογα µε το υλικό κατασκευής τους. 

Οπως µπορεί να δεί κανείς στο διάγραµµα, οι καµπύλες των σχετικών τραχυτήτων, είναι οριζόντιες 
για µεγάλα Re. Αυτό συµβαίνει γιατί όταν η ροή είναι έντονα τυρβώδης, η µόνη παράµετρος που 
επηρεάζει το f είναι η σχετική τραχύτητα. ∆ηλαδή, όταν η αδράνεια είναι πολύ έντονη σε σχέση µε 
τις τριβές, ο συντελεστής απωλειών επηρεάζεται µόνο από την τραχύτητα. Επίσης, για µικρά Re, 
δηλαδή για στρωτή ροή, υπάρχει η σχέση f=64/Re, η οποία αντιπροσωπεύεται στο διάγραµµα από 
την ευθεία που φαίνεται στο επάνω αριστερά µέρος του. 
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Σχήµα 40. Το διάγραµµα Moody. 

 
3.2.8. Γραµµικές Απώλειες Ενέργειας σε αγωγό. 

Σύµφωνα µε όσα προαναφέρθηκαν, οι γραµµικές απώλειες σε αγωγό µεταφοράς ρευστού, 
προσδιορίζονται από την εξίσωση των Darcy – Weisbach, σε µέτρα ενέργειας. Το µήκος (ύψος) 
αυτό των απωλειών, µπορεί να µετατραπεί σε πτώση πίεσης, σύµφωνα µε τη σχέση ∆p/γ=h, η 
οποία προαναφέρθηκε. 

Οπως δείχνει και η σχέση Darcy – Weisbach, οι γραµµικές απώλειες είναι ανάλογες του µήκους του 
αγωγού, του τετραγώνου της µέσης ταχύτητας, και του συντελεστή f. Είναι δε αντιστρόφως 
ανάλογες της διαµέτρου του αγωγού.  
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3.2.9. Τοπικές Απώλειες Ενέργειας. 

Εκτός από τις γραµµικές απώλειες, σε ένα σύστηµα µεταφοράς ρευστού, υπάρχουν και οι τοπικές 
απώλειες, στις οποίες είχαµε αναφερθεί σε προηγούµενη παράγραφο. Τοπικές απώλειες ενέργειας 
εµφανίζονται όπου υπάρχουν οποιουδήποτε είδους εµπόδια στη ροή, όπως καµπύλα τµήµατα, 
στροφές, στενώσεις, βαλβίδες, πλατύνσεις, διαφράγµατα, είσοδοι και έξοδοι από και σε δεξαµενή 
κλπ. 

Οι τοπικές απώλειες δίνονται από τον γενικό τύπο:� 

όπου U είναι η µέση ταχύτητα, και K ένας συντελεστής διαφορετικός για κάθε περίπτωση εµποδίου 
στη ροή. Παρακάτω δίνεται πίνακας µε τις κυριώτερες περιπτώσεις που εµφανίζονται τοπικές 
απώλειες, µε τα αντίστοιχα K. Ο συντελεστής αυτός είναι αδιάστατος, και οι απώλειες που 
υπολογίζονται από τον τύπο είναι σε µέτρα απώλειας ενέργειας, όπως και στην περίπτωση των 
γραµµικών απωλειών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 41. Ο συντελεστής τοπικών απωλειών Κ σε διάφορες περιπτώσεις (“The civil engineering 
Handbook, Fundamentals of Hydraulics” του Purdue University). 

 

Πρέπει να αναφερθεί εδώ ότι κάποιες από τις τιµές των συντελεστών τοπικών απωλειών που 
δίνονται στον πίνακα είναι ενδεικτικές, και για συγκεκριµένες µελέτες, θα πρέπει να εξετάζεται 
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πρώτα αν δίνονται από κατασκευαστές των διαφόρων ειδικών τεµαχίων ή εξαρτηµάτων.  

 

3.3. Συστήµατα αγωγών και δεξαµενών. 

Σε πολλές πρακτικές εφαρµογές, εµφανίζονται προβλήµατα συστηµάτων αγωγών συνδεδεµένων 
µεταξύ τους είτε σε σειρά, είτε εν παραλλήλω, καθώς και προβλήµατα που περιλαµβάνουν 
συστήµατα δεξαµενών. Η µέθοδος επίλυσης συνίσταται γενικά στο να καταστρωθεί ένας αριθµός 
εξισώσεων ίσος µε αυτόν των αγνώστων. Στο κεφάλαιο αυτό, αναφέρονται οι εξισώσεις αυτές, για 
τις τρείς παραπάνω περιπτώσεις. 

 

3.3.1. Σωλήνες σε σειρά. 

Όταν δύο ή περισσότεροι αγωγοί διαφόρων διαµέτρων και ταχυτήτων συνδεθούν σε σειρά, 
άγνωστη συνήθως είναι η παροχή, ή το ύψος των απωλειών. Σ'αυτήν την περίπτωση εφαρµόζονται 
η εξίσωση της ενέργειας διαµορφωµένη ανάλογα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, και η εξίσωση 
της συνέχειας.  

 

Η εξίσωση της ενέργειας εφαρµόζεται µεταξύ των σηµείων στα οποία υπάρχει κάποιο ή κάποια 
γνωστά µεγέθη. Για παράδειγµα, στην περίπτωση του σχήµατος 42, όπου η ροή µεταξύ δύο 
δεξαµενών Α και Β συµβαίνει µέσω ενός συστήµατος δύο αγωγών συνδεδεµένων σε σειρά, η 
εξίσωση αυτή µπορεί να εφαρµοστεί ανάµεσα στις ελεύθερες επιφάνειες των δεξαµενών αυτών, 
όπου η ταχύτητα και η πίεση είναι µηδενικές. Ετσι, η εξίσωση αυτή καταλήγει πρακτικά στο ότι το 
σύνολο των απωλειών, τοπικών και γραµµικών στο σύστηµα των αγωγών, είναι ίσο µε την 
υψοµετρική διαφορά µεταξύ των ελεύθερων επιφανειών των δεξαµενών. 

  

 

Σχήµα 42. Σωλήνες συνδεδεµένοι σε σειρά. 

 

Η εφαρµογή της εξίσωσης της συνέχειας στην ίδια περίπτωση, σηµαίνει πρακτικά ότι η παροχή 
στους αγωγούς 1 και 2 θα είναι ίση, οπότε µπορεί να προσδιοριστεί η ταχύτητα σε έναν από αυτούς 
τους αγωγούς αν είναι γνωστή µόνο στον άλλο. 

 

∑ =∆+
⋅

++=
⋅

++ ...h
22

2
22

2

2
11

1 g
Up

z
g

Up
z

γγ
nQQQ === ...21



Γ. Παπαευαγγέλου, Dr I.N.P.Grenoble, Επιστηµονικός Συνεργάτης Τ.Ε.Ι. Σερρών  2009 

Ver. 2 25/08/09 Σελίδα 39 από 47 

 

3.3.2. Σωλήνες εν παραλλήλω. 
Υπάρχουν µία είσοδος και µία έξοδος κοινή για τους αγωγούς που είναι συνδεδεµένοι εν 
παραλλήλω (σχήµα 43). Το αθροισµα των παροχών όλων των αγωγών πρέπει να είναι ίσο µε την 
παροχή εισόδου και εξόδου: 

 
Όλοι οι αγωγοί έχουν τις ίδιες απώλειες, οπότε η εξίσωση της ενέργειας γίνεται: 

 

Σχήµα 43. Σωλήνες εν παραλλήλω. 

 

Όπου hi είναι οι απώλειες ενέργειας της διαδροµής i. ∆ηλαδή, η συνολική ενέργεια στα σηµεία 
εισόδου και εξόδου είναι οι ίδιες, είτε ακολουθηθεί η µία διαδροµή είτε ή άλλη. Αυτό σηµαίνει ότι 
οι συνολικές απώλειες ενέργειας για τις δύο διαδροµές είναι ίσες µεταξύ τους.  

Ας εξετάσουµε για παράδειγµα την περίπτωση ενός ψυκτικού συστήµατος (σχήµα 44).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 44. Σωλήνες εν παραλλήλω σε ψυκτικό σύστηµα. 

 

Οι συνολικές απώλειες ενέργειας από το σηµείο εισόδου, δηλαδή το σηµείο που διαχωρίζονται οι 
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δύο σωλήνες, µέχρι το σηµείο εξόδου, δηλαδή εκείνο που ξανασυναντώνται, είναι ίσες, και από τον 
ευθύγραµµο σωλήνα µεγάλης σχετικά διατοµής, και από τον σωλήνα µικρής διατοµής. 

 

3.3.3. Συστήµατα δεξαµενών 

Στο υποθετικό σύστηµα δεξαµενών του σχήµατος 45, υπάρχουν οι δεξαµενές Α, Β και Γ, οι οποίες 
είναι συνδεδεµένες µεταξύ τους µέσω των αγωγών 1, 2 και 3. 

 

Σχήµα 45. Παράδειγµα συστήµατος δεξαµενών. 

 

Στην περίπτωση αυτή, ισχύει η εξίσωση της συνέχειας Q3=Q1+Q2. Επίσης, από την αρχή 
διατήρησης της ενέργειας προκύπτει το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων: 

 

hf1=hA-h∆ hf2=hΒ-hΑ   hf2=h∆-hΓ 

 

όπου hfi είναι οι απώλειες στον αγωγό i. Το ενεργειακό ύψος H∆ του κόµβου συµβολής δεν είναι 
γνωστό, ενώ η φορά της παροχής στη διαδροµή Α-∆ δεν είναι εκ των προτέρων καθορισµένη. 
∆ηλαδή σε περίπτωση που το H∆ αποδειχθεί µεγαλύτερο από το HA, η ροή θα γίνει κατά την έννοια 
∆-Α. Εποµένως, ανάλογα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, δηλαδή τα υψόµετρα των ελεύθερων 
επιφανειών και τις διαµέτρους και µήκη των αγωγών, θα προκύψουν οι παροχές σε κάθε αγωγό. 

 

3.4. Ισχύς αντλιών. 

 
Εάν µία αντλία ανυψώνει ένα ρευστό, στο µανοµετρικό ύψος της λαµβάνονται υπόψη όλες οι 
επιµέρους απώλειες: ύψος αναρρόφησης, ύψος κατάθλιψης, απώλειες αναρρόφησης, απώλειες 
διάθεσης, γραµµικές απώλειες στον αγωγό, τοπικές απώλειες κατά περίπτωση. Το άθροισµα όλων 
των απωλειών αυτών, αποτελεί το συνολικό µανοµετρικό ύψος της αντλίας Hman, το οποίο είναι 
ανάλογο µε την ισχύ της αντλίας. Η σχέση της ισχύος µε το µανοµετρικό ύψος, φαίνεται στο σχήµα 
46.  

Στην σχέση αυτή, υπάρχουν η ειδική βαρύτητα γ του υγρού, η παροχή, το µανοµετρικό ύψος, και ο 
συντελεστής απόδοσης της αντλίας n. Η σχέση αυτή, δίνει την ισχύ σε Watt, που είναι η µονάδα 
ισχύος στο σύστηµα S.I.. Υπάρχουν στη βιβλιογραφία σχέσεις, που περιλαµβάνουν επιπλέον 
συντελεστές, ώστε να προκύπτει η ισχύς σε πιό πρακτικές µονάδες ισχύος, όπως hp, PS, kW κλπ. 
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Σχήµα 46. Το µανοµετρικό ύψος αντλίας, σαν άθροισµα επιµέρους υψών. 

 

3.5. Οργανα µέτρησης πιέσεων και ταχυτήτων 

3.5.1.Σωλήνας Pitot 

Πρόκειται για απλή µανοµετρική συσκευή, που µετράει πιέσεις σε κλειστούς και ανοικτούς 
αγωγούς. Εδώ θα αναφέρουµε την περίπτωση του κλειστού αγωγού. Στο σχήµα 46, φαίνεται το 
σηµείο 1 µακρυά από την είσοδο του σωλήνα Pitot, και το σηµείο 2 στο οποίο το ρευστό  βρίσκεται 
σε ακινησία, άρα είναι U2=0.  Ο σωλήνας συνεχίζεται, κάµπτεται προς τα κάτω, και σχηµατίζει στη 
συνέχεια ένα ανεστραµµένο “Π”, στο οποίο υπάρχει υδράργυρος απο το σηµείο 1' έως κάποιο 
σηµείο που βρίσκεται σε επαφή µε τον ατµοσφαιρικό αέρα.  

Με την προϋπόθεση ότι πρόκειται για οριζόντια διάταξη, οπότε τα υψόµετρα z είναι ίδια στα 
σηµεία 1 και 2, η εφαρµογή της εξίσωσης Bernoulli µεταξύ των δύο αυτών σηµείων, δίνει: 
:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 47α. Σχηµατική αναπαράσταση του σωλήνα Pitot σε κλειστό αγωγό. 
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όπου P0 είναι η πίεση που θέλουµε να µετρήσουµε. 

Αλλά από την ισορροπία στο 1΄:    

και αντίστοιχα δεξιά:    

 

όπου ρHg η πυκνότητα του υδραργύρου, ενώ ρ η πυκνότητα του νερού. Οπότε η ένδειξη P0 που 
θέλουµε σε σχέση µε την ατµοσφαιρική πίεση, ή αλλοιώς, η σχετική (gage) πίεση στον σωλήνα:    

 

Ο σωλήνας Pitot χρησιµοποιείται επίσης για την µέτρηση της ταχύτητας (σχήµα 47β):    

 

Σχήµα 47β. Σωλήνας Pitot για µέτρηση της ταχύτητας. 

 

3.5.2. Στόµια σε δεξαµενές. 

Στην περίπτωση στοµίου σε δεξαµενή, εφαρµόζοντας την εξίσωση Bernoulli µεταξύ του σηµείου 1 
στην ελεύθερη επιφάνεια στη δεξαµενή, και του σηµείου 2 στο στόµιο, παίρνουµε τη σχέση που 
φαίνεται στο σχήµα 48, αφού είναι αυτονόητο ότι οι πιέσεις στα σηµεία 1 και 2 και η ταχύτητα στο 
σηµείο 1 είναι µηδέν. 

Στην πράξη όµως, υπάρχει ένας συντελεστής CT µε το οποίο πρέπει να πολλαπλασιαστεί η 
ταχύτητα, λόγω της γεωµετρίας του στοµίου και τοπικών απωλειών που προκύπτουν από αυτές. 
Ετσι η εξίσωση της ταχύτητας γίνεται: 
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Σχήµα 48. Στόµιο σε δεξαµενή, και οι σχέσεις που µας δίνουν την ταχύτητα. 

 

3.5.3. Σωλήνας Venturi. 

Ο σωλήνας Venturi αποτελείται από µία σµίκρυνση της διαµέτρου του αγωγού, η οποία 
ακολουθείται από την επαναφορά της στην αρχική διάµετρο. Το βασικότερο όµως στοιχείο της 
συσκευής αυτής, είναι τα πιεζόµετρα που δείχνουν την διαφορά του πιεζοµετρικού φορτίου ∆h 
µεταξύ της αρχικής διατοµής πριν την σµίκρυνση, και της µικρής διατοµής. Η διαφορά αυτή είναι 
ανάλογη του τετραγώνου της παροχής. Ετσι, µε την κατάλληλη σχέση, µπορούµε να πάρουµε την 
παροχή από την πιεζοµετρική διαφορά. Η σχέση αυτή, είναι του τύπου: 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 49. Η συσκευή Venturi, και η σχέση που µας δίνει την παροχή. 

 

Στη σχέση του σχήµατος 49, β είναι ο λόγος της µικρής προς την µεγάλη διάµετρο, Α0 το εµβαδό 
της διατοµής στο στενό τµήµα της συσκευής, και Cd είναι ένας συντελεστής σταθερός, που 
εξαρτάται από τη συσκευή. Ο συντελεστής αυτός προσδιορίζεται πριν την εφαρµογή της συσκευής, 
ώστε να είναι γνωστός κατά τη διάρκειά της. 
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4. Οµοιόµορφη ροή σε ανοικτούς αγωγούς. 

Από υδραυλική άποψη, “ανοικτοί αγωγοί” δεν νοούνται µόνον αυτοί που είναι ανοικτοί στον 
ελεύθερο αέρα, όπως τα αρδευτικά κανάλια. Νοείται κάθε αγωγός που η ροή του έχει ελεύθερη 
επιφάνεια. Για παράδειγµα, οι αγωγοί αποχέτευσης οµβρίων υδάτων, αν και είναι υπόγειοι, είναι 
κατά κανόνα ανοικτοί από υδραυλική άποψη, επειδή έχουν ελεύθερη επιφάνεια.  

Η µελέτη των ανοικτών αγωγών αποτελεί ξεχωριστό τµήµα της Υδραυλικής. Εδώ θα αναφερθούµε 
συνοπτικά µόνο σε µία ειδική περίπτωση ροής σε ανοικτό αγωγό, της σταθερής οµοιόµορφης ροής. 
Της ειδικής δηλαδή περίπτωσης όπου σε ανοικτό αγωγό έχουµε σταθερή παροχή, και διατοµή που 
δεν µεταβάλλεται κατά µήκος της ροής, γιά µεγάλο µήκος. Σ'αυτήν την περίπτωση, το βάθος και η 
ταχύτητα είναι επίσης οµοιόµορφα. 

Για την σταθερή, οµοιόµορφη ροή σε ανοικτούς αγωγούς έχουν διατυπωθεί πολλές ηµι-εµπειρικές 
σχέσεις. Οι δύο συνηθέστερες στις εφαρµογές είναι αυτές του Chezy και των Manning – Strickler, 
οι οποίες παρατίθενται στα επόµενα. 

 

4.1. Ο τύπος του Chezy. 

 

Ο τύπος του Chezy δίνει την µέση ταχύτητα σε αγωγό µε σταθερή, οµοιόµορφη ροή, ως εξής: 

       U = C (R.J)1/2 

όπου U = η µέση ταχύτητα (m/s) , C = ο συντελεστής του Chezy, που εξαρτάται από το υλικό του 
αγωγού και την τραχύτητά του, R = η υδραυλική ακτίνα (m)  και J ή S = η κλίση κατά µήκος 
του αγωγού (m/m) . 

Σηµειώνεται ότι, εφόσον πρόκειται για σταθερή και οµοιόµορφη ροή, η κλίση J, η οποία σε µεγάλο 
µέρος της βιβλιογραφίας συµβολίζεται µε S (slope), είναι ταυτόχρονα η κλίση του πυθµένα, και η 
κλίση της ελεύθερης επιφάνειας. Οι δύο κλίσεις δηλαδή ταυτίζονται, επειδή το βάθος είναι 
οµοιόµορφο. 

Ο συντελεστής C εξαρτάται από την υδραυλική ακτίνα RH και την σχετική τραχύτητα του αγωγού, 
και δίνεται από δύο διαφορετικούς τύπους: 

του Bazin: και του Kutter:� 

� 

Η υδραυλική ακτίνα RH, έχει διαστάσεις µήκους, και είναι:  

 

Η βρεχόµενη επιφάνεια είναι το εµβαδό της διατοµής που καλύπτει το νερό. Η βρεχόµενη, ή υγρή 
περίµετρος, είναι το µήκος της διατοµής που “βρέχεται” από το νερό. Οι βρεχόµενες επιφάνειες, οι 
βρεχόµενες περίµετροι, και οι υδραυλικές ακτίνες για διάφορες διατοµές, δίνονται στο σχήµα 50, 
µαζί µε άλλα στοιχεία.  
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Οι συντελεστές γ και n, στους τύπους Bazin και Kutter, δίνονται από λεπτοµερείς πίνακες (βλ. πχ. 
Σηµειώσεις Υδραυλικής κ. Ιωαννίδη), ανάλογα µε το είδος του αγωγού. 

 

4.2. Ο τύπος των Manning – Strickler. 

Ο τύπος αυτός διαφέρει κάπως από αυτόν του Chezy, αλλά περιέχει τις ίδιες παραµέτρους: 

 

 
Τα RΗ και J είναι και εδώ η υδραυλική ακτίνα και η κλίση αντίστοιχα, ενώ Ks είναι ένας 
διαφορετικός συντελεστής τραχύτητας, ο οποίος δίνεται από λεπτοµερείς πίνακες. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 50. Η υδραυλική ακτίνα σε διάφορες διατοµές ανοικτών αγωγών. 
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5. ∆υναµεις που αναπτύσσονται από κινούµενα ρευστά. 

Η γνώση των δυνάµεων που αναπτύσσονται από ρευστά που βρίσκονται σε κίνηση είναι 
απαραίτητη για τον σχεδιασµό αντλιών, αεροσκαφών, πλοίων, αυτοκινήτων, κτιρίων και 
υδραυλικών εξαρτηµάτων. Η εξίσωση της ενέργειας χρησιµοποιείται σε προβλήµατα αυτού του 
είδους, σε συνδυασµό µε την αρχή της διατήρησης της ορµής, την οποία θα αναφέρουµε στα 
επόµενα. Σε προχωρηµένα προβλήµατα, είναι απαραίτητη και η θεωρία της οριακής στοιβάδας, 
στην οποία όµως δεν θα αναφερθούµε εδώ. 

 

5.1. Αρχή της διατήρησης της ορµής. 

Από την Μηχανική είναι γνωστό ότι η µεταβολή της ορµής µιάς µάζας είναι ίση µε το γινόµενο της 
δύναµης που προξενεί την µεταβολή επί τον χρόνο της δράσης της: 

ΣF .t = m . ∆U 

Τα µεγέθη της εξίσωσης αυτής είναι ανυσµατικά, και πρέπει να προστίθενται ή να αφαιρούνται 
ανάλογα µε την φορά τους. Για πρακτικούς λόγους, αναλύουµε τις δυνάµεις και τις ταχύτητες σε 
καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, το οποίο διαµορφώνουµε ανάλογα µε τη φύση του 
προβλήµατος. Ετσι, στις δύο διευθύνσεις x και y: 

m . Ux1+ΣFx 
. t=m . Ux2 

m . Uy1+ΣFy 
. t=m . Uy2 

δηλαδή, σε κέθε µία από τις διευθύνσεις x και y, η µάζα επί την ταχύτητα στη διεύθυνση αυτή στη 
θέση 1, αθροίζεται µε τις προβολές των δυνάµεων στη διεύθυνση αυτή επί τον χρόνο, και το 
άθροισµα αυτό ισούται µε την µάζα επί την ταχύτητα στην ίδια διεύθυνση στη θέση 2. Οι θέσεις 1 
και 2 επιλέγονται στην αρχή και το τέλος του όγκου ελέγχου του συγκεκριµένου προβλήµατος. 

Επειδή είναι: (m/t)=ρQ, δηλαδή, η µάζα που περνάει από έναν όγκο ελέγχου δια τον χρόνο, είναι 
ίση µε το γινόµενο της πυκνότητας επί την παροχή, οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να 
διαµορφωθούν ως εξής: 

ΣFx=ρQ(Ux2- Ux1) 

και αντίστοιχα για τη διεύθυνση y. 

Ας εξετάσουµε για παράδειγµα την περίπτωση του ακροφυσίου του σχήµατος 51.  Εδώ υπάρχουν 
δυνάµεις και ταχύτητες µόνο σε µία διεύθυνση. Ο όγκος ελέγχου, είναι φυσικά ο όγκος του 
ακροφυσίου.  Οι δυνάµεις F1 και F2 αναπτύσσονται λόγω των πιέσεων αντίστοιχα p1 και p2. Ακόµα 
και αν υποθέσουµε ότι οι απώλειες ενέργειας µεταξύ των σηµείων 1 και 2 είναι αµελητέες, και 
εποµένως οι δύο πιέσεις είναι ίσες, η δύναµη F1 είναι µεγαλύτερη από την F2, λόγω του ότι η 
διατοµή Α1 είναι µεγαλύτερη. Συνεπώς, η εξίσωση στη διεύθυνση της ροής γίνεται: 

F1-F2-F=ρQ(U2-U1) 

όπου F είναι η αντίδραση στην δύναµη που προξενεί η κίνηση του ρευστού στο ακροφύσιο. Με 
αυτόν τον τρόπο υπολογίζουµε την δύναµη αυτή, αν γνωρίζουµε τις πιέσεις και την παροχή. 

Στην περίπτωση το σχήµατος 52, όπου υπάρχει ένας κρουνός µε γωνία 90 µοιρών, στο σηµείο της 
γωνίας αναπτύσσεται δύναµη F, και ίση αντίδραση (σχήµα). Εδώ ο όγκος ελέγχου είναι η γωνία, 
στην οποία δεν υπάρχει µεταβολή της διατοµής, οπότε οι αντίστοιχες δυνάµεις F1 και F2 είναι ίσες 
µεταξύ τους και η διαφορά τους µηδενίζεται. Η ταχύτητα στην έξοδο του όγκου ελέγχου είναι 
µηδέν κατά την οριζόντια διεύθυνση, οπότε η µεταβολή της ταχύτητας είναι U. Ετσι, η δύναµη που 
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ασκείται στην γωνία του κρουνού είναι F=ρQU. 

 

 

Σχήµα 51. Ακροφύσιο και οι δυνάµεις που αναπτύσσονται σ'αυτό. 

 

Σχήµα 52. Η δύναµη που αναπτύσσεται στην γωνία ενός κρουνού. 
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