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Θέμα 2 

Α) Για z x yi, x, y   έχουμε διαδοχικά, 

i.   2 2 2 2 2 2Re z z x x y x x y 0 y ,          που ισχύει, οπότε ισχύει  Re z z  

ii.   2 2 2 2 2 2Im z z y x y y x y 0 x ,          που ισχύει, οπότε ισχύει  Im z z  

iii.     2 2Re z Im z 2 z x y 2 x y         

 

2 2 2 2

2 2

2

x 2xy y 2x 2y

x 2xy y 0

x y 0

    

   

  

 

που ισχύει, οπότε ισχύει    Re z Im z 2 z    

 

Β) i. Έχουμε  z 1 z 0 0i 1     , επομένως ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z είναι κύκλος 

με κέντρο την αρχή των αξόνων (0, 0) και ακτίνα ρ =1. 

Έχουμε,  

 
1 2z

w wz 2w 1 2z 2 w z 2w 1
z 2

2w 1
z , w 2

2 w


        




   



 

Έχουμε, 

2w 12w 1
11

2 w2 w
z 1 2w 1 2 w

w 2 w 2

  
   

       
 
       

     

2 2
2w 1 w 2

2w 1 2w 1 w 2 w 2
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4ww 2w 2w 1 ww 2w 2w 4

ww 1

       

 
 

2
w 1

w 1

 

 

 

επομένως ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w είναι ο μοναδιαίος κύκλος 
2 2x y 1  .  

ii. Για z x yi, x, y   , τότε
2 2 2 2x y 1 y 1 x ,     όμως

   Re z z x 1 1 x 1, άρα x 1,1        .  

Έχουμε,  

 

 

1 2z
z w z

z 2

1 2 x yi
x yi

x yi 2
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x x 2 xyi y x 2 i y 1 2x 2yi
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x y 1 2xyi
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x 2 yi

2 x 1 xy

x 2 y
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2
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2 2 4 2 2 2
y 1 x

2

x 2x 1 x 1 x
2

5 4x

1 x
2 , x 1,1

5 4x

     





  



 

β) Είναι    
2

2 1 x
z w 4 f x , x 1,1

5 4x


     


 

Είναι φανερό ότι το z w γίνεται μέγιστο αν και μόνο αν το 
2

z w γίνεται μέγιστο.  
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Για κάθε  x 1,1   έχουμε,  

 

    

 

 

2

2

2

2

2
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f x 4
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2x 5 4x 1 x 4
4

5 4x
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5 4x


 

   
 

     
  

  

 
 



 

Έχουμε,  

 

 

 

2f x 0 2x 5x 2 0
1

x
2

x 1,1 1 x 1

     


   
      

  

 

 

 

2f x 0 2x 5x 2 0
1

1 x
2

x 1,1 1 x 1

     


     
        

 

 

2f x 0 2x 5x 2 0
1

x 1
2

x 1,1 1 x 1

     


    
      

 

x 1             
1

2
                      1 

f   + – 

f τ.ε <  > τ.ε 

Tο 
2

z w  γίνεται μέγιστο για 
1

x
2

 με μέγιστη τιμή

1
1

1 4f 2 1
2 5 2


 

   
 

,  

άρα και το μέγιστο του z w  είναι maxmax
z w f 1 1    όταν 

1
x

2
   

 

Εύρεση του z 

Αν 
1

x
2

 , τότε από την σχέση 
2 2x y 1   παίρνουμε, 

2 1 3
y 1 y

4 2
     ,  

οπότε 
1 2

1 3
z , i

2 2
  . 
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Εύρεση του w 

Για 
1 3

z i
2 2

  , έχουμε 
5x 4 3y 1 3

w i i
5 4x 5 4x 2 2


    

 
 και  

για 
1 3

z i
2 2

  , έχουμε 
5x 4 3y 1 3

w i i
5 4x 5 4x 2 2


    

 
 

Θέμα 3 

1) Για κάθε  x 0,   έχουμε, 

 

 
 

 
    

     

x 1 x

1 0

f x 2
dt 2 f x dt

x x

f x 2
x 1 1 2f x x 0

x x

2
f x 2x f x διαιρούμε κάθε όρο με το 2 x 0

x



  

     

    

 

 

   

     

1 1
f x x f x

x2 x

1
x f x x f x

x

   


   

 

    

 

**

x f x ln x

x f x ln x c c

   

    
 

 

** Αν οι συναρτήσεις h, f είναι ορισμένες σ’ ένα διάστημα Δ με τις h, h⋅f παραγωγίσιμες στο Δ και 

 h x 0 , για κάθε x Δ , τότε και η f είναι παραγωγίσιμη στο Δ.  

 

Εύρεση του c 

Για x = 1, έχουμε  1 f 1 ln1 c    δηλαδή c 0 ,  

άρα    
ln x

x f x ln x f x , x 0
x

     . 

 

2. Για κάθε x > 0, έχουμε,  

  2 2

1 1
x ln x

2x x ln x 2 ln xx 2 xf x
2x x 2x xx

  
 

     

Έχουμε,  
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 2 2

2

f x 0 2 ln x
0 ln x ln e2 ln x 0 ln x 2 x e

x e2x x
x 0 x 0 x 0x 0

x 0x 0

  
        

           
       

  

 
 

 
2 2

2

f x 0 2 ln x
0 ln x ln e2 ln x 0 ln x 2 x e

x 0,e2x x
x 0 x 0 x 0x 0

x 0x 0

  
        

           
       

 

 
 

 
2 2

2

f x 0 2 ln x
0 ln x ln e2 ln x 0 ln x 2 x e

x e ,2x x
x 0 x 0 x 0x 0

x 0x 0

  
        

            
       

 

Πίνακας μεταβολών 

 

x 0               
2e                   

f   + – 

f <  >   0 

       2 2
f e

e
  

Από το πρόσημο της f   που φαίνεται στον πίνακα προκύπτει ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο  20,e   

και γνησίως φθίνουσα 2e ,  . Η f παρουσιάζει στο 
2

0x e  ολικό μέγιστο το    2 2
max f x f e

e
  . 

 

Εύρεση σύνολο τιμών της f 

   

 
 

 

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

x x x x x

ln x 1 1
f x ln x , γιατί ln x και

x x x

1
ln xln x 2xκαι f x 0

1x x
x

2 x

lim lim lim lim lim

lim lim lim lim lim

    
    

    

 
 
 

   
           

   

 
    

      
    

 
 

 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  20,e   έπεται ότι  

     
x 0

2 2 2
f 0,e f x ,f e ,

e
lim




       
 

Ακόμα επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 2e ,   έπεται ότι 

     
x

2 2 2
f e , f x ,f e 0,

e
lim
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Άρα      * 2 2 2 2 2
f f 0,e f e , , 0, ,

e e e


     
              

     
 

3. Για κάθε x 0 έχουμε , 

 k x k xe x ln e ln x

k x ln x

  

 

 

 

ln x
k

x

f x k

 

 

 

 

Επειδή η f έχει ολικό μέγιστο έπεται ότι για να ισχύει  f x k  για κάθε x > 0, πρέπει και αρκεί να είναι  

 max f x k . Επομένως η μικρότερη τιμή του k για την οποία ισχύει 
k xe x  για κάθε x > 0, είναι το  

 0

2
k maxf x

e
  .  

 

4. Έχουμε,  

 

     

 

       

6 αβγ 6 αβγ

βγ αγ αβ βγ αγ αβe e

βγ αγ αβ

α β γ e ln α β γ ln e

6 αβγ
ln α ln β ln γ

e

6 αβγ
βγ ln α αγ ln β αβ ln γ

e

διαιρούμε όλους τους όρους με αβγ 0

ln α lnβ ln γ 6

eα β γ

6
f α f β f γ : Σ

e

  
        

 
 


   


   

 

   

   

 

Επειδή όμως η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο μόνο στο 
2

0x e  το  2

max

2
f f e

e
  , έπεται ότι για κάθε 

x > 0, ισχύει  
2

f x
e

  με την ισότητα να ισχύει μόνο για 
2x e . Έτσι ισχύει,  

 
2

f α
e

  με την ισότητα να ισχύει μόνο για 
2α e  

 
2

f β
e

  με την ισότητα να ισχύει μόνο για 
2β e  

 
2

f γ
e

   με την ισότητα να ισχύει μόνο για 
2γ e  
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οπότε με άθροιση κατά μέλη παίρνουμε      
6

f α f β f γ
e

   με την ισότητα να ισχύει μόνο αν  

2α β γ e   . Άρα για να ισχύει η (Σ) πρέπει και αρκεί να είναι 
2α β γ e    

 

5. Η εξίσωση 
x 24 x , x 0   : (Ε)  

Είναι φανερό ότι ο αριθμός x0 = 0 δεν είναι λύση της εξίσωσης (Ε). Αναζητούμε λοιπόν τις λύσεις της 

εξίσωσης στο  0, .  

Με x > 0, έχουμε, 

   x 2 x 24 x ln 4 ln x

x ln 4 2ln x

ln x ln 4

2x

  

  

 

 

Διακρίνουμε περιπτώσεις 

Ι)  2x 0,e    

Έχουμε:      
ln 4

f x f x f 4
4

    με  2x,4 0,e    και επειδή η f είναι γνησίως μονότονη στο 

 20,e   προκύπτει ότι x = 4. Έτσι στο  20,e   η δοθείσα εξίσωση έχει ακριβώς μια λύση, το 
1x 4 . 

 

ΙΙ)  2x e ,   

Έχουμε, 

   
2ln 4 2ln 4 ln 4 ln16

f x f 16
2 4 16 16

    

δηλαδή    f x f 16  με  2x,16 e ,   και 

επειδή η f είναι γνησίως μονότονη στο  2e ,  

προκύπτει ότι x = 16. Επομένως στο  2e ,  η 

δοθείσα εξίσωση έχει ακριβώς μια λύση, το 

2x 16 . 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η εξίσωση 

x 24 x , x 0 
 
έχει ακριβώς δύο λύσεις τους αριθμούς 1 2x 4, x 16  .  

 

Θέμα 4 

 1) Από την δεδομένη σχέση        2f x f x f x : 1     πολλαπλασιάζοντας τα μέλη με το  

f(-x), έχουμε: 
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         2 2f x f x f x f x : 2       

Από την (2) θέτοντας όπου x το – x έχουμε ότι για κάθε x ισχύει,  

         2 2f x f x f x f x : 3       

Από τις σχέσεις (2) και (3) προκύπτει ότι για κάθε x ισχύει, 

               

    

   

f x f x f x f x f x f x f x f x 0

f x f x 0

f x f x c, c

              


   

    

 

      

   

2 2Για x 0 έχουμε, f 0 f 0 c c f 0 1 1

Άρα για κάθε x ισχύει f x f x 1

       

   

 

Έτσι για κάθε x  από την (1) έχουμε,  

                  

   

   

2

x

1 1

f x f x f x f x f x f x f x f x 1 f x

f x f x

f x c e , c

           

 

  

 

Είναι f(0) = 1 
0

1 1c e 1 c 1     άρα   xf x e , x  , (που ικανοποιεί την υπόθεση).   

2) Έχουμε,     xg x f x e , x 0     

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0, με   x1
g x e 0 για κάθε x 0

2 x
    

 

και επειδή η g είναι συνεχής στο  0,  έπεται ότι η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0, ,  οπότε η g 

παρουσιάζει στο 
0x 0  (ολικό) ελάχιστο το     0min g x g 0 e 1   . 

Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με,  

 
 

 
x

x
x

x

2

e 1
2 x e x 1 e1 e 2 x x

g x
2 x 4x x2 x

    
      

 

 

Εύκολα προκύπτει ο παρακάτω πίνακας  

x 0                1               

g  – + 

g  + + 

g 6  5  

Από το πρόσημο της g στο  0, που φαίνεται στον πίνακα και επειδή η g είναι συνεχής στο  0,  

προκύπτει ότι η g είναι κοίλη στο [0 ,1] και κυρτή στο  1, . Η g παρουσιάζει καμπή στο 0x 1 αφού η
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g μηδενίζεται στο 
0x 1  και αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν αυτού. Είναι   1g 1 e e   οπότε το σημείο 

καμπής της gC είναι το  M 1,e .  

 

3) Η g είναι συνεχής στο [0, 1] και ισχύει    xg x e 0, για κάθε x 0,1   , οπότε το ζητούμενο εμβαδό 

είναι        
1 1

x

0 0

E Ω g x dx e dx    

Θέτουμε, x u  οπότε 
2x u και dx 2udu  . Ακόμη για x 0 έχουμε u 0   και για

x 1 έχουμε u 1  , άρα  

     
1 1 1

1
u u u u

0
0 0 0

E Ω 2ue du 2 u e du 2ue 2 e du 2e 2 e 1 2


            τ.μ. 

 

4) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0, , οπότε για  x 1,  η g ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 

Θ.Μ.Τ. στο  x, x 1 .  

Άρα υπάρχει  ξ x, x 1   ώστε  
   

       
g x 1 g x

g ξ g x 1 g x g ξ : Σ
x 1 x

 
     

 
 

 (το ξ για δεδομένο x είναι μοναδικό αφού η παράγωγος της g είναι γνησίως αύξουσα στο  1, ως 

κυρτή, έτσι από την (Σ) ορίζεται η συνάρτηση ξ (x)).  

 Επειδή, x ξ x 1    έπεται ότι, όταν x  έχουμε και ξ   (από κριτήριο παρεμβολής).  

Ακόμη είναι  

 
 

 
x x x x x

x
x

x x

1
eee e2 x

g x
1 22 x

2 x
x

lim lim lim lim lim
    

 
 
 

 

      


 

Έτσι έχουμε,       
x ξ

g x 1 g x g ξlim lim
 

     . 

 

5. Θα λύσουμε την εξίσωση,        xf e f 3x f 2x f 1 x     

Αρχικά θα συγκρίνουμε το 
xe και 1 x  για κάθε πραγματικό αριθμό x. 

Θέτουμε,    x xh x e 1 x e x 1, x       , παρατηρούμε ότι  h 0 0 , επίσης 

  xh x e 1 0     για κάθε x , άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο . 

Έτσι έχουμε,  

Ι) Για     x xx 0 h x h 0 e x 1 0 e 1 x           και  

ΙΙ) Για     x xx 0 h x h 0 e x 1 0 e 1 x           
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Για την εξίσωση        xf e f 3x f 2x f 1 x     

 Μια προφανής λύση της εξίσωσης είναι ο αριθμός 0x 0 , αφού  

               0f e f 0 f 0 f 1 0 f 1 f 0 f 1 f 0        που ισχύει, 

θα δείξουμε ότι δεν έχει άλλη λύση. 

 

   

   

       
f :

x

x x

3x 2x f 3x f 2x

x 0 f e f 3x f 2x f 1 x

e 1 x f e f 1 x

 
 

        
     

<

 

επομένως στο διάστημα  0, η δοθείσα εξίσωση δεν έχει λύση. 

 

   

   

       
f :

x

x x

3x 2x f 3x f 2x

x 0 f e f 3x f 2x f 1 x

e 1 x f e f 1 x

 
 

        
     

<

 

επομένως στο διάστημα  ,0 η δοθείσα εξίσωση δεν έχει λύση.  

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η δοθείσα εξίσωση έχει μοναδική λύση τον αριθμό x0 = 0. 


