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Η ισορροπία και η κίνηση της στεφάνης 

 

Γύρω από μια στεφάνη μάζας 2kg έχουμε τυλίξει ένα αβαρές και μη εκτατό νή-

μα. Τοποθετούμε τη στεφάνη σε κεκλιμένο επίπεδο κλίσεως θ=30° και ασκώ-

ντας στο άκρο Α του νήματος δύναμη F, παράλληλη στο επίπεδο, η στεφάνη 

ισορροπεί. 

i) Να αποδείξετε ότι το επίπεδο δεν είναι λείο και να υπολογίσετε το μέτρο της 

ασκούμενης δύναμης F. 

ii) Κάποια στιγμή t0=0, μεταβάλλουμε το μέτρο της δύναμης στην τιμή F1=4Ν, οπότε έχουμε την κίνηση 

της στεφάνης. Αν οι συντελεστές τριβής μεταξύ στεφάνης και επιπέδου είναι μ=μs=√3/2, να αποδείξτε 

ότι η ασκούμενη τριβή είναι  στατική, υπολογίζοντας το μέτρο της. 

iii) Να υπολογιστούν τη χρονική στιγμή t1=4s: 

  α) η ταχύτητα του κέντρου μάζας Ο της στεφάνης, καθώς και η κινητικής της ενέργεια. 

  β) Η ισχύς κάθε δύναμης που ασκείται στη στεφάνη. 

γ) Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας της στεφάνης. 

iv) Να υπολογιστούν τα έργα των δυνάμεων που ασκούνται στη στεφάνη από 0-t1. 

Δίνονται ότι: Η μάζα της στεφάνης θεωρείται συγκεντρωμένη στην περιφέρειά της, ενώ g=10m/s2 και 

ημ30°= ½, συνθ=√3/2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάμεις που ασκούνται στη στεφά-

νη, όπου η δύναμη F μεταφέρεται μέσω του νήματος ασκούμενη στο σημείο 

Β της στεφάνης. Αφού το σώμα ισορροπεί, θα ισχύουν: 

ΣFy=0, ΣFx=0 και Στ=0. 

Αν υποθέσουμε ότι το επίπεδο είναι λείο, τότε παίρνοντας τις ροπές ως προς 

το κέντρο Ο της στεφάνης έχουμε F∙R=0! Πράγμα άτοπο. Για να ισχύει 

Στ=0, πρέπει να ασκηθεί στατική τριβή, όπως στο σχήμα, οπότε Τ∙R-F∙R=0 ή Τ=F. Οπότε: 

ΣFx=0 → mg∙ημθ-F-Τ=0 ή 2F=mg∙ημθ ή 

F= ½ mg∙ημθ= ½ 2∙10∙ ½ Ν=5Ν. 

ii) Μειώνοντας το μέτρο της δύναμης F, η στεφάνη θα κινηθεί προς τα κάτω (προφανώς δεν πρόκειται να 

αναπτυχθεί τριβή που θα προκαλούσε την προς τα πάνω κίνηση, μεγαλύτερη από την προηγούμενη τιμή 

που ήταν 5Ν….). Ας υποθέσουμε ότι η τριβή είναι τριβή ολίσθησης μέτρου: 

Τολ=μ∙Ν=μ∙mg∙συνφ=  15
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Τι έχουμε; Η στεφάνη να κινείται προς τα κάτω αλλά η συνισταμένη δύναμη (Τολ+F1-wx) θα έχει φορά 

προς τα πάνω!!! Πράγμα άτοπο. Η τριβή λοιπόν θα είναι στατική και προφανώς Τ<15Ν. 

Αλλά αν η τριβή είναι στατική, τότε το σημείο επαφής της στεφάνης με το 

επίπεδο δεν έχει ταχύτητα και η στεφάνη κυλίεται κατά μήκος του επιπέδου. 

Αλλά τότε από το θεμελιώδη νόμο του Νεύτωνα και θεωρώντας την κίνηση 

σύνθετη, μια μεταφορική με θετική την προς τα κάτω φορά και μια περι-

στροφική αντίθετη από τους δείκτες του ρολογιού θα έχουμε: 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=m∙αcm → mg∙ημθ-F1-Τ1=m∙αcm  (1) 

Στροφική κίνηση:  Στ=Ιcm∙αγων → Τ1∙R-F1∙R=mR
2
∙αγων → Τ1-F1=mR∙αγων → Τ1-F1=m∙αcm (2) 

Αφού στην κύλιση ισχύει αcm=αγων∙R. Με πρόσθεση των (1) και (2) κατά μέλη παίρνουμε: 

mg∙ημθ-2F1=2m∙αcm  → 
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Οπότε επιστρέφοντας στην (2) (το ίδιο μπορούμε και στην (1)), παίρνουμε: 

Τ1-F1=m∙αcm → Τ1=F1+m∙αcm=4Ν+2∙0,5Ν=5Ν 

iii) Με βάση το προηγούμενο ερώτημα η κίνηση του κέντρου μάζας είναι ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμε-

νη με εξισώσεις: 

υ=αcm∙t   (3)   και x= ½ αcm∙t
2   (4) 

α) Με αντικατάσταση στην (3) t=t1 βρίσκουμε: 

υ1=αcm∙t1=0,5∙4m/s=2m/s 

Αλλά τότε, λαμβάνοντας υπόψη ότι υ1=ω1R, αφού η στεφάνη κυλίεται, έχουμε: 
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β) Αν πάρουμε το σημείο Γ, σημείο εφαρμογής της τριβής, έχει ταχύτητα ίση 

με το διανυσματικό άθροισμα των ταχυτήτων cm
r

 λόγω μεταφορικής κίνη-

σης και 
r

  που οφείλεται στην κυκλική κίνηση γύρω από το Ο, οπότε: 

υΓ=υcm-ωR=0 

Αλλά τότε η ισχύς της τριβής ΡΤ1=Τ1∙υΓ=0. 

Όμοια για το σημείο Β  στο οποίο μεταφέρεται η δύναμη F1 έχουμε: 

υΒ=υcm+ωR=2υcm=2υ1=4m/s 

Με κατεύθυνση προς τα κάτω, όπως στο σχήμα, οπότε η ισχύς της δύναμης είναι ίση: 
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ΡF1=F1∙υΒ∙συν180°=-F1∙υΒ=-4∙4W=-16W. 

Ενώ η ισχύς του βάρους, είναι ίση με την ισχύ της συνιστώσας του wx (η συνιστώσα wy δεν παράγει έρ-

γο, αφού είναι κάθετη στη μετατόπιση): 

Ρw=Ρwx=mg∙ημθ∙υcm= mg∙ημθ∙υ1=2∙10∙ ½ ∙2W=20W. 

γ) Για το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας, στηριζόμενοι στο Θ.Μ.Κ.Ε., βρίσκουμε: 
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iv) Με αντικατάσταση στην (4) βρίσκουμε ότι το κέντρο μάζας Ο, έχει κατέλθει κατά: 

m4m45,0
2

1
ta

2

1
x 22

1cm1   

Οπότε το έργο του βάρους είναι ίσο: 

Ww=Wwx= mg∙ημθ∙x1=2∙10∙ ½ ∙4J=40J 

Με βάση την ανάλυση στο ii) β) το σημείο επαφής της στεφάνης με το επί-

πεδο Γ, έχει μηδενική ταχύτητα, πράγμα που σημαίνει ότι η τριβή δεν μετα-

τοπίζει το σημείο εφαρμογής της και WΤ1=0. Αλλά και το έργο της κάθετης 

αντίδρασης Ν είναι μηδενικό, αφού η δύναμη είναι κάθετη στη μετατόπιση. 

Με την ίδια λογική το σημείο Β έχει επιτάχυνση με φορά προς τα κάτω και 

μέτρο: 

αΒ=αcm+αεπ=αcm+αγων∙R=2αcm=1m/s
2
. 

Οπότε το σημείο εφαρμογής της δύναμης F1 έχει κατέβει κατά: 
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Και το έργο της δύναμης F1 είναι ίσο: 

WF1=F1∙x2∙συν180°=-F1∙x2= - 4∙8J= -32J. 

Σχόλια: 

1) Το έργο της F1 θα μπορούσε να υπολογιστεί και με την λογική ότι, αφού η στεφάνη κυλίεται s=x, όπου s 

το μήκος της περιφέρειάς της που έρχεται σε επαφή με το έδαφος. Αλλά τότε τυλίχτηκε νήμα μήκους 

s=4m, κατέβηκε και λόγω μεταφορικής κίνησης κατά x=4m, οπότε συνολικά το άκρο Α μετακινήθηκε 

κατά x2=x+s=2x1. 

2) Αξίζει να επισημανθεί ότι Ww+WF1=40J-32J= 8J, ίσο δηλαδή με την κινητική ενέργεια της στεφάνης. 

dmargaris@gmail.com 
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